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Natiirliche Ausscheidefunktionen
fiir Gesamtheiten und die Losung der
Erneuerungsgleichung.

Von H. Hadwiger, Bern.,

1. Wir betrachten eine Gesamtheit A von Individuen (Personen,
biologische Organismen, Artikel eines Lagers u. dgl.). Der Gesamt-
heit neu angeschlossen werden nur gleichartige Individuen, die irgend-
einer Ursache (Todesfall, Unbrauchbarwerden usw.) zufolge zufalls-
artig wieder ausscheiden.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein der Gesamtheit neu
angegliedertes Individuum nach einer zwischen z und z 4 dz ge-
legenen Zeit aus A ausscheidet, sei

D () dz.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte @ (x) heisst Ausscheidefunktion.
Offenbar gilt

(1) fqb(as)d:c:l.
0
Die mittlere Verweilszeit eines Individuums bei der Gesamtheit ist
(2) f@(a:)mdxz’l’.
0

Unter der Verweilswahrscheinlichkeit p (1) wird die Wahrschein-
lichkeit dafur verstanden, dass ein Individuum mindestens ¢ Zeit-
einheiten der Gesamtheit angehort. Diese Wahrscheinlichkeit kann
durch die Ausscheidefunktion dargestellt werden.

Es 1st

(3) p(t):1—-0fqb(x) dz .
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Soll das Ausscheiden von Individuen wieder durch Neuzuginge
so kompensiert werden, dass der Umfang von U konstant bleibt, so
ist die Erneuerungsintensitit ¢ (z) die Losung der bekannten Integral-
gleichung 1)

@ t=pO)+ [pl—a) plo) do.
0

Wird die Gleichung (4) nach der Veriinderlichen ¢ abgeleitet, so
folgt unter Beriicksichtigung der aus (3) hervorgehenden Relation

p'H)=—2()

die dquivalente Integralgleichung

) ¢m=¢@+/éw—mwmm,
0

in welche die Ausscheidefunktion eingeht.

2. Im folgenden entwickeln wir eine Uberlegung, die zu einer
Funktionalgleichung fiir Ausscheidefunktionen fithren wird. Es han-
delt sich dabei um die formelmissig gefasste Konsequenz, die sich aus
einer postulierten universellen Eignung, Ausscheidefunktion fiir irgend-
welche Gesamtheit zu sein, ergibt.

Losungen der erwihnten Funktionalgleichung werden wir «natiir-
liche Ausscheidefunktionen» nennen, um die charakteristische Aus-
zeichnung, einer natiirlichen Forderung zu geniigen, anzudeuten.

Die Hypothese, von der wir ausgehen, besteht darin, da$8 alle
Ausscheidefunktionen normaler Gesamtheiten als zu einer Parameter-
klasse gehorend vorausgesetzt werden. Is gibt also nach dieser
Hypothese eine universell giltige Ausscheidefunktion, und die An-
passung an eine individuell vorgesehene Gesamtheit erfolgt durch
Festlegung eines Parameters 2).

Y E. Zwinggi, Das Problem der Erneuerung, Festgabe Moser, Bern 1931.
Literaturverzeichnis S. 161/162.

2) Hs goll darauf hingewiesen werden, dass z. B. bei Ableitungen von Iehler-
gesetzen die Hypothese, dass ein Gesetz universeller Giiltigkeit ttberhaupt existiert,
geradezu entscheidend ist, ohne dass das speziell beachtet wird. Wird andererseits
dieser Gesichtspunkt in den Vordergrund der Betrachtung geriickt, so kann
durch zweckmiissige Verwertung der erwihnten Hypothese eine Herleitung des

Fehlergesetzes ermiglicht werden. Vgl. G. Pélya, Math. Zeitschrift 18 (1923),
S. 96—108.
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Um die Abhéngigkeit von diesem Parameter sichtbar zu machen,
schreiben wir die Ausscheidefunktion in der Form

(6) D(4,z), A4 >0.
Zur weiteren mathematischen Prézisierung verlangen wir noch:

(6) @ (4, x) st eine analytische Funktion der Verdinderlichen und
ebenso des Parameters.

(6") f@ (4, z) de =1 fiir alle 4 > 0.
0

Es sollen nun zwei Gesamtheiten 9 und B, denen die Ausscheide-
funktionen

D (4, z) und D (B, x)

zugeordnet sind, gekoppelt werden. Die in die (resamtheit B ein-
tretenden Individuen sind genau diejenigen, die aus der Gesamtheit A
ausscheiden. Die in U oder in B enthaltenen Individuen bilden nun
eine neue Gesamtheit €, die durch die Koppelung von U und B,
symbolisch

(S:QIXQS,

entsteht. Die zu der Gesamtheit € gehorende Ausscheidefunktion
sel @ (C, x).

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Individuum nach Ablaut
einer zwischen & und & + d& gelegenen Zeit aus 2, ferner nach einer
zwischen ¢ — & und ¢ — & + dt gelegenen Zeit aus B ausscheidet, 1st
offenbar

? (4,8 @ (B, t — &) dé dt.

Hieraus erhilt man als Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum
nach einer zwischen ¢ und ¢ -+ di gelegenen Zeit aus € ausscheidet

¢
/Gﬁ (4, &) @ (B, t—¢&) dé dt .
0.
Die gleiche Wahrscheinlichkeit ist aber auch gegeben durch
@ (C, 1) dt.
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Nach Gleichsetzung ergibt sich die Funktionalgleichung
t
(7) D (C, t)=f®(A,§)d§(B,t——§) dé.
0

Hierbei ist C eine nicht naher bestimmte Funktion von 4 und B.
Eine Funktion (6), (6"), (6”), welche innerhalb ihrer Parameterklasse
der Funktionalrelation (7) geniigt, nennen wir «natiirliche Ausscheide-
funktion».

3. Durch Wahl eines speziellen Kompositionsgesetzes fiir die
Parameter gewinnen wir aus (7) speziellere Funktionalgleichungen.
Wir betrachten nun ein ganz besonders einfaches Kompositionsgesetz.
Es gelte

8) C =4+ B,

Aus (7) ergibt sich das transzendente Additionstheorem

t

9) ®M+410:/@@LQ®@M—£M£
0

Eine Losung dieser Funktionalgleichung ist wohlbekannt ). Sie
lautet:

A A2
(10) 1)) (A, .’,E) B ety eZaA——:E———az:c_

7 a3

Man bestitigt leicht, dass die Bedingungen (6”) und (6”) erfillt
sind, so dass also durch (10) eine natiirliche Ausscheidefunktion
gegeben 1st.

Die Funktion zeigt den in nachstehender Figur dargestellten Ver-
lauf (Parameter: 4 = 1,a = 1) (siehe nachfolgende Seite).

Sie erreicht bei

9 + 16a2 A2 —3
(11) g =2 e

den maximalen Wert,

1) G. Doetsch, Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. Berlin,
J. Springer, 1937, S.306 (1).
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4. Wir zeigen nun, dass die Krneuerungsgleichung (5) fiir die
abgeleitete Ausscheidefunktion (10) miihelos gelost werden kann,
ein besonders gliicklicher Umstand, der zu beachten ist. Die Ldsung
der Integralgleichung

T 1 I
1 2 3

t
(12) pll) = B (A, 1) + f@ (A, t— &) g (&) dt
0

18t nédmlich gegeben durch
(13) @ (@) =) ®nd, 1),

n=1
oder also durch

A e n2A2

(14) (p(.’L) _— I e-—azx ,neZnaA—— z °

Die angesetzte Reihe (14) konvergiert in jedem endlichen Inter-
vall gleichméssig. Dass die dargestellte Funktion eine Losung der
Gleichung (12) ist, kann mit Riicksicht auf die sich aus dem Additions-
theorem (9) ergebende Faltungsrelation
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t
f@ (4, t—&) @ (nd, &) df = & (4 + nd, 1)
0

ohne Mihe verifiziert werden. Integration und Summation diirfen
wegen der gleichmissigen Konvergenz vertauscht werden.

5. Fir die Verweilswahrscheinlichkeit p (¢) ergibt sich nach (3)

A coa m—-i4_2—a2x d
(15) p(t) = — (-’2 4 z : i ’
V., Ve

oder nach der Substitution

Az
¥ == —
die Darstellung
.
o [V, e
(16) p(t) = — plaA—t— " g

Fir a >0 ist die mattlere Verweilszevt

(17) o = f;co@ (x) dz

endlich, das heisst, das Integral in (17) ist konvergent. Durch die
Substitution

A2
r=—
22

wird es auf die Form gebracht

- 2 42 wza‘t—oz— a2 A2 dz
P e e e 22 —"2— .
V"’ 0 ¢
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Das bestimmte Integral kann ermittelt werden, und es resultiert

_ 4
(18) T =—".
a

Wir wenden uns noch dem Verhalten der Erneuerungsfunktion
(14) fur grosse z zu. Es gilt die asymptotische Relation

(19) lim ¢(z) = %.

T—>co
In dem besonderen Fall @ = 0 ist
A
20 H=0|—),
(20) 0 ( . )

wo wir das Symbol fir die Gaupfsche Transzendente

) )—i u‘zzd
(u_Vnge &

benutzt haben. Die zugehorende Erneuerungsfunktion ist

oo

(21) AR e > e =

Va?

n=1

Nach (19) gilt
(22) Im zg(z) =0.

T oo

6. Die Funktion (10) ergibt sich als Losung der Funktional-
gleichung (9) leicht, wenn man den Faltungssatz aus der Theorie
der Laplace-Transformation heranzieht.

Mit Riicksicht darauf, dass der Eigenschaft unserer Ausscheide-
funktion, Losung der Funktionalgleichung zu sein, in unserer Fnt-
wicklung zentrale Bedeutung zukommt, soll hier noch eine direkte
Verifikation angeschlossen werden.
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Zunéchst ergibt sich fiir das Integral
!
7= [0, 0m 1—8a
0

der Ausdruck

l 2
J = Q eza(A+B)-_a2t e“(%2+ti§) ““—__'C—l‘..g:.:,;_.‘: .
7 " V (I—&)3 &

Durch die Substitution

& £ t x2 g t
—& 7% 1’ 12

d 1
¥ 2\
i
wird er iibergefithrt in

oo (A2 (1422 B2 1
J — 24AB 20 (A+B)—at fe_{T(ﬁ)+T(l+w2“(1+1) dx
0

o 7 2 x2
oder
24B e J A BY 1
d =+ = eza(A—l-B)“'(Az_:Bz-l-azi) P iz 7 } 14— | dx .
7 i " T

Krsetzen wir im Integral

o (o, 4
ona= [0 H
0

1 ) .
x durch — und vertauschen die Parameterbezeichnungen, so er-

halten wir
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* (pary L
w@pF:/}(p+Mf@.
0

T2

So erreichen wir die Darstellung

’

24B 2a(A+B)—(éi:mfmI.3_2+azg) B2 A2 42 R
(2 )l )

- , -7
7wt t t

Nun verwenden wir den bekannten Integralwert?!)
11/7 —2ym
o (P, q) :-2“1/_3 v
¥

A+ B 2a(A+B)~w-—a3t
e §

und erhalten so

also

J=® (4 +B,1),

was zu beweisen war.

1) Vgl. etwa: S. Bochner, Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale. Leipzig
1932, 8. 57, Formel (12).
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