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L’assurance d’annuités, cas particulier de
I'assurance temporaire

Par Ch. Jéquier, Lausanne

Introduetion.

L’assurance d’annuités est une combinaison bizarre; dans les
as usuels, ses réserves mathématiques sont presque toujours ndga-
twes, Tout actuaire a pu ¢’'en rendre compte une fois ou l'autre.
Mais autre chose est de constater le fait, autre chose de I'expliquer.

Il nous a paru que ce curieux probleme technique méritait d’étre
approfondi. Cest dans ce but que nous avons assimilé Passurance
d"annuités & Passurance temporaire déeroissante.

Nous avons ainsi été amends & examiner quelques types d’agsu-
rance temporaire & capital variable, puis, partant de la notion de
«déeroissance limite», nous avons mis sur pied une théorie qui
permet de prévoir le signe des réserves mathématiques de la com-
binaison dang des cas variés.

I’extension de ce procédé & Passurance d’annuités est particu-
licrement aisée. On peut ainsi expliquer sans peine Iallure de ses
réserves mathématiques dans tous les cas courants.

Chapitre premier.
Primes et réserves mathématiques des assurances d’annuités.

Rappelons iei quelques notions fondamentales:

Dans cette forme d’assurance, dite parfois «rente familialey, la
compagnie d’assurances s’engage & payer chaque année, a partir du
déces de I'agsuré jusqu’a une époque déterminée, une rente annuelle
de 1franc par exemple; si assuré vit & 'échéance, la police est annulée.
Il existe deux variétés; nous en donnons ci-aprés les primes uniques:

Vat‘lété I: Ul — Elm —ax Tﬂ == U(Jx _-‘— ,02 2Q.’B _{_ - _l_ Ivn—l ‘n_j'qx
Variété I1I: U, = A7) — Gy = VG, + 0% g, + ... + 0" g,
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Dans les deux cas, le premier terme de la rente est payable dés la
mort de lassuré, & la fin de Vannée du déces. Le dernier arvérage est
payable, dans le premier cas, une année avant I'échéance, dans le
deuxiéme cas, a I’ echeance méme. La variété IT contient done un terme
de plus que la variété I. On a:

— R PR,
U2AU1 =V 4, =7 —JlE.‘L‘

Les primes dépendant des probabilités de déees — des ,q, —, les
compagnies utiliseront une table & mortalité élevée (MWI, Al*‘ par
exemple) et non pas une table de rentiers. Elles exigeront en général
un examen médical du candidat. Les primes annuelles s’obtiennent
en divisant par a,; les primes uniques correspondantes.

Dans ce travail ott nous ne nous occuperons que de la variété [
nous avons adopté les notations suivantes:

Prime unique pure: H 5 = a5;— auq

. A Ay
Prime annuelle pure: hy = —— = SE s gy
a:czy_n| a:c:?ﬂ
ax
}&x:m == —1
am:?’

Sauf pour n =1 on a: a; >a,;

On aboutit done & la régle suivante: pour calculer la prime annuelle
de lassurance d’annuités, il suffit d’effectuer la division des deux
rentes (a; par a,;;) et de retrancher I'unité du quotient.

Le montant de la prime annuelle dépend done des rapports

a7 . , , ) . .
b= - Ftudier ces rapports, c’est étudier les primes elles-mémes

a:v:?ﬂ
puisque f, ;7 =b—1. En se référant aux deux séries qui donnent

azjet a,5; on peut immédiatement énoncer les propositions suivantes:
la valeur du rapport b est d’autant plus grande

10 que la durée est plus longue;

20 que I'Age est plus élevé (d partir de @ = 20 ou z = 25);

30 que la mortalité est plus élevée.



Soulignong le fait suivant: & Uinverse de Uassurance mixte et
du capital différé, la prime annuelle de Lagsurance d’annuités augmente
avec la durde. Ainsi pour x = 30 ans, R = 1.000, table MWI 81}, 9/
on a:

Durée 10 ans 15 ans 20 ans 25 ans 30 ans
Prime annuelle: 40,30 64,10 89,40 116,60 146,50

Réserve mathématique: Pour une rente de 1 franc on a:
W (Hpm) = Hyrry— My @gr en faisant

' = x4k n' =n—k, kreprésentant le nombre de primes paydes.
Désignant par Y la rdéserve mathématique d’une rente de R
8 k |
francs et par P la prime annuelle, il vient: P = R b,z et

€T €T

h']f =R an'l o (I) MI_ H) a:z:':n’f

A}r = & '.,I,IV (}I T]) = B 1%[,,,”“! — P aﬂ."':‘;l"] ou

Lizemple numérique: x = 305 n = 25; B = 100; table MWI314%.
Iapplication des formules précédentes conduit aux rdésultats ci-

apres: _
P =100 hyy.o5 = 11,66

I Rés. math. I Rés. math. ke Rés. math.
1 — 2,6 ) — 24,2 17 — 39,0
— 5,3 10 —- 26,7 18 — 38,6
3 — 8,0 11 -— 29,1 19 — 37,5
4 10,7 12— 81,5 20 85,4
it — 13,3 13 — 33,8 21 — 31,9
6 — 15,9 14 — 35,7 22 — 27,1
T — 18,7 15 — 37,4 23 — 20,5
8 — 21,4 16 — 38,5 24 — 11,7
25 0

On remarquera U'allure singulidre de cette réserve. Négative pour
toutes les valeurs de k elle pagse par un maximum négatif pour k = 17
et g’annule & 'échéance.

[Cavant-derniére réserve est égale & la prime annuelle changée
de signe. (Vest d’ailleurs une régle générale comme on le voit ci-aprés.
On a en eftet pour k =n—1:



kY = R P[x’—l—[m P = — P car ]:II’T = 0 1)

Les compagnies doivent étre prudentes en traitant cette com-
binaison. [V assuré qui vit & la fin du contrat n’a aucun intérét 3
payer sa dernicre prime. Il g’en abstiendra done en général.

D’autre part «l'événement assuré» au sens de LCA n’étant pas
certain, la combinaison n’est pas rachetable. Flle n’est pas non plus
«réductibles. Comment en effet choisir une regle de réduction aceep-
table pour une assurance dont les réserves mathématiques sont géné-
ralement négatives? Dans la pratique les compagnies ne traitent
pas cette combinaison isolément. Habituellement, la rente familiale
est lide & une assurance & terme [ixe, la rente étant dgale & 10 9,
du capital assuré, par exemple. L combinaison prend alors le nom
Qagsurance familiale 2). On peut aussi combiner la rente familiale
avece l'agsurance mixte.

Analyse de la réserve mathématique. Iallure de la réserve mathé-
matique dépend des rapports b = am et b’ = - S| . Ona en effet:

Ao Ayt |
f.:V (}ITF{) - I;Ix’:n’ |7 hw:n'] a.t’:‘n'| = a;?’} o ([ -+ h-f—’:;f.‘) At ps

ou f;V (PILE) = d, | = b- a.r":n’l
La réserve mathématique sera négative si a,, —b -, < 0

. Ay Ay NIRRT . ]
ou sy - — | < L ¢est-d-dire si b’ < b.
Ay int I ax:?ﬂ

1 Un exemple courant ('assurance d’annuités est donné par lassurance
de rente d'orphelin & prime annuelle. Les réserves mathématiques de la combi-
naison étant généralement négatives, le Bureau fédéral des assurances a autorisé
les compagnies concessionnaires & porter les réserves mathématiques égales a
zéro. «Vu la nature du risque assuré, le Bureau des assurances n'exige pas la
constitution de réserves mathématiques pendant la période du palement des
primes.» (Dispositions concernant l'assurance de groupes du 10 novembre 1937,
page 1.)

2) Dans des cas de cette nature la combinaison est considérée comme indivi-
sible. Pour en caleuler les valeurs de rachat on partiva de la réserve mathématique
globale, réserve négative comprise. Il sera loisible alors de déterminer un capital
réduit combiné avec une rente réduite. [l suffiva d’applicquer la valeur de rachat
comme prime unique — pure ou d'inventaire du capital et de la rente. (On
prendra par exemple comme dénominateur expression %'+ 0,1 Hy,y ).



Des séries de caleuls nous ont convaincus que l'on a souvent
bl v . » ” . . . . . 5 . oo .
< b, mais que cela n’a pas lieu toujours ainsi qu'on le constate dans
3 4 . .
Pexemple II ci-aprés:
Fxemple I:  Cas«normaly. z = 80, n = 25, R = 100, MWI 3149, .

dzg|

ona P =11,66 et b = = 1,1166;
d30:95|

on a d’autre part les valeurs suivantes:

k b’ Rés. math,

1 1,1150 26

5) 1,1064 — 13,3
10 1,0923 — 26,7
15 1,0700 37,4
24 1,0000 — 11,7

on a partout ici b’ << b; les réserves sont done toutes négatives.
Exemple I1: Cas exceptionnel. x =70, n==20, R = 100, MWI
3 Yos
Ay

ona P = 108,6 et b = "ai = 92086
70

i

on a d’autre part les valeurs suivantes:

k b' Rés. math. I b Rés. math.
1 2,100 4+ 9,8 7 2,093 -+ 8,7
2 2,111 4+ 16,6 8 2,069 — 8,0
3 2,118 -+ 20,3 4 2,037 — 22,0
4 2,121 + 21,0 10 1,997 — 38,3
5 2,119 + 18,7 15 1,541 —165,3
6 2,109 + 12,6 19 1,000 — 108,6

On a d’abord b >b; puis, dés k =8, b’ < b. On déduit de ces
variations les fluctuations de la réserve mathématique. Cette réserve,
positive au début, commence par croitre jusqu'a k = 4; elle se met
ensuite & déeroltre, puis devient négative dos k = 8.

Ce cas curieux, purement théorique d’ailleurs, suffit & montrer
qu’il ne faut pas généraliser; les réserves mathématiques des assu-
rances d’annuités ne sont pas toujours négatives comme on serait
tenté de le croire. Cet exemple fait voir aussi comment les rapports
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b et b" expliquent, par leurs variations, allure des réserves mathé-
matiques. Une étude approfondie de ces rapports fondamentaux ol
l'on ferait varier soit la mortalité, soit le taux d’intérét, 'dge d’entrée
ou la durée ne manquerait pas d’utilité; mais dans ce travail nous
avons préféré aborder le probléme par un autre bout.

Chapitre II.
Les assurances temporaires décroissantes.

On peut assimiler lagsurance d’annuités & une assurance tempo-
raire au déceés dont les capitaux décroissent comme les rentes suc-
cessives 2,5 g -+ - - - at 0. Clest la raison pour laquelle nous
avons 6t6 amenés & faire des recherches de ce coté. Dans leg
assurances temporaires déeroissantes, les réserves mathématiques
peuvent &tre ou toutes positives, ou toutes négatives, ou positives
pour certaines valeurs de k, négatives pour d’autres valeurs.

Il existe méme un type remarquable de déeroissance des capitaux
assurés ot toutes les réserves mathématiques sont nulles. Nous
appellerons ce genre de décroissance la déeroissance limite ou le cas
limate. Cela étant, nous allons passer en revue quelques types spéeiaux
de décroissance des capitaux agsurés.

Premaer type: décroissance limite. Pour rendre la chose concréte
envisageons l'exemple suivant:
Agsurance temporaire de 7 ans de durée: z = 60 ans, table
MWI 314 9. Les capitaux assurés sont donnés ci-dessous:
1r*¢année . . . . . . . . K; = 28.285

%y L. .. ... Ky o= 26455
88 » .o ow s o5 o os s Mg == 24789
4 L Lo o0 K o= 23165
5¢  » . . .. . ... K, = 21681
6% ¥ . . owow s ow s o3 Mg = 20929

Te > ... ..... K,= 18761

La prime annuelle pure est 966,18 = 1000 v. Les réserves mathé-
matiques sont nulles powr toutes les valewrs de k. Comment cela esb-il
possible ?

[explication réside dans le fait que les capitaux assurés n’onb
pas été choisis au hasard, au contraive. Ils présentent la particularité
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3 . ’ 2 : ]
d’étre tous inversément proportionnels au risque, ¢’est-d-dire & Qo
On a en effot: |

60 111 K, (6o K, (o1 K, o5

En désignant par g, le rapport direct de deux capitaux conséeu-
tifs et par 4, le rapport inverse de deux g, conséeutifs on a ici g, = 2, ;
par exemple:

I 61

L=y, = A oy = A; = 1,069.
Iy Yoo

La prime de risque dite «prime naturelle» que nous désignerons
par m est donnde par la rvelation: 7 = I v+ @4y = 1000 v,

Dans ce cas bizarre la prime naturelle est indépendante de la
mortalité. Tillo est pareille chaque année. Iille est done égale & la
prime nivelée, d'olt P =z = 1000 » = 966,18.

On déduit de 14 que toubes les réserves mathématiques sont
nulles. En effet, par la méthode rétrospective on constate que la
prime de risque absorbant la totalité de la prime P, il ne reste aucune
prime d’épargne pour constituer la réserve mathématique. Lia prime
d’épargne moyenne étant nulle chaque année, la réserve mathématique
est nulle partout.

Généralisant cet exemple particulier nous prendrons comme
capitaux assurés au décés les montants ci-aprés, n étant la durée
du contrat:

1 1 1 B 1

B Eym—— Epm b ... By
q qr-r-.l qug Qa;+n—l

La prime unique ,X, est donnée par 'expression:

1 f ¥ RN | -2
D X = C-L‘ (’-H‘l (’a;—lfn—l v d;c v (l‘u-}-l
D.X,=2f "4 20 F PR,
.(Ix q T--1 Qx +n-1 q,L (J.'r -1
v

TR — ztn-l

Qi 1-n-1



: d, d,
D, X,=vD,+ D,y + ... + D, ) car — =17, — .
Q'lf qlg_l
4 ' HX.C
etc. Il en résulte que X, =va,; et P, =—"- =1
aa‘:ﬂ

Lia prime annuelle est égale & v. 1l est facile de voir que I'on a ici:

Xy
P :N T — P

z! n
azn’ :nf |

n! z

on en déduit la réserve mathématique:

IcV = M'Xx' - nPn: a:v':n'[ =0

Deuxiéme et trovsiéme types de décrorssance.
. 1 1 1 _ 1
Posons K, =¢— Ky=e— Ky=6—-... K, =—
4 q:c +1 qa:fI-Z q;,,-.lﬂ n—1
Par hypothose g, = 1, ¢ est un nombre positif constant. On a ici:
(,X, = prime unique)

C, i [ i

T n
.qg: q,r:f,l- 1 (Ir +2 q:rrlrnm‘l

el

Au deuxiéme membre ajoutons et retranchons — %, il vient, apres
U
une transformation facile:
D, X,=vD,—eD)+veD,+D,y+ ... +D,,,,) dou
v(l—¢)
X,=v(l—e)+vea,zet P=vetf —F

ntox
aa;:n
Quant & la réserve mathématique elle est donnée par la formule:
— 3
/cY — n’Xl" T nI x Aot ot |

Une trangformation analogue & la précédente conduit a:

. y AT — P e

n’Xa:" — &V am’:m d’on IcY - (8 v — 'n[ 1:) aa:":n’]

v (1l —e¢)

ou, en remplacant P, par sa valeur: Y = — P Ayt on |
xin)
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On déduit de ces relations les conclusions suivantes:
Sie=1,,Y = 0 nous sommes ramenés au cas précédent ; premier bype.
Sie< 1,,Y < 0, les réserves sont toutes négatives; deuxiéme type.
Sl e >1, Y >0, les réserves sont toutes positives; troisitme type.
Quatriéme type de décrovssance. Les capitaux assurés sont donnés
cette fois par les relations suivantes:
1 1 1 , 1

Ki=¢  Ky=¢ — Ky=¢g——...K =¢
e q?;r[A 1 T 2 qﬁ:-Hi-—l

on a par hypothése gy =1let g, >¢e, >ey... >¢,,.

Lies & successifs vont en déeroissant; la déeroissance des capitauz
est donc plus rapide que la déeroissance lumite. 1in nous rapportant
aux définitions de ¢, et de A, (page 87) on a ici o, > 4.

On peut poser: P, = v ¢,; g, étant un & moyen défini par la
double inégalité e, > e, >¢,,.

Aprés k primes paydes la partie positive de la réserve mathé-
matique pourra prendre la forme:

vz’;'('w’ =V &y a:c’:m

en désignant par ey un autre & moyen, défini ci-aprés. Or, par suite
de la régle adoptée pour la décroissance des capitaux assurds, on a
ey << &y 1l est facile de démontrer cette inégalité. On a en effet:

Réserve mathématique: Y=, X, — P, a7 ol

Da:—H.: 'n"Y:c' = &) Drc+h; + €t Da:-}-k‘l-l += sws €1 Dr+n~1

- [} . 3 Al .
De lexpression Y = v ey 2y, — ¥ &y Ayriry O bive:

Y A 4 A’

= —— — —— en posant — =
Bf

€y, Dx-}-k + €rt1 ]);r;-l-lc-l-l _l_ . _f" Ept Da:-}-n«l:

e Ml — = &y

D.:;-Hs s Dm-l—l.:-H + . Dx'f*"*l

A gD, +e, Dy + .00 + 8y Dypy
B = S = ey

B D’c ‘[‘ I)m.[.[ _F 5% 8 _I_ Dm-]—nml
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Dans les deux cas nous avons affaire & une moyenne pondérée.
Par suite de I’hypothése faite sur les ¢ nous pouvons poser les iné-
galités

1 >e6y >¢6,, et g >ey >¢,

Montrons que I'on a dés lors ey < ¢, ou ey < —B—, ou encore B ey < A.

En remarquant que
'’ r
4" = EN B’ = & D:H-k + ces En-1 D.'c—f-n—l
il faut prouver que

SN (D;;_E"Dx—l—l + A +Dm+k~1) + 8}\-‘ B’< EODm—l_ 81 Di‘-{-l + “ e
oo + & Dyyy + A7 ou que, puisque ey B’ = A4’

ey D+ Dy + .- + D:c+k—1) <gD,+ e D+ .o+ gy Dy i

Or ey < g, d'olt G fortiori ey << &._y; &y est done plus petit que
chacun des coefficients ey e&; ... &, du deuxiéme membre. La
dernidre inégalité est done évidente. Il en résulte qu’on a, pour
toutes les valeurs de k: ey << gy.

On conclut de cette derniére inégalité que la réserve mathématique
s0it .Y = v (ey — &) Ayr.5r €86 négative pour toutes les valeurs de k.

Exemple numérique: © =60 n =17 MWI 314 %,.
K, K, K, 1

Posons ic1 K, = 28.285 et E = -I—(; = ... = K7 = 09 = 1,111

Les capitaux assurés varient en progression géométrique de raison
0,9. On a les montants suivants:

2 Cap. assurés k Réserve math.
60 K, = 28.285 1 — 98
61 K, = 25.456 2 — 165
62 K, = 22.910 3 — 201
63 K, = 20.619 4 — 202
64 K, = 18.557 b — 167
65 K, = 16.701 6 — 100
66 K, = 15.031 7 0
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Les rapports 4, ont les valeurs:

21:‘@“ = 1,069 12: %213069 e 2’6='"q.6—6" = 1,078

Qs0 g1 Qs

tandis que g, = 1,111 = constante. On a partout ici g, > 4. On
déduit de cette inégalité que, la décroissance des capitaux étant
Plus rapide que la décroissance limite, toutes les réserves mathé-
matiques seront négatives (sauf la derniére évidemment qui est nulle).
Il n’est pas nécessaire de caleuler la valeur des divers e.

La prime unique pure — , X, — est donnée par la relation sui-
vante:

K Ce + KyCgy + ... + K, Cy

X = — = 4.945,50.
nTrr Dﬁo
, . 4.945,50
La prime annuelle constante est ici: ,Pg = EPE 874,07.
60:7]

La partie positive de la réserve, soit , X, est donnée par une ex-
pression analogue & ,X,, la partie soustractive étant P, Ay i
La réserve mathématique, toujours négative, passe par un maximum

négatif pour k = 4; elle s’annule & I'échéance.

Cinquiéme type de déerovssance. Les capitaux assurés sont dé-
finis comme dans le type précédent, mais ici les ¢ successifs vont en
crovssant. On a, par hypothése:

gg=1 et g <& <Tey...< gy

La variation des capitauw est donc plus lente que dans le cas limte.
On aura done g, < 4, .

On peut mettre la prime annuelle sous la forme P, =wv-¢,,.
€y ébant un ¢ moyen compris entre g, et ¢, ;.

La partie positive de la réserve mathématique peut étre repré-
sentée par ,, X, = v &y Ay . €y étant un & moyen compris entre
& et g,,. Par une démonstration toute semblable & la précédente,
on prouve que 'on a dans le cas particulier ey, > &y,

La réserve mathématique étant mise sous la forme
kY == (‘BN' — 8M’) a:c':n'l

on en conclut que cette réserve est positive pour toutes les valeurs de k.
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Exemple numérique: Prenons les mémes caractéristiques que
précédemment, mais les capitaux variant cette fois en progression
géométrique de raison 0,97. On a alors les montants suivants:

T Cap. assurés k Réserve math.
60 K, = 28.285 1 + 112
61 K, = 27.436 2 192
62 Ky, = 26.613 : 240
63 K,= 25.815 4 259
64 Ky = 25.041 5t 223
65 Ky = 24.290 6 143
66 K, = 23.561 7 0
e & uf == gy B —l = 1,081, Il n’est pas nécessaire de

°= &, K, 0,97

compter la valeur des ditférents ¢; il suffit de constater que, les A,
ayant les mémes montants que précédemment, on a ici: g, < 4.
La décroissance des capitaux étant plus lente que la décroissance
limite, les réserves mathématiques seront toutes positives.

On a: Py =1069,78. La réserve mathématique, positive,
passe par un maximum pour k = 4 et s’annule & I'échéance.

Nous ne pousserons pas plus avant nos investigations et n’étu-
dierons pas d’autres types de variations. Nous nous sommes bornds
& ceux que 'on rencontre habituellement. Si 'on désire utiliser une
régle pratique pour prévoir le signe de la réserve mathématique,
on ne peut évidemment envisager des variations arbitraires des capi-
taux assurés. KEn général, dans l'assurance temporaire & capitaux
déeroissants, les capitaux assurés varient d'une fagon «réguliéres.
Ce sont ces cas-1d que nous avons seuls envisagés.

D’aprés les considérations qui précedent on peut énoncer le
théoréme suivant:

Théoréme: Dans Uassurance temporavre & capitouz décrovssants,
les véserves mathématrques pewvent étre nulles, positives ou néyatives.
Elles sont nulles s les capitaux assurés sont tous wnversément propor-
tionnels auwzx q, (cas limite ot 9 = A), positives sv la décroissance est
plus lente (o < 1), négatives si la décroissance est plus rapide que
celle du cas bimate (o > 1).
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Enfin, il peut exister des cas complexes ol les réserves mathg-
matiques seront positives dans certaines régions, négatives dans
d’autres régions. Pour déterminer le signe de la réserve on caleulera
les divers rapports o, et 4, On appliquera alors avec quelque pré-
caution notre théoréme qui, s'il ne peut faire connaitre avec certitude
le signe de chaque réserve, pourra du moins, comme nous le verrons
plus loin, déceler 'allure de la rvéserve, ce qui suffit dans la plupart
des cas.

Un exemple paradozal: Indiquons pour terminer ce sujet un cas
particulier trés curieux. Il ¢’agit d’une assurance temporaire @ capital
constant, soit: ¢ = 10.000, x = 20, n =T, table MWI 315, %,

Lia prime annuelle est 85,69. Les rdserves mathématiques -ont
les valeurs suivantes: —8, —6, —8, —8, —7, —4, 0. Elles sont
boutes négatives. Comment ces résultats sont-ils possibles?  Cet
exemple ne met-il pas notre théoréme en défaut?

Pour expliquer ce paradoxe apparent, il faut envisager I'allure
des ¢, Dans la partie de la table considérée ils vont en diminuant
a mesure que I'Age augmente. On a en effet:

100 qg9 = 0,919 1)
100 gy, = 0,916

--------

Il résulte de cette particularité qu’ici le cas limite admet des
capitaux crovssants.

10.000 g4 ; :
Posant K, = — ==, on obtient les montants suivants:

(20 4-1—1

1) Si on exclut la période de l'enfance (et de la jeunesse), les rapports 4,
augmentent généralement avee i (dans la table MWI cela a lieu dés 2 = 28),

?) L’accroissement des rapports Ay successifs est généralement «régulier» avec
les tables agrégées. Avec les tables de sélection, ces rapports peuvent présenter
en revanche des irrégularités pendant la période de sélection (table anglaise
19201929 par exemple). Ces sauts brusques des ¢ ne sont pas sans manifester
leur influence dans I'allure des réserves mathématiques. Parfois méme les régerves
sont positives pendant la période de sélection, alors qu’elles seraient négatives
sl on les comptait avec la table finale.



— 44 —

Cas limite:
T Capitaux assurés
20 K, = 10.000
21 K, = 10.028
22 Ky, = 10.171
23 K, — 10.384
24 K, = 10.613
25 K, = 10.765
26 K, = 10.833

Dans ce dernier cas, la réserve mathématique, comme il est aigé
de s’en agsurer, est nulle pour toutes les valeurs de k. Or, ¢i en lieu et
place de ces capitaux croissants on suppose des capitaux constants,
tous égaux a fr. 10.000, les capitaux assurés étant alors inférieurs &
ceux du cas limite, notre théoréme permet d’affirmer que la réserve
mathématique sera négatwe partout; c’est ce qui a lieu en effet. Loin
done que ce cas singulier présente une anomalie il ne fait que con-
firmer notre théorie générale.

Chapitre III.

Application aux assurances d’annuités.

Les assurances d’annuités, avons-nous dit, peuvent étre assi-
milées & des assurances de capitaux dont les capitaux successifs auraient
les valeurs as;, a7z -+ agp 0. Examinons d'un peu plus prés
cette affirmation:

Au déces de 'assuré l'assurance d’annuités se transforme en rente
certatne. Si le décés survient la premiére année, l'agsureur devra
verser 1 franc pendant n—1 années; la valeur actuelle de ces n—1
paiements est as—. Au point de vue technique il est indifférent que
Pagsureur verse une seule fois a;-r francs ou échelonne cette somme
sur n—1 années & raison de 1 franc par année. On peut donc bien
considérer ces montants az, azm ... atp 0 comme autant de
capitaux asgsurés. Il est intéressant pourtant de donner de cette
proposition une preuve technique. Comptons & cet effet la valeur
actuelle de l'agsurance d’annuités comme §’il s’agissait de la prime
unique d’une agsurance temporaire déeroissante de » années. On
aura ici:
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Ki=a;7 Ky=am... K.i=1 K =0
On peut poser dés lors:
D, Ha=KC+KC+...+K,C,,,, ou
D, H,5 = a5 C, + 2351 ot + a1 Crpn OU

D'-E H.’L’_’.'_i—l == aff—-l—[ (‘U D;r:—'— D;r:f}-l) + anTz| (U D:r-H - D:c-l-2) + e
.+ @D, o—D,,,,) ou encore

D-’L‘ Ha“m == 'Uar“ D:B + vaﬁ] DCL"I'[ + e + an:—Hz—Q S
_ (anle Dx-i—l + aﬁzﬂ D:v-}-z B w4 Da:-}-ﬂ—l)

Utilisant ic1 la formule auxiliaire ay = 1 + va;p, mise sous la
forme a;—1 = V) 1l vient:

D.l: I_Ix:m — (aﬂ _1) DJ: r3 (a}:ﬂ_— 1) Dx-H + .+ (a”ﬂ— 1) Dx-!-"‘!-2+
-+ (a-ﬂ — 1) D:c~|—n-l — (am DwH + d7g) Da:+2 = g T Dw-i—n—l)

ou simplement:
D;I‘ H:Lﬂ - a"ﬁl DJ: _ (Da: + Dz-}—[ —I_ o o + Dm.|...”_.1) d’ott
H.7=an— aum

On retrouve la formule ordinaire. L’assimilation de 'assurance
d’annuités & 'assurance temporaire décroissante de durée n est done
parfaite. Nous sommes dés lors en possession d’'une méthode d’in-
vestigation aussi simple que féconde. Dans l’assurance d’annuités
le signe de la réserve mathématique se déduira de la comparaison
des rapports g, et A,. On aura ici:

. Ifk . a;,:ﬂ ot

O = ==

k
/lk — gz+ )
u Ky A | Qi1

Dans les cas «simples» si g, > 4, les réserves mathématiques seront
négatives; elles seront positives si g, << 4,. Ces deux sortes de rap-
ports, remarquons-le, sont totalement différents; ils n’ont entre eux
rien de commun. Force est donc de faire le calcul dans chaque cas
particulier; mais pour une table donnée, MWI par exemple, il sera
facile de caleuler & I'avance tous les rapports A,; pour un taux tech-
nique donné il sera aisé de préparer la tabelle des divers rapports
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o, utilisables. Un simple coup d’ceil jeté sur ces tabelles renseignera
sur 'allure de la réserve de l'agsurance d’annuités. Pour nous en
convaincre reprenons les exemples numériques traités précédemment.

Exemple 1. Assurance d’annuités de 1.000 francs.
z =230, n=25  table MWI 81 9%,

On a les rapports suivants (il n’est pas nécessaire de faire lo calcul
pour toutes les valeurs de k):

0, = 2 _ 1,098 = B 1009
dag| VEN

o1 = 2B — 1.085 hag = 40 _ 1,038
Ay (39

0n = 21 — 1,966 hag = 22 = 1,068
a'” QS2

Comme on a partout g, > 1, les réserves mathématiques seront
toutes mégatives (voir page 85).

Baemple 2: 2 =7T0, n =20, B =1000, table MWI 313 %,.
On a ici:

k Valeurs de g, Valeurs de 4,

1 1,040 1,080) o, << 4,

4 1,050 1,079 Réserves positives
8 1,074 1,075

4] 1,082 1,075

10 1,093 1,091 o, > 4,

15 1,229 1,052 Réserves négatives
18 1,966 1,019

Il s’agit d’un cas complexe. Notre théoréme ne peut s’appliquer
qu'avec prudence. S’il n’indique pas le signe de chaque réserve —
par exemple pour k =8 —, il renseigne pourtant exactement sur
Iallure générale de la réserve mathématique.
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