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Gruppenweise Reserverechnung
bei Verwendung von Selektions- und
Dekremententafeln.

Von Walter Bérlin, Basel.

Einleitung.

Eine der wichtigsten Arbeiten, die in der Lebensversicherungs-
praxis dem Mathematiker obliegen, ist die Berechnung des Deckungs-
kapitals fir Bilanzzwecke.

Aus der Fiille der Probleme, die sich dabei stellen konnen, greifen
wir dasg folgende heraus: Zur Verminderung der Kosten, welche die
Erstellung einer Bilanz mit sich bringt, werden Verfahren gesucht,
die gestatten, den Versicherungsbestand derart aufzuteilen, dass
jeder Teilbestand als Kinzelversicherung betrachtet werden kann.
Demzufolge ist das Deckungskapital des ganzen Bestandes gleich der
Summe der Deckungskapitalien dieser kiinstlich gebildeten Einzel-
versicherungen. Solche Verfahren heissen Gruppenmethoden.

Hs gelang nun bisher, praktisch brauchbare Gruppenmethoden
nur dann zu entwickeln, wenn als Rechnungsgrundlage eine Aggregat-
oder eine Kompakttafel vorausgesetzt wurde, nicht aber bei Verwen-
dung von Selektions- und Dekremententafeln. Die Abhingigkeit
der Rechnungsgrossen vom Eintrittsalter und der seit dem Versiche-
rungsbeginn verflossenen Zeit fithrte in letzterem Falle stets zu einer
so grossen Zahl von Teilbestéinden, dass die Gruppenrechnung nahezu
illusorisch wurde, d. h. fast gleich viel Arbeit wie die Finzelrechnung
erforderte.

Wir wollen nun zeigen, dass es moglich ist, diese Vermehrung der
Teilbestinde, kurz Gruppen genannt, zu vermeiden. Das gelingt uns
dadurch, dass wir einige spezielle Annahmen tiber die Konstruktion
der Selektionssterbetafel treffen. Die IFolge davon ist, dass simtliche
Grossen, die aus der Selektionssterbetafel abgeleitet werden koénnen,
ausschliesslich mit Hilfe von Werten aus der Schlusstafel darstellbar
sind. Die so erhaltenen, neuen Grossen gestatten eine ebenso einfache
gruppenweise Reserverechnung, wie wenn wir eine Aggregattafel als
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Rechnungsgrundlage beniitzen wiirden und dann die Methode von
folate]
Jecklin anwendeten.
Wir fithren unsere Untersuchungen fiir die Bestimmung derjenigen
3 g Jenig
Reserve durch, die zum Dividendenplan der steigenden Dividende
gehort, weil dieses Beispiel mehrere andere als Spezialfille enthilt.
Schliesslich sei noch bemerkt, dass unsere Formeln im allgemeinen
fir Selektions- und Dekremententafeln gelten; auf allfillice Finschrian-
o
kungen wird jeweils ausdriicklich hingewiesen werden.

1. Kapitel.

Die Ermittilung der Dividendenreserve mittels Einzel-
rechnung und bekannter Gruppenmethoden.

Ausgangspunkt der Betrachtungen des ersten Kapitels ist der
Dividendenplan; hierauf stellen wir die Formeln der individuellen
Dividendenreserve auf. Schliesslich wenden wir uns den bekannten
Gruppenmethoden zu, um zu zeigen, dass keine von ihnen ohne irgend-
einen Vorbehalt zur gruppenweisen Berechnung der Dividenden-
reserve geeignet ist, dass also neue Wege beschritten werden miissen.

§ 1.
Der Dividendenplan.

Wir gehen von der gemischten Versicherung aus und fithren zu
ithrer Beschreibung folgende Symbole ein: Wir bezeichnen mit

i das Eintrittsalter,
die Prémienzahlungs- und die Versicherungsdauer,

K das versicherte Kapital,

Iy die dem Kapital K entsprechende Bruttoprimie,

t die seit dem Versicherungsbeginn verflossene Zeit,

11 diejenige von ¢ unabhingige Grosse, die zur Bemessung
der Dividende dient; z. B. ist I7 gleich der Bruttoprimie
gy

w die Wartezeit, die vom Versicherungsbeginn bis zur Aus-

richtung der ersten Dividende verstreicht,
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¢, und e, die Dividendensitze, und zwar mit

&, den Anfangssatz, mit

€z den Steigerungssatz,

&, die bei Filligkeit der tten Prémie fiir /7 =1 auszuschiit-
tende Dividende:
g, = tir t< w41

e, =& + & (—w—1) fiur v > w -+ 1,

m die Selektionsperiode, die grosser als die Wartezeit w
und kleiner als die Versicherungsdauer n sei; es gelte also
die Ungleichung

D<w<< m< n.

Schliesslich setzen wir noch voraus, dass die Dividende wihrend der
ganzen Vertragsdauer steige. Sie werde also nicht in dem Sinne be-
grenzt, dass sie, wie das in der Praxis hiufig der Fall ist, hochstens
gleich der Bruttoprémie I7},..; ist.

Um zu diesem Plan die Dividendenreserve berechnen zu kénnen,
denken wir uns wie Béhmer die Primie I7}, 5, derart konstruiert,
dass sie sich in zwei Teile zerlegen lisst, wovon der eine, die ausreichende
Primie, zur Deckung der garantierten Versicherungsleistungen und
aller Verwaltungskosten dient, wihrend aus dem andern die Divi-
dendenanspriiche befriedigt werden sollen [1]1), S.105. Letzterem
geben wir die Gestalt einer jéahrlichen, gleichbleibenden Nettopriamie
fiir eine nach w Jahren mit ¢, /7 beginnende, jihrlich um e, /7 steigende
temporére Leibrente:

17 €1 'w|a[:2:]: n-w| ~Jr &y w+1|(1a)[m];hju§—T\

T =
A 2]

Nach dieser grundlegenden Beschreibung des Dividendenplans
und der Herleitung der Dividendenprimie 7.5, die wir im folgenden
kurz mit & bezeichnen werden, gehen wir zur Bestimmung der indi-
viduellen Dividendenreserve iiber.

1) Zahlen in eckiger Klammer [] bezeichnen die betreffende Nummer im
Literaturverzeichnis.
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§ 2.
Herleitung der individuellen Dividendenreserve.

Wie die individuelle Primienreserve in der Lebensversicherung,
g0 kann auch die individuelle Dividendenreserve sowohl prospektiv
als auch retrospektiv ermittelt werden.

Wir zerlegen zuniichst die Versicherungsdauer » in die Abschnitte

0<t<w
w <t<m
m<t<n

und erhalten daher zu jeder Methode drei Reserveformeln. Nach der
prospektiven Methode ist fiir

0 <t <w
I7 T wa]
1O = {31 w] AL+ tiat] T 2wt ( a)[sc]+t;n-_t|}5“‘—n Algy+tn-t]
[a]+¢
DW
(1) O = T Amm T gttt
[z]+¢

fir w <t <m
@ o= \& At T & (a) g4 timmryt — Ala)+t:in1|
und far m <t <n
(3) 101 = I {Ez Aptiit T & (Ia)x+£:n-_£i]! 7 Ay pint|-
Nach der retrospektiven Methode ist fiir
o<t <w

N,
( 4) U =mx [2] ,
t V[x] D[ZJ i

m I\T[:E] + ¢

fir w <t <<m

N[a:]—N[x]+t MH(81—82) N[xj+w+SQ(S[z]+w_S[a:]+t)_etN[E]_:l—_t

5 =

[x]+¢ D[w]+t



und fir m <t <n

Nig—Nay I (61—&3) Ny F8 (S[a:]+w_sa:+t)_8tN:c+i.
D-’IJ-H Der-t

(6) tv[x] =k

Frl. Piccard schlug zur Berechnung dieser Dividendenreserve
einen andern Weg ein [2]. Sie berechnete sie als Differenz zwischen
der auf Grundlage zweiter Ordnung ermittelten «notwendigen» Re-
serve J5; und der auf Grundlage erster Ordnung erhaltenen Netto-
reserve V.

Wir geben ihre fur uns wichtigen Formeln mit Ausnahme der
Symbole V5 und P4 in unserer Bezeichnungsweise wieder. Wir
haben dabei auch zwei Versehen korrigiert, welche die Formeln fiir
V, und Pp5 betreffen; vgl. 8. 276 ff. der Arbeit von Frl. Piccard.
Der aufmerksame Leser wird dort noch mehr, an sich unbedeutende
Ungenauigkeiten finden.

Beim obigen Plan der steigenden Dividende lauten die Formeln

von Frl. Piccard nach der prospektiven Methode:

Fuar 0<t<w

D

v ) [x]

(7) J/[i] = ILA[I]-H:n—u Pl] 7] Bl T () w8 = D
[:r]+t

WO

. o
P[x]:n_| = (1—18) H[a:]:w_z]_K P -+ Y
[z]:n]

ist und «, B, y in gewohnter Weise die Abschluss-, Inkasso- und Ver-
waltungskosten fiir das Kapital 1, bzw. die Bruttoprdmie 1 bedeuten.
Fiir w<t<m 1st
(8) :V[z] — KA[:»]Hm——u— [Z]:m Ala]+ 10t

+ (1—:8) I {St a[:c]{-t:m _E'" &y (Ia)[sc]-f-t:n——ﬂ}
und fiir m<t<n
(9) fV[Z] = I{Am%-lzm_lj[;]:m am-i—t:n——!—l

( _ﬁ) {Et Tt =1 | + €y (Ia)z+t i}‘

5



Die Nettoreserve hat fiir

die Gestalt
(10) V= KA:c+t:-rTu—KPx:m Ayttt

x

Die Formeln nach der retrospektiven Methode sind folgende:

Far I<t<w
o _ oo N Nwer o Myg— My,
(11) tV[a:] — “[z):n] D K D ’
[a]+¢ [z]+¢
tir w<t<m
N..—N M. .—M
(12) tV[z] _ R;]:FI [z] IR ran [z]+1
Diyyso Dy

) N[a:]-{—w + €y (6'[x]+w_‘s[z]+t) & N[x]+¢

(e;—ey
——p T
Dpy

fur m<t<n

Nig—Nooi My—M,,

(18) Wy = By et e
o . Dz+t Dz+t
_(1—_‘8) H (81—"82) N[z]—HU _|_ 82 (S[a:]-&wﬁ_sx+t)_8t Nx-H;
Dx—i-i
fiir 0<t<n

(14) W =KE %

Die Dividendenreserve ,0p, = ,Vij;—,V, nimmt also bei der prospek-
tiven Methode, wenn ¢ von 0 bis » liuft, die Werte (7)—(10), (8)—(10)
und (9)—(10) an. Entsprechendes gilt bei der retrospektiven Methode.

Die Gleichungen (7) und (8) und (11) bis (18) von Frl. Piccard ent-
halten formal die unsrigen, (1) bis (6). Der Ubergang ergibt sich durch
die Setzungen:
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Agsiin = Apyry = 0,

B = 7
B=0
und M[SL‘] T M[m]—l—t _ Mac __ Mm+t _
D[ac]+t D,

Da Frl. Piccard ebenfalls Gruppenmethoden untersuchte, kommen
wir noch mehrmals auf ihre Arbeit zuriick, wobei wir Gelegenheit
haben werden, einige ihrer Schlussfolgerungen zu prizisieren.

§ 3.
Ubersicht iiber die bekannten Gruppenmethoden.

Wir geben in diesem Paragraphen einen kurzen Abriss itber das
Wesen aller bisher entwickelten Gruppenmethoden, um schliesslich
diejenigen angeben zu konnen, die zur Losung unserer Aufgabe in
Frage kommen.

Da wir stets mit Selektions- oder mit Dekremententafeln rechnen,
scheint es auf den ersten Blick nur notig, solche Gruppenmethoden zu
betrachten, bei welchen eine Selektions- oder eine Dekremententafel
vorausgesetzt wird. Das wire richtig, wenn diese Methoden prinzipiell
anders wéren als diejenigen, denen eine Aggregattatel zu Grunde liegt.
Dem ist aber nicht so: es ¢ind bloss Verallgemeinerungen der letzteren.

1. Gruppenmethoden, bei welchen eine Aggregat- oder eine
Kompakttafel vorausgesetzt wird.

a) Allgemeine Ausfithrungen.

Wir sagten zu Beginn dieser Arbeit, dass die Einfithrung von
Gruppenmethoden in die Technik des Lebensversicherungsbetriebes
den Zweck habe, die Berechnung der Deckungskapitalien zu verein-
fachen. Es ist aber keineswegs selbstverstéindlich, dass es iiberhaupt
brauchbare Gruppenmethoden gibt; in diesem Falle miissten wir
eben die Reserve fir jeden einzelnen Versicherungsvertrag berechnen
und dann diese Einzelreserven addieren, um die Reserve des ganzen
Bestandes zu erhalten. Dies wiire das eine Extrem; das andere be-
stinde darin, dass zum vornherein der gesamte Bestand als eine Einzel-
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versicherung betrachtet werden konnte, also eine Gruppierung iber-
fliissig wére.

Es wurden im Laufe der Zeit, besonders in England um die Jahr-
hundertwende, sehr viele Gruppenmethoden entwickelt. — Lochhead
stellte die bis 1932 bekannten Methoden mit Angabe der Original-
arbeiten zusammen [3]. — Die Verfasser gingen teils von arith-
metischen Uberlegungen aus, teils wurden sie von der graphischen
Darstellung der Reserve zu ihren Untersuchungen angeregt, teils
leiteten sie ihre Methoden einzig und allein aus Usanzen der Praxis ab.
Die wichtigsten Beispiele der erstgenannten Art sind die Methoden
von Altenburger oder Karup und die Lidstonesche Z-Methode. Tis
herrscht Unklarheit dartiber, wem die ersterwidhnte Methode zuzu-
schreiben ist. Wir nennen sie, auf Grund der uns zugénglich gewesenen
Originalarbeiten, Methode von Karup; weitere Ausfithrungen hierzu
sind bei Berger zu finden [4], S. 93. Zum zweiten Typus zéhlen wir
die vielen Versuche bei der gemischten Versicherung ,V,, 4,.,. .7
und a,., ..~ durch Polynome zu approximieren, um mit Hilfe von
Formeln aus der Summen- und Differenzenrechnung die Gruppen-
reserve zu ermitteln. Hlderton verwendete zur Begriindung seiner
Methode die Tatsache, dass die meisten gemischten Versicherungen
auf das 60. Altersjahr abgeschlossen werden [3], S.56. Sein Ver-
fahren gehort daher zur dritten Gattung. Hiezu gehort auch die

von Grieshaber beschriebene Art der Reserverechnung bei Pensions-
kassen [5], S.61.

In neuerer Zeit schuf Smolensky die sogenannte Kompakttafel,
die aus den nach dem FEintrittsalter und nach der verflossenen Zeit
geordneten Beobachtungen durch Vernachldssigung des Alters ent-
steht [6], S. 235. Mit Hilfe der Kompakttafel ist es moglich, Gruppen
gleichen Akquisitionsjahres zu bilden. Solche Gruppen stellen ge-
schlossene Gesamtheiten dar, was z. B. fiir Untersuchungen, die den
Aussendienst betreffen, von grossem Nutzen ist.

Anschliessend an seine Kritik der Smolenskyschen Methode zeigte
Jecklin, dass die Reserverechnung nach Gruppen gleicher vertlogsener
Zeit t auch bei Verwendung von Aggregattafeln durchgefiithrt werden
kann [7], [8], [9]. Die Gruppierung nach ¢ setzt also nicht mehr vor-
aus, dass die Reserverechnung auf Grund einer Kompakttafel zu er-
folgen hat.
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b) Die Methoden von Ladstone und Jecklin.

Wir werden uns im Laufe dieser Untersuchungen immer wieder
auf diese beiden Methoden stiitzen; es ist deshalb angebracht, sie
etwas eingehender zu betrachten.

Die Z-Methode Lidstones ist in der Praxis sehr verbreitet; sie
ist in den Lehrbiichern und in zahlreichen Spezialabhandlungen auf
das genaueste untersucht worden. Es gentigt also, hier nur die Resul-
tate zusammenzustellen. Der Hinfachheit halber nehmen wir eine
nach Makeham ausgeglichene Aggregattafel als Rechnungsgrundlage
an, obwohl Lanoix gezeigt hat, dass dies nicht unbedingt erforderlich
ist [11]. Ferner setzen wir voraus, dass die Sterbefille am Ende des
Jahres erfolgen.

In der prospektiven Darstellung der Reserve der gemischten Ver-
sicherung,

V=K {Axﬂ:ﬁ_—ﬂ“" P'VTJ axﬂ:n‘tl}

x:

= K {1 ~— Byt T B az+t:"ﬁ——}

z:im| [J2

entwickeln wir den tempordren Rentenbarwert in eine unendliche
Rethe. Es ist

(15) - W (—D*A, (n—t-1) ¢*

Zo

; n-t-1
WO A, (n—-t-1) c’t

=0
) 1
mit y = In —
]

ist. Dabei sind ¢, ¢ und s die Parameter der Makehamschen Funktion
und v der Diskontierungsfaktor. Aus den Untersuchungen von Lanoix
und anderen geht hervor, dass, wenn wir diese Reihe schon nach dem
zweiten Glied abbrechen, ein fiir die Praxis bedeutungsloser Fehler
entsteht [11], S.50. Alle Versicherungen gleicher restlicher Dauer
n—1 bilden je eine Gruppe.

Weniger bekannt, fiir uns aber noch wichtiger, ist die Methode
von Jecklin; siehe vor allem die Arbeit [9]. Wieder sei die Aggregat-
tafel nach Makeham ausgeglichen. Nun aber schreiben wir den Aus-
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druck fiir die Reserve der gemischten Versicherung im Gegensatz zu
oben in der retrospektiven Form:

V. =K [lN‘”H Not. P My — M)
T+ Da:.-{—t J
und wegen
Ma:+t = Da:-H — Ncc+t
1st

NN . e
V=Kt p o —I—l—i—duﬂ,
])Z_E—t z:n

Wir entwickeln

N,—N,., D

D

Doy & D &
¢
— (’US)_F et (e77-1)
=1
! 2
=D (9" {1 — L (1) 4 o (1R
=1
{ " t
= Z (vs)™" — 11 c Z (vs)™ (¢"—1)
=1 =1
'V2 t
ST N COMCES
=1
N,—N -
(16) —e et N (1) B, (1) 6,
Da:-f—t ;Z:o }



) ¢

WO B, () = —:—' ¢ Z (vs)™ (c7™—1)

=1

18t. Auf gleiche Weise erhalten wir die Reihe

2 S e

2

WO €. = m ¢ {(vs)™ (7' —1)")

(17)

ist. Beziiglich des Naherungsfehlers, der entsteht, wenn wir wieder
die Reithen nach dem zweiten Glied abbrechen, sehen wir ohne Miihe
ein, dass er sich ungefahr in den gleichen Grenzen wie bei der
Z-Methode bewegt. Gruppiert wird bei Jecklin nach ¢; wir sprechen
deshalb auch von der t-Methode.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Gruppenmethoden ist
aber noch enger: Bekanntlich wird das Lidstonesche Bilanzalter & aus

(18) T TR e TR

ermittelt, wo das Kapital K als Funktion von x betrachtet wird.

2 ohne Summationsindex kommt nur in Verbindung mit der gruppen-
K

weisen Reserverechnung vor und bedeutet eine Abkiirzung fﬁrZ‘ B (m)s
i—1

wo k die Anzahl der in einer Gruppe vereinigten Versicherungen ist.

Multiplizieren wir in (18) beide Seiten mit ¢™, so stellt in

(19) G EK = XK ¢

& — 1t das mittlere Eintrittsalter der Gruppe dar, und rechts erhalten
wir die Summe der Jecklinschen Hilfszahlen.

2. Gruppenmethoden, bei welchen eine Selektions- oder eine
Dekremententafel vorausgesetzt wird.

Wir nehmen Bezug auf eine Arbeit von Riem [12]. Unter Ver-
wendung der «British Offices Life Tables 1893» O™ und O™, und der
aus den Krfahrungen von 23 Lebensversicherungs-Gesellschatten ab-
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geleiteten «Deutschen Sterblichkeits-Tafeln» DM * "I ynd D * W1
wird dort durch numerische Beispiele folgendes bewiesen: Wenn
wir die Reserve fiir eine gemischte Versicherung nach einer Aggre-
gat- und nach einer Selektionssterbetafel berechnen — welchen das
gleiche Beobachtungsmaterial zu Grunde liegt —, so 1st der absolute
Betrag des Unterschiedes zwischen den beiden Reserven ziemlich
klein. Auch bei anderen Versicherungsformen verhilt es sich so.
Es kommen also hier nur Methoden in Betracht, bei welchen die Diffe-
renz zwischen der Kinzelrechnung und der gruppenweisen Reserve-
rechnung &dusserst gering ist, andernfalls wiirden ja die Feinheiten
der Selektionssterbetafel zerstort. Da die gesuchten Methoden, wie
wir erkannt haben, aufs engste mit den unter 1. besprochenen zu-
sammenhéngen, miissen wir dort Umschau halten. Das Ergebnis ist
folgendes: Zum Ausbau auf Selektionssterbetafeln eignen sich nur die
Methoden von Karup, Lidstone und Jecklin. Kénnen wir jetzt schon
sagen, welche von diesen den beiden andern vorzuziehen ist ?

Wenn wir die Einzelreserve in der prospektiven Form darstellen,
so konnen Schwierigkeiten bei der Berechnung der Gruppenreserve
nur wihrend der Selektionsperiode, d. h. fiir ¢ << m auftreten; denn
nach Ablauf der Selektionsperiode hat unsere Formel (3) die gleiche
(estalt, wie wenn wir mit einer Aggregattafel rechnen wiirden. Fiir
diesen Fall, also fiir m <t < mn, kénnen wir aber die Methoden von
Karup und Lidstone anwenden. Bei den retrospektiven Darstellungen,
Formeln (4) bis (6), gibt es keine derartige Vereinfachung, auch nicht
fir t<< m. Wir vermuten daher, dass die Verallgemeinerung einer
auf der prospektiven FEinzelreserve basierenden Gruppenmethode
leichter moglich sei, als wenn wir von der entsprechenden retrospek-
tiven Formel ausgehen. Es trifft aber, wie wir noch sehen werden,
das Gegenteil zu.

Unseres Wissens haben sich nur drei Autoren zu diesen kompli-
zierten Gruppenmethoden prizise gedussert: Dickmann, Frl. Piceard
und Jecklin [13], [2], [9]. Wir wollen damit sagen, dass einzig diese
die Ergebnisse ihrer Untersuchungen in die Form eines Theorems
kleiden, wihrend andere nur das Fehlen befriedigender Lisungen
konstatieren [3], S. 63.

Dickmann entwickelte seine Methode fiir die gemischte Ver-
sicherung. In der Arbeit von Frl. Piccard wird sie fiir die dort behan-
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delte «notwendige» Reserve ebenfalls angegeben, allerdings ohne dass
dabeil Dickmann zitiert wird [2], S. 299. Es handelt sich um folgendes:
Dickmann gruppiert bei Verwendung der Selektionssterbetafel zuerst
nach dem Iintrittsalter und innerhalb jeder solchen Gruppe noch
nach der verflossenen Zeit. Die Reserve dieser Untergruppen kann
nach der Methode Karups berechnet werden. Bei der Methode Karups
werden alle Versicherungen mit gleichem Bilanzalter 2 = z ¢ in
einer Gruppe vereinigt. Die Reserve einer Gruppe z-jihriger Personen,
die alle eine gemischte Versicherung abgeschlossen haben, berechnet
sich dann bekanntlich wie folgt:

LV, =2KA, 55X KBC:W] Ayttt

1
=4, 5 K—a, S KBg+ —Zh,

zZ

WO

ist. Die Aufgabe ist dadurch wohl gelost; es ist aber eine doppelte
Gruppierung vorzunehmen, wobei die Anzahl der Gruppen sehr gross
wird. Nehmen wir beispielsweise an, die Fintritte erfolgten in den
Altern 21 bis 45 und die langste Versicherungsdauer betrage 30 Jahre,
dann liefert die Methode Dickmanns big zu 25 - 30 = 750 Gruppen.
Iis ist daher begreiflich, wenn ihr in der Praxis kein Erfolg beschieden
war. Im gleichen Fall gibt es némlich bei der Methode von Karup
hochstens 45 + 30 — 20 = 55 Gruppen.

Zur Anwendbarkeit der Z-Methode bei Selektionssterbetafeln
erklart Frl. Piccard: Lidstones Methode ist erst fur ¢ > m brauchbar,
fiir << m 1st nur Einzelrechnung méglich [2], S. 312. Wir werden
aber im néchsten Kapitel, 5. 74—75, ein praktisch sinnvolles Gegen-
beispiel geben fiir w < t << m, sodass die Behauptung von Frl. Piccard
nur noch fir 0 <¢<< w richtig ist.

Jecklin betont mehrmals, dass seine Methode auch fiir Selektions-
sterbetafeln anwendbar sei [8], S. 335, [9], 5. 21 und 8. 26. Kr gibt
ein Beispiel fiir die O ™-Tafel, wobei er aber das mittlere Eintritts-
XK qp,

———— berechnet [8]. In einer weiteren
XK -

alter &—t aus Qs =
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Arbeit behandelt Jecklin nur q,, nicht aber qy,; er zeigt dort, dass bei
Tafeln, die nach Makeham ausgeglichen sind, g, g, und ¢* fir die
Mittelbildung praktisch gleichwertig sind, und verlangt ganz allgemein,
dass die ¢, in dem zur Mittelbildung herangezogenen Tafelabschnitt
monoton wachsen [10], 8.279. Obwohl wir {iiberzeugt sind, dass
Jecklins Methode bei Verwendung von Selektionssterbetafeln praktisch
immer befriedigende Resultate gibt, scheint es uns vom theoretischen
Standpunkt aus wiinschenswert, dieses Verhalten auch mathematisch
zu untersuchen. Wir werden uns mit diesem Problem ausfithrlich
befassen.

Schliesslich noch einige Worte zu dem sehr schwierigen Thema:
Gruppenmethoden, wenn eine Dekremententafel vorausgesetzt wird.
Hieriiber ist uns nur die Ansicht von Frl. Piccard bekannt; sie lautet:

Wenn wir mit einer dreifach abgestuften Dekremententafel — Ab-
stufung nach dem FEintrittsalter, der Versicherungsdauer und der
verflogsenen Zeit — rechnen wollen, so versagen Karups und Lid-

stones Methode vollkommen, d. h. sie lassen sich nicht verallgemeinern.
Es ist nur Hinzelrechnung mdoglich [2], S.301 und S.313. Wir
stimmen dieser Aussage bei. Weitere Austithrungen iiber diese kom-
plizierten Gruppenmethoden erfolgen am Schluss des dritten Kapitels.

Von den drei Methoden, die wir im zweiten Teil dieses Paragraphen
betrachteten, scheiden wir nun diejenige von Dickmann als praktisch
unbrauchbar aus. Im néchsten Kapitel wird also nur noch von den
Methoden Lidstones und Jeckling die Rede sein.

II. Kapitel.

Die Methoden von Lidstone und Jecklin bei Verwendung
einer Selektionssterbetafel.

Bevor wir den Versuch unternehmen, die 7Z-Methode und die
t-Methode auf Selektionssterbetafeln auszudehnen, machen wir in
§ 1 Angaben iiber die Konstruktion der zu verwendenden Selektions-
sterbetafel. Hierauf verallgemeinern wir die Rethen (15) bis (17),
damit wir sie bei Anwendung der Lidstoneschen Methode in die For-
meln (1) bis (8) und bei Jeckling Methode in die Formeln (4) bis (6)
einsetzen konnen.
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§ 1.
Die Wahl der Selektionssterbetafel.

Ganz allgemein stellen wir folgende Uberlegung an: Weil das
Makehamsche Gesetz einen tieferen Einblick in die Struktur der Aggre-
gattafeln und der daraus abgeleiteten Rentenbarwerte gewéhrt, liegt
die Vermutung nahe, dass auch Selektionssterbetafeln nach einem
mit dem Makehamschen Gesetz verwandten analytischen Ausdruck
ausgeglichen werden kénnen. Vielleicht gelingt es dann, die Ergebnisse
von Frl. Piccard zu erweitern und Jecklins t-Methode auch fir Selek-
tionssterbetafeln mathematisch zu fundieren.

Solehe Uberlebensordnungen gibt es schon lange. Am Schluss
einer hollindisch geschriebenen Arbeit sagt Van der Hoek, dass Po-
terin du Motel der erste gewesen sei, der dieses Problem studiert
habe; siehe [14], S. 80 und [15]. Van der Hoek zitiert noch andere
Autoren und Formeln; unter andern G. F. Hardy und die Ausgleichung
der O™M1Tafel. .

Diese Formeln fanden unseres Wissens noch keine Anwendung
in der Reserverechnung, zum mindesten nicht zur Bestimmung der
Reserve einer Versicherung mit verdnderlichen Leistungen im Sinne
unserer « Dividendenversicherung».

Fbenso wie sich das Makehamsche (Gesetz nur zur Beschreibung
der Sterblichkeit bei den Erwachsenen eignet, trifft das fiir die nach-
stehend definierte Absterbeordnung zu:

Es gelte wihrend der Selektionsperiode m
M+t = A (t’ m) + B (t) m) s
(20) und fir ¢ > m das Makehamsche Gesetz

_ D i
Uppy = A 4+ Be™™.

Ferner se1 fir alle z und ¢

a) fy < P
(21) b) iz < Ui+t
C) ‘l’t[.’l:]—}—f \(‘Q JLLQ,_}_{ ’
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wobei Gleichheit in «) und b) nur fiir t = 0, in ¢) nur fir { = m ein-
treten moge. Hierzu sind noch folgende Erlduterungen notig:

1. Die Funktionen 4 ({, m) und B (¢, m) sollen wie p,,, und p,,,
integrierbar und differenzierbar sein. Sie diirfen, solange dabei die
Bedingungen (21) erfiillt sind, positive und negative Werte an-
nehmen, monotone oder nicht monotone Funktionen sein.

2. Es se1

1
A(mm=4=1In— und
&
(22)

1
B (m,m)=B=Incln—,
9

wodurch fiir alle aus (20) ableitbaren Funktionen der glatte — bei
graphischen Darstellungen keine Ecke erzeugende — Ubergang vom
Selektionsabschnitt in die Schlusstafel gewéhrleistet wird.

3. Die Bedingungen (21) bewirken, dass simtliche Schnitte durch die
Flache M (z, t) = ppq,, die parallel zur z M-Ebene oder zur
t M-Ebene gefithrt werden, monoton steigende Kurven ergeben.

Fiir unsere Zwecke eignet sich statt der Form (20) die folgende,
dazu dquivalente, besser.

BEs gelte wihrend der Selektionsperiode:
vt = foqy H (6, m) 4 I (t, m)

(23) und fiir ¢ > m sei wie oben
Mgy = A T B,

Der Zusammenhang mit (20) ergibt sich durch die Setzungen
A@,m)=A4AH (t,m)+ 1 m)

(24) und

B (t, m) = B H (t, m).



Die Funktionen H (¢, m) und I (t, m) sollen ebenfalls die unter 1.
genannten Bedingungen erfiillen. Unter Beriicksichtigung von (22)
folgt aus (24)

H (m, m) =1 und I (m, m) = 0.

Wenn wir in Zukunft die Wendung gebrauchen: «vorausgesetzt wird
eine nach (23) ausgeglichene Tafel», so diirfen wir also immer (23)
durch (20) ersetzen; denn wir haben die Bedingungen (21) nicht ge-
andert.

Die theoretisch grosse Klasse von Funktionen 4 (¢, m), B (t, m);
H (t,m), I(t, m), welche die angefithrten Forderungen befriedigen,
existiert in der Praxis nicht. An Hand der Tafeln OV O] ynd der
norwegischen Leibrententafel « Norske aktuarer 1918», stellen wir fest,
dass alle vier positiv sind, 4 (¢, m) und B (f, m) monoton wachsen,
H (t, m) und I (t, m) dagegen monoton abnehmen. Die numerischen
Werte -dieser Funktionen haben wir auf Seite 94—95 zusammen-
gestellt, wo sich noch andere Beispiele zu den nachfolgenden Unter-
suchungen befinden. Die soeben genannte norwegische Tafel, die wir
noch ofters unter Verwendung der dafiir vom norwegischen Aufsichts-
amt eingefithrten Abkiirzung N. akt. 1918 erwihnen werden, ist mit
der vom «Norske Livsforsikringsselskapers Statistiske Kontor» ver-
offentlichten « Beregningsgrundlag for Livrenter 1920» identisch 1).

Die nach (23) ausgeglichenen Tafeln haben eine fiir unsere Zwecke
sehr wichtige Kigenschaft: sie verhalten sich im Selektions- und im
Schlusstafelabschnitt bei der Mittelbildung nach Lidstone oder nach
Jecklin wie eine nach Makeham ausgeglichene Aggregattafel. Is ist
niamlich

{ue Ht,m) + 1, m)} TK = S K {p,,, H(t, m) + 1(t, m)),
d. k. pp 2 o= 8K ..,
und wie Seite 63 (18) ¢F"! T K = X K ¢**,
bzw. (19) ¢ TIK =3XKCd
1) Diese Bemerkung, wie auch die meisten Angaben, die ich noch iiber

die Tafel N. akt. 1918 machen werde, verdanke ich zwei freundlichen Mittei-
lungen des Herrn F. Borch.
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§ 2.
YVerallgemeinerte Reihenentwicklungen.

Die grosse praktische Bedeutung der Z- und der t-Methode beruht
auf der Tatsache, dass sie fir die Darstellung der Hinzelreserve fiir
die gemischte Versicherung, und damit auch fiir die Gruppenreserve,
die Reithenentwicklungen (15) bis (17) gestatten. Wir halten in unsern
Formeln (1) bis (6) Nachschau, ob das dort ebenfalls moglich ist.
Wir erkennen sogleich, dass wir verallgemeinerte Reihenentwick-
lungen bendtigen.

Wir gehen folgendermassen vor: Zuerst integrieren wir gy .,
dann setzen wir [, in die erforderlichen Ausdriicke em, und
schliesslich fithren wir die Reihenentwicklung aus.

Wir integrieren gup,,,, das wir in der Form (23) annehmen, wie
folgt:

m m m
/M[m]w dt = f‘uxﬂ H (z,m) dv + / I (z,m) dr
t ¢ t

m

e [ ,L,,szr“/' thr [1— H (1,m)] dr+/' I (v,m) dr.
1 t

;
Dies gibt wegen der bekannten Beziehung

d

dr il

lu[a':]+t ==

m

— [ tage [ —H @m)] dr + [ I (r,m) dz.
7 t

m m
— Il | === Inl,,, |
t t

Da I, =1 und H (m,m) = 1 ist, erhalten wir

z+m

m m
"/#x-H [4-H (-, m)]dr fI(z,m)'a’.c
(25) lgos = bopre ! K

Entscheidend fiir die Moglichkeit, in unsern Formeln (1) bis (6)
dhnliche Reihenentwicklungen wie fiir die Reserve der gemischten
Versicherung einfithren zu konnen, ist die Tatsache, dass sich diese
Formeln als Summen oder Spezialfille des Ausdruckes

’
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D

(] +u

Dy

darstellen lassen. Hs 1st wegen

lua:—l—z = A + ch"‘f

und

. 4w U

la:—l—u - k § q
m 1
B[c”"" dz—cx'}'mln?
= ks"the ¥
m m 1 ?’?.1,

—A [[1‘1‘1(’:”1)] dr Bff""H(r, m) dr —c‘H’mlng /I(T-m) dr
Dpyypy = E (vs)" (vs)* ¢ g ¥ e" ,
somit §

u U - U
D Af[l—H(r,m)]dr —chz+’H(r,m)dz- —fz (eym)dz
[z] +u u-t , 1 t t
D= (vs)“* e e e
[x]+¢
Wir setzen
% u
A [(-H(rm)ar ~[1(r,m)de
R, () = (vs)“ e ! e!

und

Wir erhalten

&x]—i—u — ml (t) ehmz(f-)cx

Dig+t
2z
' Dare g oli—w e rsmns T
[z]+2 *

und, wenn wir die Reihe nach dem zweiten Glied abbrechen,

D
TR0 — R, () R, (1)
D{x}+i
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Je nachdem wir eine der Formeln (1) bis (6) darstellen wollen, sum-
mieren wir entsprechend in Gleichung (26) itber « von 0 bis n — ¢ — 1
oder von 1 bis ¢ oder von 1 bist ==t — w. Die Summation der rechten
Seite von (26) ergibt die Reihenentwicklung des linksstehenden Aus-
druckes; wir bezeichnen diese Summen rechts, entsprechend ihrer
oberen Grenze, mit S, (n—t—1), S, (), S, (). Insbesondere sind die
frither eingefithrten Werte U, (n—-t-1), B, (f),C, () Spezialfille der S,.

Hs sei uns gestattet, die umfangreichen und sich stets wieder-
holenden Reihenentwicklungen, die wir zur Darstellung der Formeln
(1) bis (6) benotigen, wegzulassen und nur die Resultate mitzuteilen.

In der folgenden Zusammenstellung sind die Ausdricke (29)
bis (34) direkt den Formeln (1) bis (6) entnommen. (35) und (36)
entstehen durch Umformung des Zihlers des zweiten Gliedes rechts

in (5):
(27) (81—¢) N[:c]+'w + & (S[x]+w—*8[x]+t) —[&; + &y (t—w—1)] N[a_c]+t
= (&—¢y) (N[a:]-i-w—N[m]Jr-i) + & [S[x]+w_s[m]+i — (t—w) N[a;]-i—t];

analog erhalten wir in (6)
(28) (81—82) (N[z]+w_Nx+t) 5 €9 [S[:c]+w o Sx-l—t _ (t—w) N:J:-H]

und damit die Ausdricke (37) und (38). Die restlichen vier, (39)
bis (42), benotigen wir erst im néchsten Kapitel. Unsere Liste enthélt
zwoltmal die Differenz &, — &, ,, ¢"; immer sind es di¢ ersten beiden
Glieder der betreffenden Reihe. An Stelle von elf weiteren Buchstaben
fiir die auftretenden Koeffizienten setzen wir Indizes.

(29) A7 = Gy (nt-1) — Gy (nt-1) ¢

(30) (I a)[ﬂ-Hi;-Tl = G, (n-t-1) — G, (n—t-1I) ¢*

(31) B p ) = Yo (n—t-1) — A, (n4-1) ¢

(32) (L2)st1m) = S5 (n—t-1) — Sg(n—t-1) ¢
N..—N

(33) —E TR g (f) — S, (f)

D[I]+l
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34 No=Nert _ g — g,
(34) D = Gy (t) — Sy () ¢
z+i
Na: w_Nx
(85) = @ (t) — Gull)
[x]+¢
S —8, —(t—w) N,
@y E0) Yaet _ @y (1)— &40
[z]+¢
Na: w—Na:
(37) A = Gy () — Gy (f)
41
Sta1tw— Sz — (t—w) N,
(39) im0 e Gl — )
z+i
( ) D - 0() 1( ) ¢
z+t
| N:z: w—Na:
(40) +—D\+t = Gy (1) — Gy (t) ¢
o+t
(41) = =Gy () —Gn(t) o
41
42 DDy _ S,s () — G, (B) ¢
(42) D = Gy (f) 54 (1) €
z-+t

Nach diesen Vorbereitungen behandeln wir unter Beriicksichti-
gung obiger Ausdriicke in den beiden néichsten Paragraphen die Aus-
wirkungen der nach (23) ausgeglichenen Selektionssterbetafel auf die
gruppenweise Berechnung unserer Dividendenreserve nach den Me-
thoden Lidstones und Jecklins.

§ 3.

Die Methode Lidstones bei Verwendung einer Selektions-
sterbetafel.

Wir wenden uns wieder den Formeln (1) bis (3) zu. Die erste konnen
wir nicht o umformen, dass eine Gruppierung nach n — ¢ stattfinden
kann. Dagegen fithrt (2) wegen



e A e

& =&, & (n-t)
auf
Zt v[’l:] = a[g_,]+t;;t—l{2H8.,L—€2 (’n—t) ZH—ZR} + &y (Ia)[s_t}_l_tﬂlxﬂ
=3 {Hen_sz (n_t) H——TC} a{x]+t:_ﬁ| + €y =01 (Ia)[a:]-f-t:ﬂ]‘

Damit die Gruppenreserve gleich der Summe der FEinzelreserven ist,
miissen folgende vier Gleichungen gleichzeitig erfiillt werden:

e i 2 &, = Z1 &, ap 1 775
Alsgt]+1 01 | il = z“H‘gl[:va‘]%:??—t_:’
(Ia)e, et 2 = Z I (1a)y 500
Attt 2T = BT Ay i)

Nun setzen wir die Formeln (29) und (30) ein; wir erhalten wegen
&, = &, dre1l verschiedene Gleichungen zur Berechnung der Zentral-
alter &, bis &,:

¢Vt B e =X g, M,
cr3tt R =X I1 M,

it T x =X adft

Die Praxis lehrt, dass nur ein kleiner Fehler entsteht, wenn bei der
gemischten Versicherung lediglich ein Zentralalter berechnet wird,
obwohl theoretisch deren zwei erforderlich sind; es werden stets die
Versicherungssummen zur Mittelbildung herangezogen; vgl. unsere
Ausfithrungen auf Seite 63. Wir gehen nun analog vor, indem wir
£, gleich &,= &, setzen. Unter Umsténden ist die Verteillung der e,
eine solche, dass auch &; so wenig von &, abweicht, dass fiir die Durch-
fithrung der gruppenweisen Reserverechnung, wenn w <t < m ist,
vier Summationen geniigen, némlich

I, Xe, Tn, T

Analog behandeln wir mit Hilfe der Formeln (81) und (32) die
Reservegleichung (3) und erkennen, dass wir keine anderen Summa-
tionen notig haben als die obigen.
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Wir gelangen schliesslich zu folgendem Krgebnis, wobei w % m

ist: Wenn die Selektionssterbetafel nach (23) ausgeglichen ist, so ist
fiir 0 <{<< w die Berechnung der Dividendenreserve nach Gruppen
gleicher restlicher Dauer n—t nicht méglich; wir missen zur Einzel-
rechnung iibergehen oder eine andere Gruppenmethode beniitzen.
Die Z-Methode kann Verwendung finden, sobald w <t <n ist.
Nach Frl. Piccard trifft das aber erst zu, wenn sowohl die Wartezeit
als auch die Selektionsperiode abgelaufen ist. Die Anwendung der
Gruppenmethode ist also auch in dem prakiisch wichtigen Fall w << m
fir w <t < m moglich.

§ 4.
Ubertragung der Methode Jecklins auf Selektions-
sterbetafeln.

Im Gegensatz zur Lidstoneschen Methode ist diejenige von Jecklin
an die retrospektive Darstellung der Einzel- bzw. Gruppenreserve
gebunden, Formeln (4) bis (6).

Wir erhalten deshalb fiir
0<t<w
Nig-n—Nien4 Nig—Ngar

20T = T
D[E—t]+t D[ac]-H

(43)

Fir w <t < m formen wir Gleichung (5) mit Berticksichtigung von
(27) derart um, dass wir die Gruppenreserve in der Gestalt

N[g»t]_N[,&—t]+t S (61—5) (N{.{E—t]—}—w_N[E~t]+t)
D[E—t]+t

(44) .
D[E—i]+t

¥ g, S[E—t]-f-w—s[&“t]Jrf_(t_w) N[E—il-H} 51T

D[E—tHi

- N[m]—N[z]lt i (81—&y) (N[z]+w—N[a:]+t)
Dyt Digy 44
_!_ £ S[:c]+w—8[x]+t_(t—'_w) N[m]-f-t}
Drgya

schreiben konnen.
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Fir m <t <n entspricht der Kinzelreserve (6) wegen (28) die
Gruppenreserve

Ny_y—N (6;—&5) (Nie_pr 10— Ne)
[5-t] B PO L 2 [£-t]+w £
(45) I 44 { D.

s S

+ & D.

s

S[S—t]+w_SE_(t_w) Ns} I

S N[z]_Na:-[—t Y (e,—¢) (N[z]+w““Nx+t)
Dx-H

+ &

S[m]+w_sx+t_(t_’w) Ny )
D:c+t

Formel (43) tithrt wegen (33) auf die Bedingungsgleichung fiir das
Zentralalter

(46) et o= B oy
dazu kommt aus (44) wegen (35) und (36)
(47) ¢ EI =316,

wihrend (45), wo die Gleichungen (34), (37) und (38) eingesetzt werden,
keine von (46) oder (47) verschiedene liefert.

Wenn wir analog wie bei der Lidstoneschen Methode annehmen,
die aus (46) und (47) berechneten Zentralalter seien ndherungsweise
gleich, so bendtigen wir bei Gruppierung nach Jecklin, wenn ¢ von 0
bis n lduft, drei Summationen, nimlich

I 2, T 1T

Eine Gegeniiberstellung dieses Ergebnisses mit dem bei Anwen-
dung der Z-Methode erhaltenen, ergibt zugunsten der t-Methode
zwel Vorteile:

1. Die t-Methode ist fiir die Ermittlung der Dividendenreserve wiih-
rend der ganzen Versicherungsdauer verwendbar. Die Z-Methode

dagegen muss withrend der Dividendenwartezeit durch eine andere
ersetzt werden.
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2. Wir brauchen zur Berechnung der Gruppenreserve nur drei statt
mindestens vier Hilfsgrossen zu summieren.

Diese Vorteile werden unseres Erachtens nicht durch irgendwelche
Nachteile wettgemacht.

Wir haben vorstehend den Nachweis erbracht, dass die t-Methode
in der Tat auch dann anwendbar ist, wenn eine nach (23) ausgeglichene
Selektionssterbetafel als Rechnungsgrundlage vorausgesetzt wird. Ver-
gegenwirtigen wir uns aber die praktische Durchfithrung, so erkennen
wir, dass sie doch noch ziemlich umstédndlich ist. Wir miissen namlich
folgendes bedenken: Angenommen, wir hitten die Summationen
2, Zx und X II¢® ausgefithrt und auch aus Gleichung (47) das
Zentralalter & — t berechnet. Dann setzen wir £ — ¢ je nach dem Wert
von t in eine der Formeln (43) bis (45) ein. Es sollten nun, damit
der Praktiker bei der Ausfithrung der Reserverechnung nicht durch
Nebenrechnungen gestort wird, die sechs Ausdriicke
Nen=Nenre - Nen=Ne - Nigegra — N

b ’

D[E~z]~|-t D, D[E—t]+t

s

E[ﬂ]+w_s[5—t]+tm(tﬁw) Nty
D[E—i]+i
Nie40— N Ste-r1+0— S — (t—w) N;
2
D; D

tabelliert vorhanden sein. Dazu brauchen wir aber Tabellen mit
doppeltem Eingang, also ein Hilfsmittel, das der Praktiker, wenn immer
moglich, vermeidet. An Stelle dieser Ausdriicke konnen wir die ent-
sprechenden Reihenentwicklungen (88) bis (38) verwenden, wo wir
nur z durch & — ¢ zu ersetzen haben. Das bedingt aber zwélf einfach
abgestufte Tabellen, welche die Werte &, bis &,4 enthalten. Verglichen
mit dem vorigen, ist das eine wesentliche Vereinfachung des Verfahrens.
Diese Verbesserung kann aber noch bedeutend weiter getrieben werden.

Borch teilte nimlich eine vereinfachte Darstellung der Selektions-
sterbetafel mit [16]. Ihre Einfithrung in unsere Reserveformeln (43)
bis (45) bewirkt, dass wir anstatt der zwolf G,, &, bis S, bloss vier
Hilfsgrossen brauchen, die allerdings noch komplizierter als die &,
gebaut sind.



ITI. Kapitel.

Losung des Problems mit Hilfe einer Niherungsformel
von Borch.

Die Arbeit von Borch ist fiir uns sehr wichtig, ja insofern aus-
schlaggebend, als die darin entwickelte allgemeine Naherungsformel
far ., zur praktisch brauchbaren Lésung unserer Reserverechnung
fithrt. Wir gebendaher zuerst einen Auszugaus Borchs Untersuchungen,
der aber nur das fiir unsere Zwecke Notwendige enthilt. Nachdem
wir dann mit Hilfe einer weiteren Néherung das eine Ziel, die gruppen-
weise Reserverechnung mittels Selektionssterbetafeln, erreicht haben,
beschiftigen wir uns mit Gruppenmethoden, die angewandt werden
konnen, wenn zur Reserverechnung eine Dekremententafel gewihlt
wird.

§ 1.

Auszug aus einer Arbeit von Borch.

1. Eine Naherung fiir [, ;.

Borch geht von der Identitat

la: T Za:
Z[ZH—! = l:c—H - (lx—_l[mj) R

aus. Kr konstatiert, dass bei verschiedenen Tafeln, u. a. bei der
OM1-Tafel und der Frauentafel der Seite 69 erwihnten norwegischen
Grundlage, der Quotient

Zx+ut _“

l
(49) ? (0,4 ==t —

L.

[=]

niherungsweise eine Funktion von ¢ allein ist, die er mit g (¢) bezeichnet.
Bir setzt also

l[z]-{-t — Za:—H T (lxﬁl[x]) p (t)
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und verlangt, dass ¢ (f) folgende sechs Bedingungen erfiille:
( L ¢ (0) =1, damib {0 =1,
2. ¢ (m) =0, damib [y, ,, =1

z+m?

3. ¢' () < 0, damit ¢ (t) im Intervall 0 < ¢ < m monoton

abnimmt,

(50)

4. ¢ (t) >0, damit ¢ (f) im Intervall 0 < < m konvex
nach unten 1st,

5. ¢' (m) =0, damit Py +m = Mot ms

6. ¢” (m) =0, damit M’[x]+mEM’m+m7

d. h. die beiden Intensitdtsfunktionen sollen fiir t = m eine gemein-
same Tangente haben. Borch érzwingt auf diese Weise den gleichen
Ubergang der p,,, vom Selektions- zum Schlusstafelabschnitt, wie
wir ihn durch unsere Bedingung (22) gefordert haben. Er setzt z. B.
bei der Tafel N. akt. 1918, Frauen fir ¢ (f) auf Grund einer Aus-
gleichung der ¢ (x,t) eine Parabel dritten Grades ein,

qa(t)Z(l—%Y,

und erhilt dabei vorzigliche Néherungswerte fiir

Qag+¢ W0 Qg g7y

Wir wollen einen anderen Weg zur Bestimmung der Funktion
@ (t) einschlagen. Insbesondere verwenden wir nur die durch die
Uberlebensordnung vorgegebenen Gréssen, also die Makehamschen
Konstanten ¢, ¢, s und die Funktionen 4 (¢, m) und B (f, m), bzw.
H (t,m) und I ({,m). Wiederum sollen die Bedingungen (50) ein-
gehalten werden.
Der Ansatz
5) () =
0 Yo]

erfilllt jedenfalls die Bedingungen (50); auf den ersten Blick mag er
als zu einfach erscheinen. Xr ist es aber nicht. Wir wollen das wie
folgt begrinden: Es ist nach (25)
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m m
- [+ [1-H (r;m)] de f] (r,m) dr
t t
oyt = lopi € €
und wegen

1
Upp, =In— 4 Incln— ™F°
s

18t
7{1 m m
[ 1-Bmyar f FT-B (em)inedr  [1(,m)a
t t 1
hart =logs S g e
m m m
f{l-—H(t,m)] dr fc"'""H‘(r,m) dr [1 (rym)dr
—{1-H(t, ot ol B
(52) l[a:]-}-t = lpt1i ' gt ¢ : g (-H{F,m)] ¢!

Da g ~1, ¢~ 1 und bei den uns bekannten Tafeln auch H (f,m) <1
ist, vgl. 8. 94—95, entsteht in (52) nur ein kleiner Fehler, wenn wir fiir
kleine Werte von 7, 0 <1 < m, g“ﬁt ~ ¢“ T setzen. Analog ist
g"”t ~ g“x“t fir 0 <t < m. Wir wenden diese Ndherung zweimal

an. Hs 1st

m m
[ [1-H (z,m)] dr [ () H (z, m) de
- [ i
Yagrt ~ by S t g
m
[ 1(r, m)dr
. g-[l-H (t, m)] (c®+c) ¢
[11-H (r,m) e [ R (2, m) dr [ I(zr, m)de
) i = ; s
~ l:c+t st gi q [1-H (t,m)]c et ,
m m m
[ [1-H (r,m)] dz [ FH (r,m) de [1(em)ar
Iy ~ L, §0 g g U-H O, g
und
l ~ 1 s gcz—l
+ i )
(54) ’
A |

by~ by s®g°.
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Wenn wir nun die Niherungen (54) in (53) einsetzen und dann ¢ (z,1)
bilden, so entsteht

I, —1
@) =
0 Y[0]

Wir miissen daher zur Berechnung von ¢ (f) die Selektionssterbetafel
um die Werte ly,, , und [, fiir 0 <t <m—1 ergéinzen. Der Ubergang
von ¢ (x,t) zu ¢ (t) lasst sich als Mittelbildung interpretieren, und zwar
als Analogon zur Konstruktion der Kompakttafel. Theorie und Er-
fahrung lehren, dass es vorteilhaft ist, bei Mittelbildungen die Struktur
der Verteilung zu beriicksichtigen. In unserem Falle geschehe das
dadurch, dass wir in ¢ (f) das Alter 0 durch z, ersetzen, wo z, das
mittlere Eintrittsalter der Versicherten bedeutet. Die Beobachtungen
der Praxis ergeben bekanntlich, dass x, als zeitlich konstant betrachtet
werden darf. Wir verallgemeinern deshalb den Ansatz (51) zu

l -1
(55) @ (t) — _Tott [zo] +¢
lil‘o — i[“—”o]

2. Kommutationszahlen und Rentenbarwerte.
Die approximative Darstellung von [, ,,,
l[x]+t = la:+t - (la: — l[z]) ¢ (t)’
liefert mit
(56) v g (f) = ()

die Kommutationszahlen

D[a:]—H =D,y — (Dx_"‘D[z]) p(t),

L3
Nt = Ny — (D,=Dy) Yy (w),
=}

S[:r]‘]—t - Sz+t — (Dx_D[x]) Z Z 'q)(u), usw.

T=1 u—r
Um die Formeln in moglichst einfacher Gestalt zu haben, erstrecken

wir die Summation von v (u) bis m statt bis m — 1; das dndert den
Wert der Summen wegen y (m) = 0 nicht.



— 82

Wenn wir diese Kommutationszahlen in

| N[g—t]+t —Ne_y4n

Al—t]+t:nt] —
! Dzt
(57) und
I o S[&—t]+t _—SE—t +n" (n_t) N\E—t +n
(a) -ty e = D
[5~t]+1
einsetzen, so erhalten wir
a o N«S _Nf—t +n
e D —(Dy—Dpz) w (1)
’ZE.’
(D D[i—‘—t]) v (u)
u=t

und

S:—S;

& E—t+n (n—t) NE-—t +n

T a)osy e =
= HR Ds_(Ds-t—D[s-t])?/’(t)

_DL 1] i i%’)(u)

r=f u=r

D;—(Dg_y—Dis_y) » ()

Borchs Rentenbarwerte haben also die fiir die Praxis dusserst vorteil-
hafte Higenschaft, dass zu ihrer Berechnung ausser der Schlusstafel
nur zwel kleine Tabellen, welche die Ausdriicke

D y—Dy ),
bzw.
(), Z‘w(u ZZw
t={ U=t

enthalten, notwendig sind [16], S. 227.
Nun erhebt sich jedoch die Frage, ob diese Rentenbarwerte zur
Anwendung bei der Z-Methode geeignet sind oder nicht. Wir miissen
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sie verneinen, weil der Nenner zu kompliziert ist, vor allem aber, weil
wir wegen der Zihler

(Dey—Die) ) v()

(Dé—t“—D[Ewt]) i i p (u)

=t u=r¢

und

gar nicht mehr nach n —1 gruppieren kénnen, solange 0 <t << m
ist. Die Methode von Lidstone bleibt aber, gemiiss unseren fritheren
Ausfihrungen, S.75, fir w <t <mn anwendbar.

Wir werden dagegen im néchsten Paragraphen zeigen, dass es
mit Hilfe einer weiteren Néherung gelingt, die S.77 geschilderten
Méngel der t-Methode zu beheben.

§ 2.

Berechnung der Dividendenreserve mittels Selektionssterbe-
tafeln nach Gruppen gleicher verflossener Zeit.

Bei der t-Methode entsprechen den Rentenbarwerten (57) die
Ausdriicke (48). Wenn wir dort die Borchschen Kommutationszahlen
einsetzen, so konnen wir sie nur wegen des Nenners nicht in die Form

S, () —6,4.(f) ¢
itberfithren. Um dieses letzte Hindernis zu tuberwinden, setzen wir

1
P(z,)=D,,, ——-
(m ) z+1 L(t)
und

1
Dpgt ™ Dy L—(t)
Es sei z, eine vom Eintrittsalter einer einzelnen Versicherung unab-
hingige Grosse, z B. wie im vorigen Paragraphen das mibtlere Ein-
trittsalter des Bestandes. Wir setzen ferner



(58) L) — okt
[$0]+1’

Wir prifen die Zweckmissigkeit dieser Setzungen, indem wir den
relativen Fehler
D(z, 1)

—1
F(z, t)

berechnen. Es ist

P (=, t) _ lm-l-t ) l[:ro]—}-t
F(z, ) lge L

CCo+t

und mit Beriicksichtigung von Gleichung (25) nach einigen Kiirzungen
m

D (w, t) B (c%—¢T0) E[ ¢ [1-H (r,m)] dr

Das Integral
fl) = [ [1—H (x,m)] de

i

1st so einfach gebaut, dass wir den Verlauf des relativen Fehlers leicht
iiberblicken konnen, sobald wir H (f,m) kennen. In der Praxis ist,
vgl. 8. 94—95, H (t,m) positiv, monoton wachsend, H (m,m) = 1, und
es gilt fur alle ¢, 0 <t < m,
Inc> H'(t,m) > [1—H(t,m)] lInc;
dann ist
J @) =—c[1—H({tm]<0

(59) und
I frt) =—c {{1—H(t, m)]Inc— H'(t, m)} > 0.
Somit 1st

D (z, 1)

F(z,t)




fir > z;, monoton fallend und konvex nach unten. Das Maximum
15t bel ¢ = 0 mit

b (z, 0)
F(z, 0)

(60) 1 = eBE=10),

Wegen Inc > [1—H (t, m)] In ¢ ist

1\ (670 (™)
F (z, 0) g mPz

Das Minimum wird beil ¢ = m erreicht und hat den Wert 0. Fiir
x = x, ist definitionsgemaiss

(61) D@0 1o
F(z,1)
far alle t.
Far z < =z, ist
D(z,t)
F(z,t)

monoton steigend und konkav nach unten. Das Maximum ist beit = m
und hat den Wert 0. Das Minimum wird bei { = 0 mit

D (z,0)
F (z,0)
erreicht; wir machen nochmals von der Abschitzung

Imc>[1—H(@ m)]inc
Gebrauch und erhalten

e I T

F (z,0) g il

(62) B(F~c%0)f (0)

_ —= ¢

Da die Grossen ¢, g und m Tafelkonstanten sind, kénnen wir durch
geschickte Wahl von =z, den relativen Fehler beeinflussen; vgl. das
Beispiel im IV. Kapitel.

Nun kehren wir zur Reserverechnung zuriick. Die Formeln (43)
bis (45) werden durch das Einsetzen der verschiedenen Néherungen
zundchst dusserlich komplizierter, uniibersichtlicher; sie lassen sich
aber mit Hilfe einiger Abkiirzungen in einfacher Form darstellen.
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Wir zeigen diesen Vorgang an der Formel (43)

N[s—z}_‘N[s—th i e B N[m]_N[th )
D[E-t]+t D[m]+t

Wir setzen nun in den Zihlern die Borchschen Kommutationszahlen,
in den Nennern die soeben angegebene Néherung fir Dy¢ ., ein und
erhalten

t-1
[ Di y—Dyy) ) w(w)
oy @ [,];0

i D. — D, L) 2w =
[ t-1
(D,—Dy) ) v
Yo Nx—Nx+t o u=0 L(t)
Dm+t D:c+t

Der zweite Schritt besteht darin, dass wir die Reithenentwicklungen
(39) und (42) beriicksichtigen. Das ergibt

t-1
5\ !

{%o(t) —B, (1) " —[Cy (1) — Gy (t) '] ¥ (u)} L) Zx =

> =

Zm {%o(t) — B () ¢ —[ G5 (1) — Sy (1) 7] Z Y (u)} L).

Analog behandeln wir mit Hilfe von (40) und (41) die Gleichungen
(44) und (45).

Wir geben unseren Reserveformeln, die sich auf die Gruppierung
nach t beziehen, endgiiltig folgende Gestalt:

Fir 0<t<w

(63) X () —X,(0) ¢} B = S (X, () —X, (1) ¢},

fiir w<t<m

(64) (X ) —X,(t) e} Za— | X, () —X, ()} ZTT =
Za{X,()—X,(t) "} —ZIT { X, () — X, () ¢*},
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far m<t<n
(65) 1 X, () — X, (1) cf"} Zmw— {X3 () —X, () CH} 211 =
)Y,/ {Xl (1) — X, (t) c“’} — X1 {X3 () —X, () c’”}.

Die Gleichungen (64) und (65) stimmen formal tberein; der Unter-
schied liegt in den Hilfsgrossen X, (f) und X, (f). Es ist

t-1
—
Xy (£) = 1By (1) — Ss( Z‘TP (u) L
t-1
=
Xy (1) = 1B, (t) — Sp( t) ‘P }

X (1) z{(el—e ) Sy (1) + &5 Sy ()

— Gyt [ .sz)Zwu)+egziwu>~at2w<u]}L(t,

=W U= u=t

Xy(t) = {( 1—&5) Gy (1) + & Cu (1)

m

qem(t)[(el—&ez 2 +82}:Zw(u>—et2ww)]}f:a>

Fuar m <t < n reduzlert sich X4(f) auf

Xy (t) = (81— 82) Gy 1) + &6 ( )

Sys( t) _Sz)Z‘P(“)+EzzZW }

T=W U=t

und X, (¢) auf

X, () = (ey—&p) Gpp(t) + 6, S 22 (1)

— Gy, (1) {(81 32)2"!’ )+ 5222’/’(“)

=W U=t
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weil die Summation von y bei { = m abgebrochen wird, % (m) = 0
und in diesem Abschnitt L (f) =1 ist.

Von den beiden Bedingungsgleichungen, die sich aus (63) bis (65)
tiar & — 1t ergeben,

ct¥a=YXnac

und
(66) N EH =B 0 #,

lassen wir wie bisher die erste weg, sodass zur gruppenweisen Berech-
nung unserer Dividendenreserve, d. h. der Reserve einer komplizierten
Versicherungsform, nur drei Operationen erforderlich sind: s sind
die drei Summen Xz, 211 und 271¢” zu bilden, dann ist aus (66) & zu
bestimmen und hernach, je nach dem Wert von ¢, eine der Formeln
(63) bis (65) auszuwerten. Dabei brauchen wir anstatt zwolf Tabellen fir
S, bis G, nur noch vier, welche die Werte X, (t) bis X, () enthalten.
Die Gleichungen (63) bis (65) weisen die ndmliche Form auf, wie wenn
wir die Dividendenreserve mit einer Aggregattafel berechnen wiirden.
Der Einfluss der Selektion auf unsere Reserverechnung wird durch
die Einfithrung der Grossen X (t) berticksichtigt. Bel expliziter Dar-
stellung von L (f), von Z o (u), bzw. ZX  (u) und der & (), baw. S(t)
gelangten wir allerdings, der vielen Glieder wegen, zu recht kompli-
zierten Ausdriicken.

Wir wollen diese Methode die Jecklin-Borchsche Gruppen-
methode nennen, oder auch «die auf Selektionssterbetafeln erweiterte
t-Methoden.

Durch Abénderung der X (f) konnen wir auf gleiche Weise auch
die Gruppenreserve zu andern Versicherungen ermitteln.

In Analogie zu fritheren Aussagen gilt hier: Die nach (20), bzw.
nach (23) ausgeglichene Selektionssterbetafel eignet sich fiir die mathe-
matische Behandlung besonders gut; die praktische Anwendung der
Gruppenmethode erstreckt sich aber nicht nur auf diese, sondern auf
alle Tafeln, welche die Ungleichungen (21) erfiillen.

Wir schliessen damit unsere theoretischen Ausfithrungen iiber
die Selektionssterbetafel ab und wenden uns noch dem entsprechenden
Problem bei Verwendung von Dekremententafeln zu.
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§ 3.

I“Ibertragung der neuen Ergebnisse auf die Reserverechnung
mittels Dekremententafeln.

Wir betrachten zwei Arten von Dekremententafeln, die sich da-
durch voneinander unterscheiden, dass die unabhéngige Stornierungs-
ordnung bei der ersten nach dem Eintrittsalter z und nach der seit
dem Beginn der Versicherung verflossenen Zeit ¢, bei der zweiten
zudem noch nach der vereinbarten Versicherungsdauer n abgestuft
ist. Die Notwendigkeit, zweierlei Dekremententafeln zu behandeln,
ergibt sich aus folgendem: Fiir praktische Zwecke kommen nur Tafeln
erster Art in Frage; dagegen fithren theoretische Uberlegungen auf
Tafeln zweiter Art. Diese Gedanken entwickeln wir vorweg, sodass
sich daraus die Folgerungen fiir die Reserverechnung ohne weiteres
ziehen lassen.

1. Vergleichung der beiden Dekremententafeln.

Die Dekremententafeln erster Art seien derart aus zwel unab-
hiingigen Ordnungen, einer Selektionssterbetafel und einer nach «
und ¢ abgestuften Stornierungsordnung, zusammengesetzt, dass ihre
Gesamtintensitit wihrend der Selektionsperiode m die Form

3
P+t = Mg+t T O]+

1st. Dabei bedeutet o die Stornointensitdt und s die Stornoperiode,
d. h. fiir t < s hiingt die Stornomtensitit vom Eintrittsalter und von
der abgelaufenen Dauer ¢ ab, ¢ = oy, ,, wihrend sie fir ¢ > s nur
vom erreichten Alter z -+ ¢ abhéngt, also ¢ = o, ist. Ein Beispiel
fiir diese Konstruktion einer Dekremententafel erwihnt Friedli in
seiner Arbeit: «Intensitdtsfunktion und Zivilstand» [17], S. 50.

Wir sollten nun die Falle m % s << n unterscheiden. Weil aber

in der Praxis die erste Primie beim Beginn der Versicherung fillig
ist, und der Versicherungsnehmer geméss Art. 89 des Bundesgesetzes
itber den Versicherungsvertrag vom 2. April 1908 das Recht hat,
nach Entrichtung der ersten Jahresprimie, jederzeit vom Versiche-
rungsvertrag zuriickzutreten, betrachten wir nur den Fall m << s = n.

7
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Da tur alle z und n gelten muss: oy, =0, so sollte ¢ auch noch
von n abhiingig sein, also ¢ = o (z, ¢, n). Die Bedingung o, =0
fithrt uns somit unmittelbar auf die Dekremententafel zweiter Art. Auf
Grund dieser Uberlegung miissen wir Reserven, die nach einer Dekre-
mententafel erster Art berechnet worden sind, als Ndherungen der
mittels einer Dekremententafel zweiter Art ermittelten Reserven
betrachten. Es ist nun das Fiir und Wider einer solchen Néherung zu
untersuchen.

Erfahrungsgemiéiss iiberwiegen im Versicherungsbestand einer
Gesellschaft, mindestens in der Schweiz, die gemischten Versiche-
rungen, und die Ablaufsalter liegen zur Hauptsache zwischen 55 und
65 Jahren. Elderton setzt sogar, wie wir schon auf Seite 60 erwiahnt
haben, zur Herleitung seiner Gruppenmethode voraus, dass alle Ver-
sicherungen auf das 60. Altersjahr abgeschlossen werden. Er nimmt
also an, dass alle 30jdhrigen eine Versicherung mit der Dauer n = 30
eingehen, alle 40jahrigen eine mit n = 20, usw. und fithrt somit zu
jedem Eintrittsalter = eine mittlere Versicherungsdauer = (z) ein.
Unter diesen Voraussetzungen enthilt o, ,, auch den Finfluss der
Versicherungsdauer auf die Stornointensitat, und es ist die theoretische
Forderung oy, , = 6410y = 0 fur alle z und n trotz Verwendung
einer Tafel erster Art erfiillt.

Beim folgenden, dem zweiten Argument fiir die Anwendung von
Dekremententafeln erster Art, stiitzen wir uns auf die deutschen Sterbe-

vor 76/05

tafeln B—

76/06
tafel von Oster [18], [19]. Diese beiden Tabellenwerke enthalten die
Sterbens-, bzw. die Stornierungswahrscheinlichkeiten.  Wir stellen
ohne nihere Begriindung fest, dass wir fiir unsere Zwecke diese Wahr-
scheinlichkeiten gleich den entsprechenden Intensitédten setzen diirfen.
Demgemiss verlaufen nach Oster die Intensititen o,y , von o, bis
O1+» Monoton fallend und néhern sich dem Wert oy, ~ 0 asymp-
totisch. Fiir die Fintrittsalter 25 bis 45 nimmt o}, , mit zunehmendem
t sehr rasch ab, wihrend die entsprechenden g, , monoton, aber im
Vergleich zur Abnahme von o, ,, langsam, wachsen. Diese Abnahme
der Stornointensitit ist so stark, dass es im allgemeinen auch bei
kurzen Versicherungsdauern, n << 15, einen Wert ¢ = {, derart gibt,
dass fiir ¢ >4, die Zunahme der Sterbeintensitit grosser ist als die

[10] und die damit in Verbindung stehende Storno-
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Abnahme der Stornointensitit. So kann nur ein kleiner Fehler ent-
stehen, wenn die Voraussetzung oy, , = 0 nicht erfiillt ist. — Die

Gesamtintensitit ,LSL[I] ., verlduft somit im allgemeinen wie eine un-
symmetrische Kettenlinie, deren Minimum beim Alter [z] - ¢, liegt.

Wir untersuchen die Frage, ob ﬁm +¢ wirklich als Kettenlinie dar-
stellbar ist, nicht naher; wir wollen mit diesem Bild lediglich den ty-
pischen Verlauf kennzeichnen.

Der dritte und wichtigste Grund, der fir die Verwendung von
Dekremententafeln erster Art genannt werden kann, ist der folgende:
Wir kénnen nachweisen — siehe unten —, dass wir bei der Reserve-
rechnung mittels Dekremententafeln erster Art wie bisher nur eine
einfache Gruppierung des Bestandes vornehmen miissen, bei Anwen-
dung der Tafeln zweiter Art hingegen eine doppelte Gruppierung
bendétigen.

Wir kommen nun zu den Gegenargumenten: Wir kénnen Schwan-
kungen der mittleren Versicherungsdauern n (z), wo also

x -+ n (x) + konstant

ist, als Zinsfussinderungen interpretieren, und diese haben be-
kanntlich einen grossen Kinfluss auf die Reserve. Es ist ferner zu
bedenken, dass solche Schwankungen oder die Nichterfilllung der
Bedingung op,;,, = 0 die kleinen Unterschiede zwischen den nach
Aggregat- und den nach Selektionssterbetafeln berechneten Reserven
teillweise oder ganz autheben kénnen. Das ist aber mit unserem theo-
retischen Bestreben, gerade diese Unterschiede bei Anwendung von
Gruppenmethoden zu erfassen, unvereinbar.

Das Bisherige waren prinzipielle Frorterungen. Nun befassen
wir uns mit den Finzelheiten; denn erst diese erlauben uns eine ab-
schliessende Aussage zu machen.

2. Die Reserverechnung mittels Dekremententafeln erster Art.

Die Sterbeintensitéten uy, ., und g, ,, warden von uns als monoton
wachsende Funktionen vorausgesetzt; das gestattete aus Gleichung
(19) die eindeutige Berechnung des Zentralalters & bzw. des mittleren
Fintrittsalters & — t. Jetzt aber gibt es hiefiir zwei Losungen, die eine
auf dem absteigenden, die andere auf dem zunehmenden Ast der durch



— 92 __

8
s 2K

_ 21
fen =5

, bzw. ‘Ls‘[s N="57
dargestellten Kettenlinie. Einen Entscheid, welcher der beiden Werte
der brauchbare ist, vermogen wir nicht zu fillen. Das hiingt vom Ver-
lauf der Kettenlinie, mithin von den Rechnungsgrundlagen, von der
Verteilung der Kapitalien K, bzw. der Grossen I7 und von der Alters-
struktur der Gruppe ab. Wir konnen aber wenigstens den vermutlich
héufigsten Fall beschreiben, wobei wir uns wieder auf die Praxis
stiitzen. Die meisten Versicherungen werden in den Altern 25 bis 45
abgeschlossen, sodass das mittlere Eintrittsalter einer Gruppe etwa
den Wert & — ¢ =35 hat. Aus den Tabellen [18], S. 114 und [19]
ergibt sich, dass bei diesen Hintrittsaltern die Minima der Ketten-
linien bei [& —t] + ¢ > 40 liegen. Im Laufe der Abwicklung einer
bestimmten Gruppe, die bei der Methode von Jecklin eine geschlossene
Gesamtheit darstellt, pendelt das mittlere Eintrittsalter um den fiir
t = 0 angenommenen Wert hin und her. Wir diirfen aber auf Grund
der vorausgesetzten Struktur annehmen, dass dabei & — ¢ fiir ¢ > 20
nur ausnahmsweise grosser als 40 ist, und wir eigentlich erst dann
solche Ausnahmen zu erwarten haben, wenn der Bestand der Gruppe
sehr klein geworden ist und damit die Zweckmissigkeit der Gruppen-
rechnung sowieso in Frage gestellt wird.

Das zu Beginn dieses Abschnittes aufgeworfene Problem kann
somit unter Beachtung obiger Vorbehalte als gelost betrachtet werden,
und wir diirfen den Satz formulieren: Die Methode von Jecklin ist
auch dann anwendbar, wenn die Rechnungsgrundlage eine Dekre-
mententafel erster Art ist.

Wir mochten aber nicht unerwidhnt lassen, dass die numerische
Durchfithrung so lange umsténdlich ist, als wir die, nun auf Grund von
Dekremententafeln erster Art berechneten Ausdriicke (48) nicht in
Reihen entwickeln kénnen. Das ist leider nicht moglich, da es unseres
Wissens noch keine analytisch ausgeglichene, zusammengesetzte
Ordnung [, gibt. Wir miissen also bei der praktischen Anwendung
der Methode jene sechs Ausdriicke tabellieren und & —1¢ jeweilen
eingetzen.
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3. Die Reserverechnung mittels Dekremententafeln zweiter Art.

Wenn die Stornointensitét von z, { und n abhéngig ist, sprechen
wir von Dekremententafeln zweiter Art. Wir haben unter 1. die Dekre-
mententafeln erster Art einer Kritik unterzogen, aus der hervorgeht,
dass ¢ = o (z, t, n) zu fordern ist. Da nun n + n (z) ist, miissen wir,
um die Bedingung oy, , = 0 erfiillen zu konnen, den Versicherungs-
bestand fiir die Reserverechnung zuerst nach n und dann innerhalb

jeder solchen Gruppe noch nach ¢ gruppieren. Wenn wir annehmen,

. , ) 30-31 14-15
es sel 15 << m < 80, so gibt es also bis zu gy = 360

Gruppen. Jede derart gebildete Gruppe gestattet die Reserverechnung
nach der unter 2. mitgeteilten Methode.

Fir praktische Zwecke kommt also die Verwendung von Dekre-
mententafeln zweiter Art wegen der Notwendigkeit, eine doppelte
Gruppierung vornehmen zu miissen, wohl kaum in Betracht. Da-
gegen ist es von theoretischem Interesse, dass auch jetzt wieder die
Methode von Jecklin im Vergleich zu den von Frl. Piccard untersuch-
ten, siehe S. 66, als prinzipieller Fortschritt betrachtet werden kann.

IV. Kapitel.

Beispiele.

Wir wollen zum Schluss dieser Arbeit Beispiele zu unsern Formeln
geben. Zuerst stellen wir die Konstanten, bzw. die Werte der in (20)
und (23) eingefithrten Funktionen A (¢, m), B (t, m); H ({, m) und
1 (t, m) fir einige Selektionssterbetafeln zusammen. Dann zeigen wir
die Giite der Niaherungen

@ (2,8) ~ ¢ (1),
i

D,

D[:c]+t @41 L)

und

Nig — Npag N
Dy

By, (1) — By () ¢ — [Syy (1) — Gy (1) ¢7] Z v () } L(t)

~ X, () — X, (1) &~
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§ 1.
Konstanten von Selektionssterbetafeln.

Aus den Angaben von Van der Hoek und mit Beniitzung des
Werkes: «British Offices Life Tables 1893. Select Tables. Males»
berechneten wir folgende Daten fiir die OPI-Tafel:

A{t,m)=A4—r (m—t)—ryr
und B (t,m) = B—r, (m—1) ¢
mit m = 10,

1
A = In— = 0.0060 123,
s

1
B = In ¢ln— = 0.0001 02632,
9
log ¢ = 0.039,

r, = 0.0001 8860,

r, = 0.0036 8032,

r, = 0.24,

r, = 0.0000 0512 422;

vgl. [14], S. 85—87 und [20]. Ferner ist auf Grund der Gleichung (24)

B (t,
(Bm) =1 ~——T—§ (m—t) ¢t <1

H (t;m) =
und

A 4 ,
I (t,m) =4 (t,m) — EB (t,m) = (m—1) (E 7,0 —rl) — 7y T

Wir bemerken aber, dass entgegen unseren Voraussetzungen 4 (m, m)+ A
und I (m,m) 40 ist, jedoch der Fehler |7, r}"| = 2.834 - 107 praktisch
ohne jede Bedeutung ist.

Die Werte des zweiten Beispiels, der OWMLTafel, entnehmen
wir einer Arbeit von Hardy [21], 8. 508. Diese Tafel ist nach (20) aus-
geglichen; denn es ist:
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A @tm)=4—r (m—t)3

und B(t,m) =B{1—ry,(m—1)2+ry (m—1)3}
mit m o= 5,

A = 0.0066 076,

B = 0.0001 08987,

log ¢ = 0.039,
r, = 0.0000 311,
ry = 0.0405 6,

ry = 0.0054 08.
Ferner ist
H{tm)=1—ry,(m—% 4+ ry (m—i)3 <1
und I(t,m)=Ar, (m—t)%— (r,+Ary) (m—1)3.

Wir wenden uns dem dritten Beispiel zu. Es ist die Tafel N. akt.
1918, die Borch zur Illustration seiner Untersuchungen beniitzte.
Hs ist eine hypothetische, auf norwegische Erfahrungen vor 1914
gestiitzte, nach Geschlechtern getrennte Tafel.

Die Ménnertafel i1st nach (23) ausgeglichen; es ist von z =0 an

) _ 1 f 42 t\?
fur 0 <t <m:p = gy { l—éw(l —%) } + 0.1 4 (1 —;n—)
und fir t > m: g, = 4 + B¢
mib m = 10,

A = 0.0004 0295,
B = 0.0000 36132,
log ¢ = 0.043.

Die Frauentafel ist ein Spezialfall von (23); denn es ist wiederum
von z =0 an

1/ #hE
(67) 9 2 m

lund fir t > m:p,,, =4 + Bt

mit m = 10,
A = 0.0032 927,
B = 0.0000 312335,
log ¢ = 0.043.
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Nur zur Frleichterung von Vergleichungen berechnen wir unsere
Néaherungen mit der von Borch beniitzten Tafel (67). Wir wollen also
keineswegs Rentengrundlagen fiir die Berechnung von Dividenden-
reserven empfehlen.

§ 2.
Anwendungen.
1. Die Niherung ¢ (z,t) ~ ¢ (%).

In seiner schon wiederholt genannten Arbeit, wihlte Borch bei
N. akt. 1918, Frauen, fir ¢ (f) auf Grund der numerischen Werte von
@ (x,t) und der sechs Bedingungen (50) die Parabel

m

(65) 7 ()= (1 —i)3.

In Tab. I. geben wir nun die genauen Werte ¢ (z,t) und ihre Ndherung
@ (t) nach (68) an. Jede der Kolonnen ¢ (z,t) stellt aber nach (55)
auch eine Niaherung ¢ (f) dar, da , beliebig ist.

Tab. 1. Grundlagen: N. akt. 1918, Frauen.

@ (x,t) nach (49) und gleichzeitig ¢ (f) nach (55) ¢ (1)
nach

Do 0 25 35 45 (68)
0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

1 0.729 0.734 0.740 0.752 0.729

2 0.511 0.519 0.551 0.548 0.512

3 0.341 0.351 0.364 0.380 0.343

4 0.215 0.222 0.233 0.248 0.216

5 0.125 0.130 0.139 0.149 0.125

6 0.065 0.066 0.071 0.078 0.064

7 0.027 0.030 0.031 0.036 0.027

8 0.009 0.009 0.009 0.011 0.008

9 0.002 0.002 0.001 0.002 0.001
10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
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Zusammenfassend ziehen wir aus den theoretischen Unter-
suchungen und dieser Tabelle den Schluss, dass prinzipiell auf die
Berechnung einer speziellen Funktion ¢ (t) verzichtet werden darf und,
dass es gentigt, irgendeine der Kolonnen ¢ (z, t) gleich ¢ () zu setzen.
Wie bereits ausgefithrt, soll dabei der Bestandesstruktur Rechnung
getragen werden. Es wiirde sich auf diese Weise die etwas zeitraubende
Ausgleichung der @ (z,t), um ¢ () zu erhalten, eriibrigen.

2. Die Naherung I (z,t) ~ @ (z,t).

Ziwecks Vorbereitung der folgenden Tabelle, haben wir auf S. 84
die allgemeine Behandlung obiger Nédherung fiir den Fall H (¢, m)
positiv, monoton zunehmend und

Inc>H'(t,m) >[1—H (t,m)]lnc

erginzt. Denn bei der Grundlage N. akt. 1918, Frauen, ist

m

1 £
H(t,m) =1 ——(1———--~) ,
2
erfiilllt also die Gleichungen (59). Diese gehen ndmlich tiber in

1 {8
f{)=——¢ (1———) <0,

2 m
1 t
') =—-— (1 —~—> (minc—2—tlnc) ¢! > 0,
2m m

weil in der Praxis mlinec<C 2 ist. Dementsprechend erreichen die
relativen Fehler wegen

1 e —1 1 1
£(0) [

_ __]>0

T el (mine® minc 2

folgende Extrema:
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Tab. II.  Grundlage: N.akt. 1918, Frauen.

D (z,0) : :
F (2,0) — 1 nach (60) bis (62) in %/,
,

. 0 0 25 35 45
25 0.74 0.00 —1.37 —5.04
35 2.11 1.87 0.00 —3.67
45 5.81 5.06 3.69 0.00

Nio— N, N_,—N
8. Niherune ftip =@+ 0 "B " ehi
[z]+¢ Da:+t

Bei der Tafel N. akt. 1918, Frauen, gibt die Integration von (67)

il

m f\3 z-+m

-~ 1-— 4 1 t\2 m 1
— &t I_ L .
Z[z]—i—l = lx-H’ s ( m) g minc2 ¢ ¢ 12 (1 m) toame (mine)?2 | ;

m
speziell ist Iy = 1,56g°

. | 1 1

:(mlnc)2 minc 2

mit 0

ferner by == Rt et
In den Formeln (63) bis (65) haben wir

N[x] _"N[x]+t
Dt

:{%m—%wf—EMW4amﬂZFMPW)

gesetzt. Ks ist nach (16), bzw. (39)
!
Y \ U
B, (1) = ) (v9)
u=1

¢
W

und B, (t) = { (vs )™ — B, (t)} i —

u=1



Ferner ist nach (42)

=l @ () — S (1) &
Dx+t 23 21(
In unserem Falle 1st
D
. ~t T (et
D, e
1
~ (vs)™* ll — (et —1) In —l-,
g |
D[x] _ (’US)_t 8_%” gcz‘H {(1+0) 0—5—1}
D,y
| |
~ (us)t s8 1—c"H [(14 ) ¢ —1]In—¢,
| g |

somit By (8) = (vs)™ (1—872)

T 1
und Sy (f) = {(vsc)“ [1 —(1490) s 6}—623 (t)} ¢t In—.
g
Schliesslich erinnern wir uns, dass (56)

p(w) =" p(w)
und nach (58)

l
L{f) =Bt
Z[TO]H
ist.  Wir erhalten also
N..—N
(69) — =T = B [ =Xl F
[x]+¢

it X (f) = {Z (vs) ¥ — (vs)™ (1 —8E> zp(u)} L(t)

u= u
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t my t-1
I
und X, (t) = {[Z (vse)™ — (wvse) ™ {1 —(1+4p)s 6‘;}_{ w(u) | L(f)
u=1 u=0
1
—X, (t)l ¢t In —.
l g
Tab. 111. Grundlage: N. akt. 1918, Frauen, 4 9.
N..—N .
=] I it Z = 96
D[ﬂ‘]*H
o 25 35 45
nach 1 nach g nach 5
¢ (69) genau % (69) genau % (69) genau MC(MG%_
(L 2 (3) (4) (5 6)
1 1.043| 1.042|1.000| 1.043| 1.043|1.000| 1.041| 1.043|0.998
3 3.265| 3.263[1.001| 3.266| 3.266(1.000| 3.271| 3.275(0.999
5 5.684| 5.683[1.000| 5.695| 5.695[1.000| 5.723 | 5.726 | 0.999
7 8.325| 8.325(1.000| 8.354| 8.355]1.000| 8.432 | 8.433|1.000
10 |12.754|12.755 | 1.000 | 12.838 | 12.839 | 1.000 [13.065 | 13.069 | 1.000

15 |21.591]21.592|1.000|21.907 | 21.914 | 1.000 [22.760 | 22.808 | 0.998
20 [32.715|32.722|1.000|33.649 | 33.687|0.999 |36.161 | 36.447 | 0.992
25 146.91146.936 | 0.999|49.346 | 49.532 | 0.996
30 ]65.424|65.534|0.998

Die Tabellen II. und III. zeigen, dass die Néherung

Ny — Nigye

X, () — X, () ¢®
D[:r]+t 1 :

als sehr gut bezeichnet werden darf. Daunsere individuell oder gruppen-
weise berechnete Dividendenreserve als Summe, bzw. Differenz
solcher Ausdriicke darstellbar ist, erkennen wir auch, dass die all-
gemeine Forderung fiir Gruppenmethoden: Gruppenreserve gleich
Summe der Einzelreserven, in sehr guter Niherung erfiillt ist. Dies
gilt sowohl fiir Selektions- als auch fiir Dekremententafeln.
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Schlusswort.

Wir fassen den Inhalt der vorliegenden Arbeit kurz zusammen.

An Hand einer bestimmten Versicherungsform — wie sie etwa
durch den Plan der steigenden Dividende mit Wartezeit verwirklicht
wird — studierten wir die Ubertragung bekannter Gruppenmethoden
auf die Reserverechnung, wenn als Rechnungsgrundlage eine Selek-
tions- oder eine Dekremententafel gewéhlt wird.

Wir erhielten unter gewissen Voraussetzungen folgende Resultate:
Wenn wir mit einer Selektionssterbetafel rechnen, so kann die Methode
von Lidstone angewandt werden, sobald die seit dem Versicherungs-
beginn verflossene Zeit gleich oder grosser als die Dividendenwartezeit
ist. Die Methode von Jecklin kann auf Selektionssterbetafeln iiber-
tragen werden; ferner auf doppelt abgestufte Dekremententafeln.
Dabei ist stets nur nach einer Grosse, der abgelaufenen Zeit, zu grup-
pieren. Fine doppelte Gruppierung, namlich nach der verflossenen
und nach der vereinbarten Versicherungsdauer, ist nur bei den dreifach
abgestuften Dekremententafeln erforderlich. Die Reserve der so
erhaltenen Untergruppen kann ebenfalls nach der Methode von
Jecklin berechnet werden.

Die Methode von Jecklin ist vermutlich nicht nur zur Ermittlung
von Reserven in der Lebensversicherung geeignet, sondern kann auch
bei andern Zweigen der Personenversicherung angewandt werden.
Wir denken dabei insbesondere an die Krankenversicherung und an die
Invaliden- und Witwen-Pensionskassen, wo sie gegebenenfalls zur
Berechnung des Kassenfonds grosse Dienste leisten konnte.
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