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Eine versicherungsmathematische
Beziehung bei Gesamtheiten mit mehreren
RAusscheideursachen

Von Dr. P. Giittinger, Basel

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, wie bei Gesamtheiten mit
verschiedenen Ausscheideursachen Barwerte fiir kompliziertere Ver-
sicherungsformeln auf Grund einer einfachen Beziehung bestimmt
werden konnen. Macht man némlich fir die Auszahlung der Leistungen
gewisse Voraussetzungen, so kann eine allgemeine Gleichung ab-
geleitet werden, welche bei vielen praktisch vorkommenden, ver-
wickelteren Versicherungsarten eine verhiltnismiissig einfache Be-
stimmung der benétigten Kommutationswerte erlaubt. Diese Ver-
einfachung ist insbesondere von Bedeutung bei der Berechnung von
Barwerten mit steigenden Leistungen (Renten oder einmalige Kapital-
leistungen) und kann fiir den Gruppenversicherungsmathematiker
von besonderem Nutzen sein.

Um die Ableitungen klarer zu gestalten, wollen wir zunichst
einige allgemeine Voraussetzungen und Definitionen vorausschicken:

1. I, sei eine Gesamtheit, aus welcher alle diejenigen Mitglieder
ausscheiden, die irgend ein Ereignis 1,2 ... bis n trifft. Die Ausscheide-
ordnung dieser Gresamtheit ist dann definiert durch die Gleichung:

1 d L d lnL
1 . L - ==
( ) L(n) d T Zlu(n

wobei p(‘n), Loy «+ -+ My die Ausscheideintensitiiten fiir die Ursachen
1, 2 .... bis n bedeuten.

2. Ly sel eine «Ober»-Gesamtheit, welche auch solche Mit-
glieder umfasst, die bereits durch die Ursache n aus der Gesamthert
Ly, ausgeschieden sind. Man kann auch hier analog zu (1) setzen:
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wobel ,u{'n_l) = Ausscheideintensitit durch das Ireignis § aus der
Obergesamtheit I, ;, unbekiimmert darum, ob das Iireignis =
schon eingetreten ist oder nicht.

3. Die Gesamtheit L, besteht also:
n) aus der geschlossenen Gesamtheit L,
b) und der offenen Gesamtheit {L(,,H) —L(n)} = (‘")A(n_,l)

4. Wir wollen ferner eine geschlossene Gesamtheit einfiithren,
und bezeichnen diese mit

(n)L (n-1)

s soll sich dabei um eine Gruppe von Mitgliedern handeln,
welche das Freignis » bereits hinter sich haben, jedoch keine Neu-
zugéinge durch Kintritt des Kreignisses n mehr aufnehmen. Es ist
also ein Bestand, der infolge der Ursachen 1, 2... bis n—1 ausstirbt.

Wenn wir daher unter ®uf , die Abgangsintensitit infolge
Ursache § nach bereits erfolgtem Kreignis n verstehen, so gilt auch
fiir diese Gesamtheit die Gleichung:

(3) L APy A"y NV,
(), et} arT aT

5. Nach vorstehenden Definitionen lassen sich nun leicht die
folgenden formelmissigen Zusammenhiinge zwischen den in 1. bis
4. beschriebenen Bestidnden .gmfstellen:

T -

I, g

(4’) L n-1) — L n) (n)/l -1y — /L . i tﬂn (T’) - (n-1) dT
(n-1) (n) (n-1) ()( )!() ”L(M)(T’)

-0

(5) ‘L(n) ' Iu'%n) -+ (n)A(n—l) ' (n)iug(.n—l) = L(n—l) Juy(.n—-l)

G=1,2...n—1)



— 61 —

Besondere Voraussetzungen beziiglich Versicherungsleistungen

Es sollen nur diejenigen Leistungen ins Auge gefasst werden,
welche bei Fintritt des Ereignisses ¢ fillig werden. ks soll ferner nur
dann eine Leistung in Frage kommen, wenn ausser der Usache n
noch keine andere Ausscheideursache eingetreten ist. s ist also z. B.
eine Rente oder ein Kapital nur dann fillig, wenn

a) entweder die Ursache 1 als erste eintritt,
b) oder n das erste, v das zweite Ereignis ist.

Der Barwert der Leistung im Zeitpunkte der Filligkeit soll eine
Funktion von folgender Form sein:

ANTY) - U(T,)

Dabei ist T, der Zeitpunkt, in dem entweder das Ereignis ¢ oder n
stattgefunden hat, also der Zeitpunkt, wo die Gesamtheit L(n) den
ersten Abgang erfuhr. T, ist der Zeitpunkt, in dem das Kreignis 1
eintritt. Mit andern Worten ausgedriickt: Die Hihe der Leistung
" wird in dem Moment fixiert, sobald Ursache 7 oder n eintritt.
Der Barwert A hingegen fiir die Leistung «1» soll nur von dem Zeit-
punkte des Ireignisses ¢ abhingen.

Der Barwert der sofort falligen und der anwartschaftlichen
Leistungen (Renten oder Kapitalien), welehe durch Auflésung der
(tesamtheit im Zeitraum T bis 1" 4 dT" bereitgestellt werden miissen
(diskontiert auf den Zeitpunkt 1" = 0), lisst sich in folgender Form

darstellen:

(6) AT o™ « Ly (T U (T7) x
[, 4 [ Wl n ] (n,, el Uy T (n)L(nﬁl)(Tﬂ) Iy
X 14“(11)(1 )A (l ) +1u‘(n)(1 ) M(wl)(l )A (1 )'U‘ ' '_(;)T_“Fdf”
(ll "'(n~1)( )
Mit der Abkiirzung
(M Dy (1) = 0" Ly (1) {afyy (T) A*(17) +

(R)L_(na-l) (TH)

+ iy (1) / Oy (17 AH (L) 0" O (1)

i

il
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findet man als Barwert aller Leistungen, die von der Ursache ¢ her-
rithren (berechnet auf den heutigen Zeitpunkt 7'):

. 1 S
8 Bl = ——u— [ U".'D !
wenn
o) Dyy(T) = Ly (1) - 07

Wenn man die iibliche Bezeichnungsweise fiir die Kommutations-
zahlen beniitzt, haben wir:

(10) S = [Dy-dT = N
S =] Ny aT"

S(k) — /‘zs(lrl) d T'
usw.

wodurch B(T) dargestellt werden kann als:

Z ay, - SE(T)

(11) BH(T) = D

Um diese Kommutationszahlen zu berechnen, geht man gewohn-
lich so vor, dass man iD(n) gemiiss Formel (7) bestimmt, was meistens
eine ziemlich zeitraubende Arbeit ist. Durch Umformung der Formel

(12) Ny = [ Dy’

lisst sich fiir *N, im allgemeinen eine viel einfachere Berechnungs-
weise erzielen, welche in gewissen speziellen Fillen sicher schon
mancher Fachkollege angewendet hat.

Wir haben nimlich:
(13) Moo= | dT’[vT’LmT)uw( )45 (T) +

(ﬂ)(T)

“o () wg, iy f Dttiayy (T7) A*(T7) 0™ - Ly, 1y (T7) A T

i
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Durch Vertauschung der Integrationen von 1" und 1" ergibt sich:
(Es ist zu beachten, dass bei festem 7" die Integrationsvariable T"
hochstens = T sein kann!)

(1) Ny = [aTroT 4F (T {LW(T") iy () -+
0L, (1)
(00 [ Ly (104 (0 2 -4

tlv

Wenn wir die Beziehung (4) unter 5. beriicksichtigen, vereinfacht
sich der Ausdruck (14) zu:

» Ny = [T 449 x

"L (T") |,

(n) L(_nj[; ( T) n« ,) ’

o {LW (T7) ey (%) + i, (T7) [‘"’A(M, (1) —

Unter weiterer Beniitzung von Gleichung (5) ergibt sich dann:
(16) n) fd Tu add Ai(T.-f) . L(n—l) (Tu) 'an—l)(Tl’) .

. . L - (_[hf)
mn l” i (n-1) (n "
— {L(n—l) — L(n)} fd v (T ) (")L(n— (T) }Au'(n—l) ( T )

T

oder abgekiirzt geschrieben:

{N (n)M": Mi
(n-1) (n-1)
(17) L(n D( ) + {L(n 1) L(n)} ‘ —(1;\5( —:1; ~—'L(j"‘l) ) =

Wesentlich an dieser Formel ist nun, dass sie nicht mehr gilt, wenn

‘N(ﬂ) 3y (R)M("n_l) llnd 'ZVI(’:W;"I)

durch thre einfachen oder héhern Summen ersetzt werden. Man sieht
dies ohne weiteres ein, wenn man in Gleichung (13) an Stelle dT1"
die Grosse d1"-T'¢ setat, wobei g > 1.



Der Ausdruck

— st also der Barwert einer Leistung, welche fillig wird, wenn
das versicherte Ereignis ¢ als erstes oder als zweites nach dem
Ereignis » eintritt. Die versicherte Gesamtheit ist hier eine
solche, welche anfinglich nur aus solchen Mitgliedern be-
steht, die noch durch keines der Kreignisse 1, 2... bis n
betroffen worden sind.

(n)Mi
) st der Barwert einer Leistung (Rente oder Kapital), welche

"Dy tillig ist bei Eintritt von Ereignis 4, sofern keine der Ursachen
1, 2... bis n—1 vorher eingetreten ist. Versichert wird hier
eine Gesamtheit, fir welche das Ereignis » bereits passiert
ist. Hs handelt sich ferner dabel um eine geschlossene Gesamt-
heit, welche keine spétern Zuginge infolge Fintritts von
Ursache n mehr erhilt.

M‘i
-1 . . . i g . s .
#’—-)— ist der Barwert emer Leistung, welche fillig ist bei Fintritt
1) yon Freignis 1, und zwar innerhalb der versicherten Ober-

gesamtheit L, ,, welche alle Individuen umfasst, die von
einem der Ireignisse 1, 2... bis n—1 noch nicht betroffen
worden sind.
Gleichung (17), die man nach einiger Uberlegung direkt hitte
hinschreiben konnen, entspricht in einem speziellen Fall der Schdrtlin-
schen Formel:

(18) 1 (2% 4 2 + (L, — 1) al =1,- 3,
und ebenso:
(19) f2e A + 1 Ai =14,

Diese letztere Formel lisst sich direkt aus (17) ableiten, wenn
das Ereignis n als Tnvaliditit und ¢ als Tod angenommen wird.
Es 18t dann ferner ,u'(in) = ug® die Sterbensintensitit als Aktiver
und ("‘);afn_” die Sterbensintensitét der Invaliden. Da
4% =1—d(a% + am
g'ix - ]. — CZ L} aﬂ:

folgt aus (18) direkt (19).
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Beispele:
Es soll an den folgenden Beispielen gezeigt werden, wie Gleichung
(17) zur Vereinfachung von Berechnungen verwendet werden kann.

Beispiel 1. Gesamtheit L, = 3*], Ehepaare, bet denen der
Mann noch aktiv ist. s soll eine Witwenrente, deren Hohe mit dem
Dienstalter steigt, ausgerichtet werden. Wir bendtigen fiir unsere
Rechnungen die Grossen

aw Saaw + Saiw

zy x|y |y

Anstatt nun die Werte von Dg%" und I g;;;’ nach Gleichung (7) zu

berechnen, wollen wir Gleichung (17) anwenden. Is ergibt sich da
folgendes:

N\T aw TIWw w
(20) [ Ji;)iﬂ'j;ﬁ (11, — 121) ?fly =l zj)u
ay ay
oder auch:
(21) lg" - ag, o =8, atcillz’; =1, afm
Zur Bestimmung der N7 kann folgende Formel verwendet werden:
(22) Vg“; i T};:'U o (D . ])'(;3) .;2}‘:]

Ein spezieller Fall liegt vor, wenn

/.(-;i = U, und i a‘ﬁ

z|Y x|y

(z. B. Schweizerische Minimalgrundlagen fiir Gruppenversicherungen.)

Dann gilt némlich nach Gleichung (20):

h alw Nw
5] Ty . Tlaly . W
(“'}) I)au, o D - oder a‘L'}II o ai'l!l
. sy

eine Beziehung, die selbstverstiindlich ist, wenn pl = u..

Die Kommutationszahlen N lassen sich dann leicht rechnen
durch eine einfache Multlplll\&tlon
. ATaw aa
(24) ely l)u/ J:W

woraus die Grossen Sp7 = X NI gewonnen werden konnen,



— 66 —

Es muss an dieser Stelle noch darauf hingewiesen werden, dass
alle in diesem Beispiele abgeleiteten Formeln in der genau gleichen
Form gelten, wenn man von der kontinuierlichen zur diskontinuier-
lichen Darstellung iibergeht.

Beispiel 2. Witwenrentenversicherung mit jihrlichen Priimien,
Primienbefreiung im Invaliditidtsfalle. Ferner Riickgewdihr der be-
zahlten Priamien, wenn Frau vor dem Manne stirbt.

Zur Berechnung der Riickgewihr bendtigen wir die Grossen:

_ Dt
(25) 0y = D‘“‘[‘uy—}-m f ,uyh-%dr

0

In diesem Falle ergibt Gleichung (17) folgendes:

aa Mmy aa
(26) lzy I)aa + ( lxy) '

My M

Il_l. xy

D, % D

ry

und fiir den Spezialfall u’ = u, erhalten wir:

Daa Daa
ﬁ,l g

@) Moy = M, 5% = M
D, D,

woraus Riy =X My, usw.

Beispiel 3. FErlebenstallversicherung auf das Leben z, Primien-
zahler z. Primienzahlung hort auf, wenn x stirbt. Das Kapital (oder
auch eine aufgeschobene Rente auf das Leben z) wird nur fillig,
wenn z das Terminalter z - n erlebt. Stirbt z vorher, so werden die
von z bezahlten Préimien zuriickerstattet. Die Nettoprimie fiir diese
Versicherung ist demnach bestimmt durch die Gleichung:

1 Dz-i-'n
(28) p. a‘a:a:?ﬂ &= T + (P sz |

Z

Fir den Barwert B, findet man:
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(29) | n

. j 1

Bmc:ﬁ]: J l f{-ttckt lc-H l.r»l—t < + P lx-H ' lz-}-l 'Ut ' A:-l—!:m} ot dt
%'s ¥

Bezeichnet man mit 4, 5; die Grosse
(30) Bpoiy = 15 1 Dyt Dyl A
50 1st:
bf(s:c»l—t’,3+!:ﬂ—|.t -dt .U/.dt /ax+t!,a+z':n—m dt
B) Bug =t A

Bei diskontinuierlicher Schreibweise hat man:

n-1
=
2_’(’5 + 1) ‘5x+t,e+::ﬁ?ﬂ
0
(32) B 2:__i e e
rzin ])xc
wobet:
e N [V 1
(5";) O:c::}‘i] =, lz Dm—|~ A . i e -Dw TER d:+‘/z ' Az+',§:!¥4€1

Fithrt man nun noch folgende Kommutationszahlen ein:

n-1
-
(3‘1) 'pu:::m = : r(swi-t,s-kt:ﬁf!"\
0
und
n-1 n-1
\ | N | R
(35) 6.1'::‘_{] = : ,”x+t.:+t:m - (t + 1) ()J:~H, zhtin-t]
0 0

so erhalten wir:
G...
xzin)
B:c- m = ——

(36) R D,,

Statt nun die Werte ém;ﬂ nach Formel (33) zu berechnen, kann
man Gleichung (17) verwenden, wobei die Gleichung:
'Vx.,.',ﬂ A/Ic - l‘/[: -+n . .
37 5% =-————— zu einer sehr einfachen Berechnungs-

D, D,

n-1

weise von v, . und somit auch von o, 5 = E Vyri:epe0r) Lubrt.
0



Beisprel 4. Die Versicherungsart soll hier im wesentlichen die-
selbe sein wie in Beispiel 3. Nur soll noch fiir den Pramienzahler z die
Pramienbefreiung im Invaliditatsfalle mit eingeschlossen werden. In
diesem Falle ist nun die Bedeutung von Gleichung (17) etwas zu
erweitern in dem Sinne, dass die Ursache n als «Ausscheiden aus der
Aktivengesamtheit» I5* zu betrachten ist, so dass:

Juzl) :___‘u;a o 'b.L

Wie leicht zu beweisen ist, haben wir in diesem Falle analog zu
(37):

aa ]

Voarn] Mz _IWZ-HA

D D,

: 1 "
woraus sich 637 o aus vl o = Dyl - 4, 5 berechnen lisst.
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