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Zur Berechnung der Erneuerungsiunktion
nach einer Formel von V. A. Kostitzin
Von H. Hadwiger, Bern

Bedeutet die nie zunehmende, nicht negative Funktion
ply (= 0)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine einzelne Person mindestens
t Zeiteinheiten einer Personengesamtheit angehort (Uberlebenswahr-
scheinlichkeit), so nennt man die Losung ¢(x) der Integralgleichung

¢

(1) L= p() + [ p(t—2) pla) da

0

bekanntlich Ernewerungsfunktion fir den stationdren Fall (Personen-
gesamtheit von konstantem Umfang). Hinsichtlich der umfangreichen
Literatur vergleiche etwa I. Zwinggi 1).

Fiir eine besondere stiickweise analytische Uberlebenswahrschein-
lichkeit (Gesetz von Achard) gibt H. Schulthess ?) die vollstindige
Loésung der Integralgleichung (1).

In der vorliegenden Arbeit soll die Frneuerungsfunktion berechnet
werden, die zur Uberlebenswahrscheinlichkeit

(2) plt)y = e (1428  (A=0)
gehort.
Far kleine t gilt
222
3) pi) ~e

1) E. Zwinggi: «Das Problem der Erneuerung», Festgabe Moser, Bern. 1931.
Literaturverzeichnis S. 161—162.

2) H.Schulthess: « Uber das Erneuerungsproblem bei Verwendung eines ana-
lytischen Sterbegesetzes.» M. V.M. Heft 33, 1937.



so dass die gewihlte Funktion als Ersatz fir die Gausssche Funktion
betrachtet werden darf. Die beiden zu vergleichenden Funktions-
kurven haben im Punkte ¢ = 0 eine gemeinsame horizontale Tangente,
welsen dort die gleiche Krimmung auf und besitzen ausserdem im

1
gleichen Punkt ¢ = " je einen Wendepunkt.

1
@ a0 =1 pO) =0 pO)=—2 p(5)=0

Diese speziell gewiihlte Uberlebenswahrscheinlichkeit soll uns
Gelegenheit bieten, die Anwendung einer Formel von V. 4. Kostitzin 1),
nach der die Erneuerungsfunktion in geeigneten Fillen ermittelt
werden kann, in allen Einzelheiten durchzufithren. Dass sich die
gesuchte Krneuerungsfunktion eventuell auf andere Art miiheloser
berechnen lasst, ist mit Riicksicht auf das oben genannte Ziel hier ohne
Interesse.

Kostitzin erhiilt neben allgemeineren Resultaten fiir die Integral-
gleichung (1) die folgende Auflésungsformel:

(5) p(x) = Qﬂift [gp(g) 1] dé (i =1-1),
WO o
(6) P(E) =[5 p(t) &t

0

ist, und der geradlinige Integrationsweg von @ —1i> bis o + 1
so gewdhlt ist, dass die Singularititen der Funktion

1
& P(§)
alle links von der Integrationsgeraden liegen, so dass der Integrand
von (5) in der Halbebene R[&] = o 2) reguldr ist. Auf unser Beispiel

eintretend, haben wir zunéchst die « Transformierte» P(&) der Funktion
p(t) = e (144t) zu bestimmen. Es wird

1) V. A. Kostitzin, Mémorial des sciences mathématiques LXIX, 1935, S. 11.
?) RI£] bedeutet hier wie in der Folge den Realteil der komplexen Grosse &.
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o0

P(E) = [ e~ e (142t) dt

0
x/ ('g—(i-+$)t dt + A[()—(ﬂ.»#é')t ¢ dt
0 0

und nach elementarer Rechnung

1 A 24 4 &

“7+e b (A+82 (A4 8?2

(7 P(g)

I'ir unsere Zwecke benétigen wir den Ausdruck

" L e @
£ P(&) £(22+¢) £(2448)

Die Pole dieser gebrochenen rationalen Funktion liegen in den beiden
Punkten & = 0 und & = —22. Um die Voraussetzung, die fiir den
Integrationsweg in der Darstellung (5) angeschlossen wurde, zu er-

filllen, geniigt es, etwa @ = 1 zu wihlen.
Wir erhalten somit fiir die gesuchte Erneuerungsfunktion nach

(5) und (8) die Integralformel
1+ico )
A2 g~

) 0@ =5 | spirs ©

1-100

wo die Integration iiber die Gerade R[&] = 1 zu erstrecken ist.
Wir wihlen nun eine positive Zahl a beliebig, aber so gross, dass

(10) V14 a2 > 22
ausfillt. Ferner betrachten wir sechs Integrale

A2 g
J - € aE (r=0,1,23,4,5)
Q1 E(2148)

c

»

der in (9) auftretenden Funktion lings sechs verschiedenen Wegen
C,(»=0,1, 2, 3,4, 5) der &-Ebene, deren Gestalt und Orientierung
der Tabelle (11) und der nachfolgenden Figur zu entnehmen ist.



(11)

Fig. 1.

Zuniichst zerlegen wir

JO:J1+J2+J3:J2+'J4+J1“+‘Js“‘"'];

Cy Weg von bis
Co | Gerade . 1—t2co | 141400
C, | Geradenstiick l—i<c | 1—1a
C, | Geradenstick 1—ia | 14240
Gy Geradenstiick .o 14+1a | 1410
C, | Kreishogen |[&|=1)1+4a? in der
Halbebene R[&]) <1 |
Cy | Kreis : 5' —V/1+a? positiver f
Orientierung
\
1-+ia
1—ia
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Nach den Integralséitzen der Funktionentheorie gilt
o+ Jy=J5,

da wegen Voraussetzung (10) die Singularititen des Integranden im
Innern der geschlossenen Wege Cy + €, und C; liegen.

Ks wird nun
Jo=ds+J1+ I3 —Jy,

woraus man die Abschitzung
(12) | Jo—d5| < ||+ |JTs] 4+ |4

gewinnt. Nun gilt es, die drei rechts stehenden Betrige weiter abzu-
schiitzen. In den Integralen

l-ia
A e . oy 2
oy = oni | FRATE d& (mtegriert iber Cy)
1-ico
und
L4ico
J # e d& (integriert ither C,)
- ) 't iiber
T oqi | EQA+E g ’
1-+Hia

substituieren wir & =1 -+ 18 und erhalten

—&

, R et s
L7 9n | +iB) @A+1+4B)

—Cco

Ebenso

oo

5 A% ¢? e i
T o2a | (1+ip) 2A-+1+1B)

a

Aus diesen Darstellungen gehen mit Ricksicht auf die Beziehungen

(ﬂ'mﬁ’<1, '1_}_¢ﬁ|>[5 ; 122+1—!—iﬁ’>]ﬁ‘,
ap|=ap, |p|=p*




die Abschétzungen

e [ ap et [dp
| | -
1J11< 2 FE iJ3!\_2_;_ 75»—2—
hervor, oder also
A2 (lx
(13) | Iy <—
27 a
. At
(14) |Js] <
Qra

Wir benétigen weiter noch eine Abschitzung fiir !J 4i‘ Zur Behandlung
des Integrals

o 2= : e
il == 2:172/5(22—}—5) dé (integriert iiber C,)

eignet sich die Substitution & = J/1+ a?- €™, durch die das Integral
itbergefithrt wird in

276y
A2 s/ T i el® do
Jj=—071 € Ve - s (B, = arc tga)
27 22+V1_’_a2ele
B

(Vergleiche Figur 1.)
Nun gilt
1224+ V14 a2e®| > V1 +a2—22

V114 a2 cos0 <1 (8, <6 <2a—6,),

woraus die Abschiétzung resultiert

27-0
, Az ¢* do
J,| < ——
27 | )14 a2—22
0o
oder
A2 g”

(15) Iy | < ———

1+ a2 — 22



= B8

Verwerten wird die Beziehungen (13), (14) und (15) fiir die Abschitzung
(12), so gewinnen wir

: =1l i
Jo—Js| < A2 + e
e )14 a2 —22
Da nun aber a beliebig gross withlbar ist, kann die rechte Seite dieser
Ungleichung beliebig klein gemacht werden. Daraus schliessen wir,
dass
(16) gy =4

5

seln muss.
Da nun J, das Integral (9) darstellt, kann nach (16) geschrieben

werden:
5 A2 e i
=520 | eat e

CI‘5

Nach einfacher Umformung gewinnen wir die Darstellung

. s df 1 iz dé
"’(x)_?lzm;_ P AR YR

Nun benutzen wir noch die Cauchysche Integralformel und erhalten
endgiiltig:

A
(17) p@) =5 [1— %]

Die Erneuerungsfunktion ist in unserem Falle eine monoton gegen

A : :
den asymptotischen Wert ry ansteigende Funktion.

el

In der @iber das Erneuerungsproblem bestehenden Literatur wird
oft machdriicklich auf einen wellenférmigen Verlauf der (nicht-
konstanten) Erneuerungsfunktion hingewiesen. Das hier durchge-
rechnete Beispiel zeigt, dass diese Aussage nicht uneingeschrinkt gilt,
sondern in bezug auf den Verlauf der Uberlebenswahrscheinlichkeit an
gewisse Voraussetzungen gebunden ist, die jedenfalls die von uns ge-
withlte Funktion ausschliessen miissen.
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