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Probabilités expérimentales, probabilités
corrigées ef probabilités indépendantes

Par Emile Marchand, Zurich

(‘e mémoire contient six chapitres:
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1.
Probabilités expérimentales.

Soit un grand groupe d’assurés, tous actifs, tous

de méme dge .

1" désigne le nombre d’assurés de ce groupe,

di* le nombre d’agsurés de ce groupe qui mourront
avant d’avoir atteint 1'dge x -4 1, étant restés
actifs jusqu'a leur déces,

1% le nombre d’assurés de ce groupe qui deviendront
invalides avant d’avoir atteint 'dge = - 1,

. L N L
o, le nombre d’actifs de ce groupe & I'dge z | 1.

aa ac 700 a
l:t:H . Za: _—dx —"Im



(Pour raigson de simplification, nous supposons que,
pendant l'année d’observation, il n’y a aucune nouvelle
adhégion, ni aucun départ dans ce groupe, autres que
ceux dus au déeds ou & l'imvalidité.)

pyt désigne la probabilité qu'un assuré actif d’Age «
soit encore actif & U'dge x -+ 1,

ae
ae ol
Pe = Jaa
'z

¢y désigne la probabilité expérimentale 1) qu'un actif
d’age 2 meure avant d’avoir atteint I'dge x - 1,
étant resté actif jusqu’a son déees, des cas d’in-
validité pouvant se produire avant le déces

aa
ae dfb

qm T qaa ?
Z:1:

i) désigne la probabilité expérimentale qu'un actif
d’age 2 devienne invalide avant d’avoir atteint
lage = -+ 1, des déces d’actifs pouvant se produire
avant 'invalidité,

T

jo Lo

® T Jac

T

e Joa __ qos__ @

a x4+ 1 . T &€ ‘._E}._ o I acu _— '(ﬂ)
Po = = =1—q¢'— @)

x 4

1) Nous avons emprunté les dénominations de probabilités
expérimentales et de probabilités corrigées a la publication du
Bureau fédéral des assurances: «Bases techniques pour l'assurance
de groupes» — Berne, 1931, page 5, en donnant, & vrai dire, &
I'appellation de probabilités corrigées un sens différent de celui
que lui a donné le Bureau fédéral des agsurances.
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Probabilités corrigées.

Nous définissons la probabilité corrigée annuelle
comme suit:

La probabilité corrigée annuelle de 'arrivée d'un
événement & la suite d'une cause bien déterminée
(probabilité corrigée annuelle d’extinction) est égale au
nombre des sinistres provoqués par la cause envisagée,
pendant l'année d’observation, divisé par le nombre
de tdtes exposées au risque, les sinistres provoqueés
par une autre cauge que celle envisagée étant consi-
dérés comme des sorties s’étant produites, pour la
moitié des sinistres, au début, pour lautre moitié, & la
fin de 'année d’observation.

Dans le groupe que nous étudions, nous définissons
done le nombre de tétes exposées au risque annuel de
déees par 'expression

(]

ac T
B sl L

2
¢ désigne la probabilité corrigée qu'un actif d’dge
meure avant d’avoir atteint 'age x - 1, le nombre
de tétes exposdes au risque de déces étant corrigé
pour tenir compte des cas d'invalidité d’actifs se
produigsant avant le déces,

qu(c) — __“___C_'I___ o
" @
. @
tzt:a ic)j
a(c) qi:“ 2
I @
2 Yx
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De méme, dans le groupe observé, nous définissons
le nombre de tétes exposées au risque annuel d’invalidité
par lexpression

o %
€ 2
1, désigne la probabilité corrigée qu'un actif d’age z

devienne invalide avant d’avoir atteint U'dge © -+ 1,

le nombre de tétes exposées au risque d'invalidité

étant corrigé pour tenir compte des déces d’actifs
se produisant avant Uinvalidité

_ I(t
B =i
T
¥ 2
(e)
of o Fb.
30 — . :_’El___?;. (3)
9 Uz

Les probabilités corrigées ¢& et i) ne peuvent
étre envisagées que comme des valewrs approximatives
pour les probabilités annuelles d’extinetion dans des
ordres simples,

‘;‘“) dans un ordre simple d’extinction par déces, obtenu
en considérant la mortalité comme la seule cause
d’extinetion;

dans un ordre simple d’extinction par invalidité,
obtenu en considérant 'invalidité comme la seule
cause d’extinction.
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Les probabilités expérimentales en fonction
des probabilités corrigées.

Les relations (2) et (3) expriment les probabilités
corrigées d’extinction en fonetion des probabilités expé-
rimentales; il est aisé d’établir les probabilités expérimen-
tales d’extinction en fonction des probabilités corrigées.

De la relation (2), on déduit

’l:(e)-“ K (u(c)____ aa)
[ qa(c) Q:L Qa:

T

et de la relation (3)

' . 1
@) =) (1—3 )
d’ott

aa

Qe = q(x‘((:)

i g2 .0

De méme, par analogie 1)

Tl
. 2
0 — 40 (5)

L AR
=z @f=4P

En remplacant dans la formule (1) les probabilités
expérimentales ¢%* et 1" par leurs valeurs telles qu’elles
résultent des relations (4) et (5), on a

') Les relations (4) et (5) correspondent aux formules (16)
du mémoire:

«Die zahlenmiissige Berechnung der «unabhiingigen» Wahr-
scheinlichkeiten aus den «abhiingigen» und der «abhiingigen»
Wahrscheinlichkeiten aus den «unabhiingigen» —— Paul Spangen-
berg — 10me Bulletin de I’Association des Actuaires suisses, 1915,
p- 39.
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LV.
Théoreme.

Lorsque deux causes d’extinction I et II agissent
simultanément sur un groupe d’assurés, les probabilités
annuelles que Passuré ne soit pas atteint pendant Pannée
d’observation par 'une au moins des deux causes d’ex-
tinction sont fournies par I’expression

ru_ 1= (0—g) A—g)

& Lo I
1_71'%:'9:1:

i

q! et ¢!! étant les probabilités corrigées annuelles
d’extinction.

Nous sommes arrivés & la formule ci-dessus en
partant des deux causes d’extinction: déeés et mvalidité.
Il est évident qu'aucune des hypothéses faites n’empéche
(’admettre comme point de départ une autre collectivité
que celle des assurés actifs. Par exemple, on peut
partir d'une collectivité d’assurés célibataires ot envi-
sager, comme causes d’extinetion: le déces et le mariage,
ou encore dune collectivité de veuves, et envisager
comme causes d’extinction: le déces et le remariage.

[ordre des actifs se détermine de la maniére
suivante:



as  __ jac  .aa
T+1 l:z * P

aa __ jaa | pan
2+2 = lgg1* Py

---------------

ot la probabilité pi* est fournie par la formule (6).
Le point de départ sera un dge o pour lequel I'* =1,
¢’est-a-dire pour lequel on admet que tous les assurés
a cet dge-1h sont actifs. L'ordre des invalides se dé-

termine simplement par soustraction.

&

-----------------

Si nous envisageons l'ordre des veuves, le nombre
des veuves se détermine de la maniére suivante:

................

ww w00
ly-l-l o l-u P_,,

ww o que
y+2 7 Tyl py"f-l

----------------

ot pi" est la probabilité annuelle quune veuve d’ige

Yy soit encore veuve & I'dge y -+ 1,

1 —(1—g¥) 1—="1)
e

AW
Dy = ]

g étant la probabilité corrigée qu'une veuve d’ige
y meure avant d’avoir atteint 'dge ¥ -+ 1, le nombre de
tétes exposées au risque de déces étant corrigé pour



s BB =

tenir compte des cas de remariage de veuves se pro-
duisant avant le déces, et

whfj’, la probabilité corrigée qu'une veuve d’dge y se
remarie avant d’avoir atteint 'dge y + 1, le nombre de
tdtes exposées au risque de remariage étant corrigé pour
tenir compte des décés de veuves se produisant avant
le remariage.

Iordre des veuves remariées se détermine simple-
ment par soustraction.

hh 7 quw
l.w - l!l l‘!l
thh _quw
ly+1 - lny Zy+ 1
V.

V. Probabilités indépendantes.

On sait que Karup, en 1875, introduisit — 1) ot
un événement peut étre provoqué par plusieurs causes —
les probabilités indépendantes, désignées aussi sous le
nom de probabilités absolues, probabilités pures, pro-
babilités idéelles.

La probabilité indépendante annuelle de larrivée
d'un événement & la suite d’une cause bien déterminée
(probabilité indépendante annuelle d’extinetion) est égale
aunombre des sinistres provoqués par la cause envisagée,
pendant P'année d’observation, divisé par le nombre
de tétes exposées au risque, les sinistres provoqués par
une autre cause que celle envisagée n’ayant aucune
influence pour la détermination du nombre de tétes ex-
posées au risque. Ces agsurés sinistrés sont censés étre
remplacés immédiatement par d’autres soumis au risque
envisagé, dans la méme mesure que les assurés du groupe.



La différence entre les notions de probabilités cor-
rigées et de probabilités indépendantes d’extinetion réside
dans la constatation suivante: pour la détermination de
la probabilité corrigée, les assurés «remplagants» sont
soumis au risque envisagé pour une durée approximative,
a savolr la moitié de ces agsurds pour une année, et 'autre
moitié pag du tout, ou, ce qui revient au méme, tous
pour une demi-année. Pour le calcul de la probabilité
corrigée, nous faisons la supposition d’une répartition
uniforme des sinistres pendant l'année d’observation,
tandis que pour la détermination de la probabilité in-
dépendante, il est nécessaire d’établir le nombre des
sinistres d’'une maniére rigoureuse, sans faire de suppo-
sition particuliére pour la répartition des sinistres pro-
voqués par une autre cause que celle envisagée.

On sait que U'introduction des probabilités indé-
pendantes d’extinetion a permis & Karup de donner une
forme simple & la probabilité qu’un événement sur lequel
plusicurs causes agissent ne se produise pas. La proba-
bilité que, dans le courant d'une année, un événement
qui peut étre provoqué par plusieurs causes ne s’accom-
plisse pas est égale au produit des probabilités indépen-
dantes annuelles correspondant & la non-arrivée de
chacune de ces causes.

Soit une collectivité (T:1I) d'un grand nombre
d’assurés, tous d’dge w. Deux causes, I et 1I, agissent
simultanément pour réduire le nombre des assurés de
cette collectivité & partir de cet age w.

Définissons par

[C’U:’,’! le nombre des assurés de la collectivité (I: II) &
lige w -} 1, qui n’ont pas 6té sinistrés, ni par
la cause I, ni par la cause II;
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ZC{J,H le nombre des assurés & U'dge o 1, s1 la cause
I avait agi seule;
le nombre des agsurés a l'dge w ¢, si la cause
1T avait agi seule;

lw -4

l'l Zw L+

1 —
ch‘l-t - '*’""'""l_" o
wti

la probabilité indépendante annuelle d’extinetion
correspondant & Parrivée de la cause [; autrement
dit, la probabilité annuelle de sortie d'une col-
lectivité (I), en désignant ainsi la collectivité des
assurés si la cause I agit seule et dont, an début
des observations, le nombre est

I g1,
lw_lw ’

. l_ce{ll by lwlt:—l
qw-}‘-l - lu

la probabilité indépendante annuelle d’extinction
correspondant & larrivée de la cause IT; au début
des observations, le nombre des assurés de la
collectivité (LI), est
L
pELL - Na probabilité annuelle qu'un assuré d’age o -+ ¢

ne sorte pas de la collectivité (I:1I) avant
d’avoir atteint I'dge o 4 ¢ 41

ll Il
gl el
Py = il

w-

L’application du théoreme de Karup fournit pour

1:1
puth la valeur

Iclolnlt B (1_‘% +1) (1~ fli)[;-t)



Définissons encore par

dff}_, le nombre des assurés qui sortiront de la collee-
tivité (I: II) par suite d'un sinistre provoqué
par la cause I, aprés avoir atteint I'dge w 4 ¢
ot avant d’avoir atteint I'dge w ¢ 4 1;

d!1Y, le nombre des assurés qui sortiront de la collec-
tivité (I: II) par suite d’un sinistre provoqué
par la cause II, apres avoir atteint I'dge w - ¢
ot avant d’avoir atteint 'dge w ¢ + 1;

gh?),  la probabilité expérimentale annuelle d’extinction

correspondant & larrivée de la cause I;
¢, la probabilité expérimentale annuelle d’extinetion
correspondant & larrivée de la cause I1;

1(e) 11(e)
o _ Gwtt e Yoil
Qo+t = L ) = VRO
w--t '
LI I(e)
Po+t = I“le Qwit'

Définissons encore par
qhr, la probabilité corrigée annuelle d’extinction cor-
respondant & larrivée de la cause I;
gH la probabilité corrigée annuelle d’extinetion cor-
respondant & l'arrivée de la cause II;
de qHe)

ey __ wH " 1e) __ wli
lott = 370 d ; Qo+t = g d
wt (.uH w1 wH

Le théoréme qui fait I'objet du chapitre IV ci-dessus
et qui fait intervenir les probabilités corrigées d’extinetion

conduit pour plth & Texpression

hay g - (1—413"1 ) (1—q,)
. L qfu(LH Qo
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Introduisons les intensités et définissons

[:1r
rIr __ :le_ei:f.
Byt = (I g

w+i "4

7
,ul e - dlw-l--i
wtt T g gy
l’w-'r-t ' dt

, L 152
+

H,II w

Mo+t = 00
lw 'l‘t . (Zt
Le théoréme de Karup a son point de départ dans
la relation

o 11
= Myt T Myt

qui, généralement, est admise sans démonstration b).
On peut la démontrer facilement comme suit:

51 nous désignons par

WD la grandeur qui, multipliée par 1517 et dt, four-
nit le nombre des sinistres pendant le temps dt
dus & la cause I;

: AR TRy 1:11

pdD la grandeur qui, multipliée par I57% et dt, four-
nit le nombre des sinistres pendant le temps di
dus & la cause II,

on a '
111 (0 I 2
“w-}-t = U -4 _Iﬂ Mo+t )

Nous posons comme condition que, dans la col-
lectivité (1) les sinistrés, par suite de la cause TI, conti-
nuent & étre soumis au risque de la collectivité (1),

B W. Friedli: «Intensititsfunktion und Zivilstand.»
21me Bulletin de I’Association des Actuaires suisses, 1926, p. 44,
form. 9,

%) (. Schaertlin: «Zur mathematischen Theorie der In-
validititsversicherung.» — 1°f Bulletin de I'Association des Ac-
buaires suisses, 1906, p. 52/54, form. 23,
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dans la méme mesure que §’ils n’avaient pas été sinistrés
par suite de la cause II, autrement dit, que les sinistres
provoqués par la cause LI n’aient aucune influence sur
la formation de la collectivité (I).

Nous pogons une méme condition pour la collec-
tivité (L), & Uégard des sinistres provoqués par la cause 1.

La connaissance des fonetions (5 et wlf), suffit
pour déterminer toutes les autres fonctions introduites.
Fn effet, on a pour la collectivité (I),

ber = Tghe + Ao )

ALID - désigne le nombre des assurés qui sont sortis de
la collectivité (I: 1), par suite de l'action de
la cause II, entre I'dge w et I'dge o -+ t, et qui
n'ont pas été sinistrés par la cause I avant d’at-
teindre I'dge w + ¢ Ces assurés font toujours
partie de la collectivité (I).

A désigne le nombre des assurés qui sont sortis de
la collectivité (I: II), par suite de l'action de
la cause [, entre I'dge o et I'dge w + {, et qui
n’'ont pas 6té sinistrés par la cause I avant d’at-
teindre l'dge w -t Ces assurés font toujours
partie de la collectivité (II) 1).

1 1) I:11 (11) 7 >
w bt —j lw Fy " My l—upww dy

1) Les intensités qui découlent des deux fonctions

1(1) I
A’wlt ob Aw-i-!’

A savoir

— il (ug;;g
Ly I

peuvent intervenir dans certains problémes.
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,__ypi_}vy étant la probabilité pour un assuré d’Age w -y
de faire encore partie de la collectivité (I) &
lage o -+t

E

1 - l 13
t——ypw‘}'y l )

w-kY

Lia relation (7) devient:

I I:11 I:1I (L1 1.
Zw 6“‘1 —l_jlwfylwlu !*-ypwlu dy

71 111 Zfa?y # afli) i
lwa = lu,:~f~t I_ lcu + t/ ll dy
0 w1

JLid 111 (L)

w +t 3 / l(.u - ?,' au’ +y (Zy

b * ¢ w +y
Dérivons par rapport & ¢

p pPp
111 L (L 1211 11

lw}l(lwlt) wlt(lwl—) lwu‘ﬂ,(,u_ig

0= = Sy T
(lw + l) wt
: i 2L,
O“Zwlt(lfo-ll-]t) lfuu(wu) Flwll cultlucult
101\’ I\’
0 = (lw I—t) (lwrl-t) T (11)
T TR Myt
w1t W+t
d’olt
10T i
Auw H = Wtt — Mw+t (8)

De méme, en partant de la colleetivité (11},

s = e + Aot

[:11 111 ) i1
lw +t = bt +flw +y .“Zu +u f~~ypwf%-,!f dy
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! 1
. . L
lore =gty + / s Ik[y (, ‘I'H — Mg ) lnl Ly

0

AT i
= / !
f w-y
Ll [,
w+! ~ cu ty
Dérivons par rapport a ¢
0= lw -4 (lfu:ft)’ - ltlu:ll-[l (dw + t) . (lcloflt),_l_ li) {Il Mwl L
(Cars)’ lwl !
0= Ly (i) — tott (Gsd) — lare () —
l(o Ft li.nft Auw } t
— (laes)
0— _ Vert)
l(u ¢ bty
e = 1G4 (%)
Des relations (8) et (9), on déduit
l”’failf — I’"tlt)lf '+“ 4“’5.-)111 (_E- Q- F. D.

Au sujet de cette démonstration, on peut faire
quatre remarques:

1. Les grandeurs u” , et ul", introduites pour
les besoins de notre démonstration se révelent bien,
comme on pouvait s’y attendre, égales aux intensités

des fonctions 1], et IIf



() 1
Moyt = Mot
(rny I
of Mo+t = Mot

2. Les conditions posées au début de la démons-
bration —& savoir que, dans la collectivité (1), les agsurés
sinistrés par suite de la cause Il continuent & étre sou-
mis au risque de la collectivité (I), dans la méme
mesure que s'ils n’avaient pas 6té sinistrés par suite
de la cause II, ainsi que la condition analogue pour

la collectivité (II) — sont nécessaires pour notre dé-
monstration.

Si ces conditions ne sont pas remplies

G NEE TN |
Hoyt-t = Moyt

o s 11
ot Myt-t 7= .'ucu-i-t

Pour application du théoréme de Karup, les condi-
tions énoncées ci-dessus sont, du reste, toujours satis-
faites, Karup faisant intervenir les intensités de deux
collectivités distinctes: dans la collectivité (I), les si-
nistres provoqués par la cause I, de méme dans la
collectivité (IT), les sinistres provoqués par la cause [
n’ont aucune influence pour la détermination du nombre
de tétes exposées au risque ).

3. Nous sommes partis d'un age o ot dune collec-
tivité 127 Si nous partions d'un aubre ige (o 4 &)
et d'un nombre dassurés égal & IZIL - en laissant
done les sinistrés par suite de l'action de la cause I

) Nous espérons pouvoir faire paraitre prochainement le
mémoire qui s’oceupe des probabilités expérimentales, des pro-
babilités corrigées et des probabilités indépendantes, lorsque plus
de deux causes d’extinction agissent simultanément,



s OB

ou de la cause Il avant I'dge (w -+ &) complétement
en dehors de nos considérations, la fonetion 151
resterait la méme:

ZI:II o ll:[l

wtetb[t] 7 Ywtle L]
tandis que les fonctions

1 e 1
by et 1) 75 bt ey
i
bt 10175 Yot fe
v (11
Aol 7 A PE;—H]

ot AL qu _ )

W
Toutefois, il est aisé de constater que
“’w ek (] == H Flett]
ob Pagts LT iuful-l-[-‘f k]

4. Nous avons utilisé, comme notations,

101 L(LI) III
lw—H’ ’q'cul!’ }‘

L i Bt

wtt Ywfl?

et d’autres encore.

Il existe une notation généralement reconnue pour
plusieurs de ces fonctions, si la cause d’extinction I est
le déces, et la cause d’extinction IT linvalidité:

Z[:II _jaa
— Ywt

7 ey
lw—H - lw-l-t

I qii
‘lw +t = b+t

111
Lyt = 4“.;0 )
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r
Mt = Moyt

[0 D T
iu’cu-l-t - Jum-l-f

(1)
wi

u =, (Schaertlin)

Par contre, pour les fonctions I} ,, 2% une no-

tation généralement reconnue fait défaut. (Dans sa
publication: «Bases techniques pour [Iassurance de
groupes», le Bureau fédéral des assurances désigne notre
ot I ar [W Y1
fonction 4, , par £, ,)1).
VL
Conclusions.

1. ’actuaire ayant & déterminer, pour une collec-
tivité ot deux causes d’extinetion I et I agissent simul-
tanément, la probabilité annuelle qu'un assuré ne soit
pas atteint, pendant l'année d’observation, par l'une
au moins des deux causes d’extinetion, a & choisir entre
les deux possibilités suivantes:

a) détermination directe des probabilités expéri-
mentales d’extinction dans la collectivité (I: II) et cal-
cul de la probabilité annuelle désirée, par la formule

prt =1—q, —q; s

b) détermination, soit directe, soit & priori, des pro-
babilités indépendantes d’extinetion, dans deux collec-
tivités distinctes (I) et (II), et caleul de la probabilité
annuelle désirée, d’apres le théoreme de Karup

et Pyt = (1—ay ) (1= )

1) Dans cette publication du Bureau fédéral des assurances,
les formules 85 et 36 (p. 27*), 104 et 105 (p. 835%) fournissent
pour les probabilités expérimentales d’extinction des valeurs
approximatives.
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2. Si l'actuaire veut faire intervenir les probabilités
corrigées d’extinction, la probabilité annuelle désirée
doit étre caleulée d’apreés la formule

LIy 1 — (1—q47,) (1—gu¥)

pw—H - | g y
_ 1 Ie) [1(c)
]' 4 dwtt” Qw—(l—t

[’emploi des probabilités corrigées et 'utilisation
de la formule ci-dessus n’apportent, du reste, aucune
simplification, ni au point de vue pratique, ni au point
de vue théorique, pour la détermination de pL!/,. Les
probabilités corrigées fournissent pour les probabilités
indépendantes, de bonnes valeurs approximatives et
faciles & obtenir.






	Probabilités expérimentales, probabilités corrigées et probabilités indépendantes

