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Uber eine einfache Momentenheziehung beim
Gauss’schen Fehlergesetz

Von Prof. W. Friedli, Bern

1. Das Fehlergesetz von Gauss-Laplace spielt in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, in der Fehlertheorie
und mathematischen Statistik eine fundamentale Rolle.
Es zeichnet sich vor den tibrigen Verteilungsfunktionen
durch eine Reihe von charakteristischen Eigenschaften
aus und verdankt seine Berithmtheit namentlich auch
seiner vielseitigen praktischen Verwendbarkeit.

Angesichts der Bedeutung dieses Fehlergesetzes ist
es nicht verwunderlich, dass zahlreiche Autoren sich mit
thm befasst haben und dass alle Lehrbticher itber Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik
ihm lingere Austithrungen widmen. Man darf erwarten,
dass alle wesentlichen Higenschaften der Fehlerfunktion
und der daraus abgeleiteten Grossen bekannt seien.
Zu den reizvollsten Abschnitten der Theorie gehéren die
Darstellungen iiber die charakteristischen Fehler und
die Momente der Fehlerfunktion. Ks darf in diesem
Zusammenhang auf die Darstellung bei Bertrand (Calcul
des probabilités, 2¢ édition, 1907) verwiesen werden.
Die Tatsache, dass die Quotienten aus aufeinander-
folgenden Momenten auf die Transzendente z fithren,
hat zur Ausfithrung von Beobachtungsreihen und Gegen-
iiberstellung mit dem theoretischen Ansatz gefiihrt.
Beispielsweise gilt in statistischen Verteilungen, die zum
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(Grauss’schen  Gesetz hinneigen, die bemerkenswerte
Relation

2. M,

oy T 2

d. h. der Quotient aus dem doppelten zweiten Moment
und dem Quadrat des ersten Momentes gibt einen Néhe-
rungswert fiir die Zahl 7.

Nun sind die Momente M, einer Verteilungsreihe
x f (x) definiert als die Summen aller Produkte

" f(x)

wobei f (z) die relative Héufigkeit der Beobachtung z
sein moge. Also

M, =X 2" f(2) @)

Fir n =0, 1, 2, ... ergibt dieser Ansatz das Ote, 1te, 2te
Moment der Verteilung, in bezug auf den gewihlten Aus-
gangspunkt, von dem an die Beobachtungen «gemessen»
werden. Handelt es sich um absolute Momente, so wird in
(2) vom Vorzeichen der Beobachtungen x («Fehler») ab-
gesehen, also

M, = Z|a"| f(a) (3)

Wir betrachten hier bloss diese absoluten Momente.

Die relative Héufigkeit f (x) hiingt mit der absoluten
Héufigkeit H (x) wie folgt zusammen:

folglich gilt statt (3):
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u, = 21T A ()
> H (2)

Das nt® Moment ergibt sich also, indem man den abso-
luten Betrag der nten Potenz des Fehlers x multipliziert mit
der Héufigkeit seines Vorkommens und alle diese Pro-
dukte addiert. Das gleiche Ergebnis kommt heraus,
wenn man gleich von vornherein die nten Potenzen aller
beobachteten Fehler bildet und diese addiert, ohne sie
vorher nach der Grosse des Fehlers zu ordnen, d. h.

SR C EERE ESST

worin N = Y H, den Umfang der Verteilung, also die
Zahl aller Beobachtungen, darstellt. Folglich gilt, wenn
man abkiirzend die Fehlersumme

Sy =z + &l - 4|2 +- - -
einfithrt, kurzerhand
M. = ;‘ (5)
und infolgedessen statt (1):
Sy
LI ©)

'SIY
B
Dieger einfachen Fehlersummenregel hat Bertrand noch
zwel weitere angegliedert, namlich (a.a. 0. S.185):



n+1D-M,,,  (nt3)-M,,

.M,

—Sl)T —
5y

(7)

Diese Beziehungen konnte man als transzendente
Momentenregeln bzw. Fehlersummen-Beziehungen be-
zelchnen.

2. Bei der Behandlung solcher Beziehungen in seinen
Vorlesungen ist der Verfasser dieses Aufsatzes auf einige
dhnliche Beziehungen gestossen, die aber von der
Transzendenten 7 frei sind und sich eignen, die Sonder-
stellung des GGauss’schen Fehlergesetzes von einem neuen
Standpunkt aus zu beleuchten. Da es sich um sehr
evnfache Zusammenhinge handelt, die moglicherweise
gerade ihrer Einfachheit wegen itbersehen worden sind,
seien sie hier mitgeteilt.

Satz.  Bei einer Verteilungsreihe, die nach dem
(Gauss’schen Gesetz hintendiert, gilt fiir die absoluten
Momente die Beziehung

(n+42)-M,,, " n w42\ /[ 1
_>(11+1'f72-+3).(1+n+1

Zusatz. Beim Gauss’schen Gesetz gilt fir die vier
ersten absoluten Momente die Beziehung

1.M, 3.M,

. . | 9)
2.-M, 4-M,

) )
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Zunichst kann, wegen (5), auf die Tatsache ver-
wiesen werden, dass diese Beziehungen ungeéndert
bleiben, wenn man die Momente durch die Fehler-
summen S, ersetzt. Hs wiirde also Relation (9) auch so
formuliert werden konnen:

1.8, 3.8, "
2.8, 4.8, (10)

An einem Beispiel soll zunéchst gezeigt werden,
dass die Beziehung schon bei einem kleinen Beobach-
tungsmaterial weitgehend erfallt sein kann. In nach-
stehender Tafel 1st in Kolonne (1) die Zahl der Ge-
wittertage im Jahre 1934 bei 14 schweizerischen Wetter-
stationen angegeben (Statistisches Jahrbuch der Schweiz
1934, 8. 5). Die mittlere Zahl der Gewittertage war 17.
In Kolonne 2 notieren wir unter dem Titel «Fehler» die
Abweichungen der Beobachtungswerte vom Mittel.
Die Kolonnen 3—5 enthalten die Potenzen der Fehler.
(Siehe Tabelle auf der folgenden Seite.)

Die Rechnung ergibt

1.8, 81

2.5, ~ 1518 =0

534

3.5, 28467
4.8, 556188

== {},0511

- Die Ubereinstimmung der beiden Werte ist ange-
sichts des geringen Umfanges (N = 14) eine unerwartet
weltgehende.
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. Beob- Fehler Fehlerpotenzen
2 |achtungs-
wert L a3 ] z T
lr 0 1 2 3 r 1 5
11 20 3 9 27 81
2| 22 5 25 | 125 625
3 21 4 16 64 256
i 4 21 4 16 64 256
5 21 4 16 64 256
6 16 1 1 1 1
¥ 7 10 100 1.000 10.000
81 6 11 121 1.331 14.641
9 18 1 1 1 1
I 10 14 3 9 27 81
11 8 9 81 729 6.561
12 15 2 4 8 16
13 11 6 26 216 1.296
14 35 18 324 5.832 | 104.976
v | 235 81 759 | 9.489 | 139.047
. - ,1 - Sz - Ss - 84
Ny, = 81 1518 28.467 | 556.188

3. Der Beweis des Satzes ergibt sich wie folgt:
Beachtet man, dass es sich beim Gauss’schen Gesetz
um eine symmetrische Verteilungsreihe handelt, so dass
@ (—x) = ¢ (+ x), so gilt fir das absolute Moment

nter Ordnung

WOrin

oo

M,=2.[2" ¢(x)dz
!

@ (z) =

h

/

V=

8—h-x~
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Durch die Substitution h? 22 = z geht das Inte-
gral iber in

VTE_ hn
also
. 1\
r ( LS
9 (11)
n - ;Ln ]/};"
Analog folgt
1
I‘r (?:L__él’_ _I_ 1)
Moo .
Thekes | V"r

Da aber ['(z+1) = z I (x), so geht dies iiber in

- 1
Mo =TTy
Nz 2 }'1‘2 in
so dass
Mn‘-‘F-‘_’. n _'— 1 ’
e TRy 12

Durch Quotientenbildung hat man sich von der
Transzendenten freigemacht. s gelingt nun leicht, eine
von der Prizisionskonstanten h freie, also wmvariante
Beziehung abzuleiten, die fir das Gauss’sche Gesetz
charakteristisch ist. Man hat bloss den Quotienten

i 1)
r (n)

zu bilden. Wegen (12) kommt
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M., M,, n -+ 2
+3 . +2 — (13)
Mn+1 “R/In n + 1

Setzt man jedem Moment die Ordnungszahl als Faktor
voraus, so folgt weiter

n- Mrz (n’ —I_ 3) * an."E% o h (n + 8) n _I_ 2
m+1)-M,.,, m+2-M,.,, ©+)m+2n-+1

oder, wenn die linke Seite abkiirzend mit ¢ (n) be-
zeichnet wird:

@ (n) =

nn+4+38) [ 1
a s 0T

Das ist aber Aussage (8).

Binzig fir n = 1 (Zusatz!) und n = oo wird der
Momentenquotient zu 1. Wie aber nachstehende Ta-
belle zeigt, ergeben sich fiir alle Werte n =~ 2 Zahlen, die
sich nur wenig von 1 unterscheiden.

]
Qe | 1 [1h g1 h ] 1

4. Ahnliche Figenschaften des von uns betrach-
teten Momentenquotienten lassen sich auch bei andern
symmetrischen Verteilungen nachweisen. Nachstehend
seien die Krgebnisse einiger Untersuchungen mitgeteilt.
- Bemerkenswert ist die Tatsache, dass in den betrachteten
Beispielen einzig fiar das Gauss’sche Gesetz die Bezie-
hung (9) zutrifft; einen Beweis, dass nur das Gauss’sche
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Gesetz dieser Relation geniigen kann, hat der Ver-
fagser dieser Arbeit noch nicht gefunden.

. Verteilungsfunktion Momentenquotient |
Verteilung
@ (z) Q@ (n)
’ | o\ 3
Dach b( WiL), b — ’:b(n—|—3)
a a | (n+1)*(n+2) (n+5)
Exponential- e a n (n—+ 3)°
: hoe o p=_ _
funktion . ) (n+2) (n+1)*
; e
\e 2
Halbkreis . | 7 (1 _i)> " :'/ﬁ
r, o n (n+3) (n+4)
/ 2 1 9 (n+1)% (n -+ 5)
Halbellipse . | b ( 1 ——2) 2=
\ a am
Gauss’sche _h2ge h n (n -+ 3)
. k . ) —_— e
Funktion . /7 (n+ 1)
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