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Uber die Berechnung

der Wahrscheinlichkeiten unabhingiger
Ordnungen aus den Beobachtungszahlen.

Von Dr. Arthur Linder, Bern.

1. Yorbemerkungen.

Als eine unabhéngige Ordnung definiert Prof. Friedly
wine Gesamthent glevchaltriger Personem, die nur aus einer

Ursache

abnvmmt» 1Y),  Jede unabhingige Ordnung

kann durch die Werte einer der drei folgenden Funk-
tionen gegeben werden:

1. f(x),

2. g )

die zu jedem Alter  den Wert der wnabhdn-
gigen Ordnung festlegt,
die Abgangswahrscheinlichkert und

3. u (x), die Abyangsintensitit.
Zwischen diesen drei Grossen bestehen Gleichungen
von der Form
71 -“f w(z) dzx
f@) = [ 1—q@) = Ce @
=a -
(1) fz+1) _f u(x) da
1—q(a) =~y =¢ %
q(z) f(a) f
()
u(z) = TN

1) Die Literatur ist am Schluss der Arbeit zusammengestellt.
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Prot. Friedli erwdhnt einige Beispiele von unab-

hiingigen Ordnungen:

1. Allgemeine Absterbeordnung,

2. Absterbeordnung fiir aktive Personen,

3. Invalidierungsordnung der Aktiven,

4. Verheiratungsordnung der Ledigen,

5. Absterbeordnung der aktiven Ledigen,

6. Absterbeordnung der nicht an Lungentuberkulose
sterbenden Bevolkerung.

Der Ubergang von den Beobachtungen zur unab-
hiingigen Ordnung geschieht meist durch Berechnung
der ¢ (x). Im Ialle der allgemeinen Absterbeordnung
lautet die Formel, welche die ¢ (x) aus den Beobachtungs-
zahlen gibt

@) __r
. e = g B4
2 9

In dieser Iformel bedeutet

¢, die Wahrscheinlichkeit eines z-jiihrigen, im Laufe des
niichsten Altersjahres zu sterben,

[ die Zahl der a-jihrigen zu Beginn des Jahres,

L die Zahl der im Verlaufe des Jahres neu hinzugekom-
menen Personen,

4 die Zahl der im Verlaufe des Jahres (nicht durch Tod)
ausgeschiedenen Personen,

T die Zahl der im Verlaufe des Jahres verstorbenen
Personen.

Fur die tibrigen der genannten unabhéngigen Ord-
nungen ist das Prinzip der Berechnung der Abgangs-
wahrscheinlichkeiten aus den Frfahrungswerten un-
veriindert dasselbe. Die Zahl der Personen, die infolge
der ins Auge gefagsten Ursache aus der Gesamtheit
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ausscheiden, wird ins Verhiltnis gesetzt zur Gesamtzahl
zu Beginn des Jahres, vermehrt um die Hilite der im
Verlaufe des Jahres eintretenden und vermindert um
die Hilfte der (nicht infolge der betreffenden Ursache)
ausscheidenden Personen. '

Der Kiirze halber verweisen wir fiir die Berechnung
der  Abgangswahrscheinlichkeiten der verschiedenen
unabhiingigen Orvdnungen auf die bereits erwithnte
orundlegende Arbeit von Prof. Friedli. Historisch ist
von Interesse, dass die Formel (2) bereits von J. L. Lam-
bert verwendet wurde und dass dieser tiefgriindige
Mathematiker auch als erster eine unabhiingige Ordnung
berechnet hat, worauf Loewy & aufmerksam gemacht hat.
In seinem Werke «Beitrige zum Gebrauche der Mathe-
matik» 8 gibt Lambert eine Absterbeordnung «wenn
die Blattern nicht wirksam wéren», d. h. er berechnet
eine Absterbeordnung fir die an den iibrigen Todes-
ursachen Verstorbenen, wobel er setzt

T — Gesamtzahl der Sterbefiille
T, = Sterbefiille an Blattern
B = Anfangsbevolkerung.

Iis wird im folgenden geniigen, die Berechnung der
Abgangswahrscheinlichkeit tiir die gewohnliche Absterbe-
ordnung darzustellen. Die Ubertragung auf andere I%ille
bietet keine grundsitzlichen Schwierigkeiten.

Die Formeln (2) und (3) sind Ndherungsformeln.
Thnen liegen bestimmte Annahmen zugrunde, die am
schiirfsten durch Lezis 4 umschrieben worden sind.
Um die Darlegungen von Lexis in einfacher Form dar-
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T, = eq((),l)*keq(»-ﬁ-, 1) -+ eq(;, 1)~|~ cee eq(wﬁ . 1).
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g O+ g O+
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stellen zu konnen, fithren wir das Zeichen ¢ (0, ) ein fiwr
die Wahrscheinlichkeit eines z-jihrigen, zwischen den
Altersgrenzen x und & -+ ¢ zu sterben. Ahnlich bezeichne
q (t,1) die Wahrscheinlichkeit eines - {-jihrigen,
bis zum Alter 2 + 1 zu sterben. Fiir ¢ gilt stets

s 1.

Um zur Formel (2) zu gelangen, hat man anzu-
nehmen :

1. qt,1)=(1—1)q(0,1)

2. gleichformige Verteilung der Ein- und Austritte.

Dasg Jahr sei in n gleichlange Zeitstrecken eingeteilt.
Zu Beginn jedes dieser Teile mogen e Personen eintreten.
Von den [ingetretenen sterben somit im Verlaufe des
Jahres

/

Daraus wird nach der ersten Annahme

¢ (n—(n—2)

q(0,1) +

Nun ist aber ne = I die Gesamtzahl der Fintritte, In-
folgedessen wird

10,1 = 5

wenn die Zahl der Teile n gegen oo strebt.

)

n

q(0,1)
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Aus den gleichen Griinden erhilt man fiir die Sterbe-
fillle der Austretenden
m
O 1 @
Q( ) ) = 1

54

Ist zu Beginn des Jahres noch ein Bestand von B Per-
sonen vorhanden, so erhilt man als endgiiltige Iformel
zur Berechnung von ¢ die I'ormel (2).

Wir begniigen uns hier mit diesem Hinweis auf die
Grundlagen der am hiufigsten beniitzten lormel (2).
Fine eingehende historische Darstelling der Berech-
nungsmethoden von Sterbenswahrscheinlichkeiten hat
der Verfasser an anderer Stelle geboten 5.

In der vorliegenden Arbeit soll gezeight werden, wie
sich der Ubergang von den Beobachtungen zu den Werten
¢ ohne die Annahmen 1 und 2 tber die unterjihrigen
Sterbenswahrscheinlichkeiten und den Verlauf der Fin-
tritte und Austritte austithren lisst.

9, Kontinuierliche Methode.

Als erster hat Insolera 6 gezeigh, dass zur Berech-
nung von ¢ Annahmen iiber die ¢ (¢, 1) nicht nur unnétig,
sondern sogar unstatthaft sind.

Insolera geht von folgender Gleichung aus

2 2

(4) [awa=1g0.9+ [ 0ot

0

I, bedeutet darin die Zahl der gleichaltrig Lebenden zu
Beginn des in Frage stehenden Altersjahres. d (t) dt ist
die Zahl der im Zeitpunkt ¢ in der Gesamtheit sterben-
den Personen, r (t) dt der Mehrzuzug im Zeitpunkt ¢
und ¢ (¢, z) die Sterbenswahrscheinlichkeit fiir das Alters-
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intervall ¢ bis z. Gleichung (4) besagt, dass die Zahl aller
beobachteten Sterbefille gleich ist der Zahl der Ver-
storbenen aus der Ausgangsgesamtheit, vermehrt um die
Sterbefiille aus den Mehrzuziehenden.

Sind alle Grossen ausser den ¢ bekannt, so kann die
Gleichung (4) aufgelést werden fiir ein beliebiges Inter-
vall 0z (0 < 2 <1). Zur Losung setzen wir

1 1/
(5) D = 4/61 () dt, R, = ———j r(t) dt

und weiter fir q (¢, 2)

, ¢ () —e0
() t, )= —
(6) q(t2) -
p
/ e (f) at
Dabei ist @ (z) = ¢° , wenn () die Sterblich-

keitsintensitit bedeutet. Setzt man D,, B, und ¢(2) in
die Gleichung (4) gemiiss (5) und (6) ein, so erhilt man

D—~L*ﬁw / )ww)m

oder
) ¢@+B—D)—1= [ Rigd
g

Diese Integralgleichung fiir ¢ lisst sich mit Be-
nittzung eines Theorems von Insolera auflosen. Ist

u(z)=wv(x)+ 1 / K (z,2)v(e)dz
b



41 —

eine Volterrasche Integralgleichung zweiter Arvt fir
v (2), deren Kern die Form

(T
K88 = ( / (z)) T nf(2)

hat, wobei 4 eine beliebige Konstante und f (x) eine be-
liebige Ifunktion ist, die im FKinheitsquadrat endlich
und stetig bleibt. Dann ist der lésende Kern der Inte-
gralgleichung fiir irgendein endliches, von Null ver-
schiedenes A gleich

d
I f ()

— K () = —

Wie man sieht, hingt der losende Kern nicht von A ab.

Wir schreiben noch (7) etwas anders:

2) = — ] Fome e l;
v () = 1+R_DF/LH’ P dy
Setzt man nun fir den Kern

B (LYt

(8) v 5—0. 70/ 1w

so erhiilt man als Losung von (7):

/ f dy
1+R_4 '1+R,—D,
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Hier ist noch f(y) zu eliminieren. Es ist

| FON P _ d (fOY
(10) l(f(éf) Fly) d?/(f(z))

und daraus

. fran d f () )"[
11 A— e e mons L e
o o~ w6 |
Durch Integration von (8) ergibt sich bei Beachtung von
(10)
R, Fly) \*
f TE—D.Y " / dy (7@“) 4y
oder
. f () R, ,
1 (5g) = g o

Setzt man in (12) y = 2, so erhilt man fir C (2)

1—D,
—{—R — D,

(15) C () =

Somit hat man fiir

(14)

(f(J) ) _I"_I__:i’)_y_Dz

Als endgiiltige Losung wird aus (9)

1 + R, dy
1—D,+R, J(1- 1)+R,,) (1-D,+R,)

(15) ¢ (2) =
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In Verbindung mit (6) bietet (15) die allgemeine Lisung
des Problems der Wanderungskorrektur, bei Annahme
kontinwierlicher Vorginge1).

Die Funktionen E und D liessen sich nun aus dem
empirischen Verlaute der Mehrzuziige und der Sterbe-
fille herleiten, und danach durch Integration der

Gleichung (15) -— unter Umstinden nur durch an-
genitherte Berechnung — die Werte von ¢ (2) und

q(0, z) bestimmen.

Ts muss weitern Untersuchungen vorbehalten blei-
ben, die verschiedenen Losungsmoglichkeiten —der
Gleichung (15) weiter zu verfolgen.

Wir begniigen uns damib, hier zu zeigen, wie In-
solera fiir den Iall des gleichfirmigen Verlaufs der
Sterbefiille und des Mehrzuzugs eine Niherungsformel
herleitet.

Ifs set
(16) D, = Ngt. B,= gyt

Y Anmerkung bei der Korrektur: Wie aus. einer noch nicht
verioffentlichten Berner Disgertation von H. Schulthess hervor-
geht, ist als Liosung der Integralgleichung (7) nicht (15), sondern
der Ausdruck

LR

1 L—D() + R(1)
U5 0@ = re "

anzunehmen, ein Ausdruck, den iibrigens auch Insolera schon
abgeleitet hat.

Obschon somit die Formel von Insolera (Gleichung (22))
anfechtbar ist, fillt doch Insolera das Verdienst zu, mit der
Integralgleichung (7) den Weg zur einwandfreien Losung des
Problems der Wanderungskorrektur gewiesen zu haben. Dle
Ausfithrungen im Abschmtt 8 der vorliegenden Arbeit, und ins-
besondere die von uns gegebene Formel (3()) werden durch die
Iinwande von Schulthess nicht beriithrt.
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wobei Ay und g, kongtant sind. Aus (15) wird

() 1 n /f 0o dt
Z —_— i SN P
v 1—(Ag—en)? .

0

Bezeichnen wir das Integral auf der rechten Seite mib
J, so bekommen wir durch Partialbruchzerlegung und
Integration

]5] J = — o ln (]' “—AO Z)
( ‘) AO{(AO—«Q())Z—]}
In (14) eingesetzt gibt

DNo— 00 I (1 — Ny 2)
JAY) {1 — (g —0) z}

(19) p(2) =

und daraus in Verbindung mib (6)

Do {1 — (Do — 00) 2}
No — 09 In (1 — Ny 2)

(20) q(0,2) =1—
Setzt man darin z = 1 und statt 0 das Alter z, so ergibt
sich die endgiiltige Formel

1

By 1 0
e 1

(21) qQy = 1 '—"Aw ‘(

, A)

Da A, stets positiv und kleiner als 1 ist, ja sogar in den
meisten Altersjahren nur wenig von 0 verschieden ist,
darf in (1 — A,) in eine Reihe entwickelt werden und
die Glieder 3. und hohern Grades kdénnen vernach-
lissigt werden.

(1— Aoz 408 (1— (Do —00) §)



Fis st
AT A
m(l —A)=—, —-—L . —F _
( o 3 2 3
In (21) eingesetzt gibt
A, (2 + 0,)

22 4@ =
#2) T 240, (244)

die endgiiltige Formel von Insolera. Sie gilt fiir positive
und negative Werte von g, vorausgesetzt, dass
A, <1 p, ist, da sonst q, >1. Praktisch heisst dies,
dass die Formel von Insolera nicht gilt, wenn statt eines
Mehrzuzugs oder eines schwachen Mehrwegzugs ein so
starker Mehrwegzug besteht, dass 1o, < A\ wird.

3. Diskontinuierliche Methode.

Man kann nun, ohne irgendeine Annahme iiber die
unterjihrigen Sterbenswahrscheinlichkeiten zu treffen,
eine Formel fiir die Sterbenswahrscheinlichkeit unter
dem Finfluss des Zu- und Wegzugs aufstellen, ohne sich
dabei der Infinitesimalrechnung zu bedienen.

Man denke sich das Jahr in z (z. B.12) Teile
geteilt. Vorausgesetzt wird dabei einzig, dass
1. die Zahl der Sterbefille und der Mehrzugezogenen

oder Mehrweggezogenen bekannt sei,
2. die Kin- und Austritte (bzw. Zu- und Wegzige) am
FEnde eines jeden der z Jahresteile erfolge.

In gewissen Ifillen hat die in diesern Abschnitt
gewonnene Formel gegeniiber jener von Insolera den Vor-
teil, der withrend eines Jahres oft sehr unterschiedlichen
Gestaltung der Wanderungen Rechnung zu tragen.
Insolera nimmt dagegen ausdriicklich an, dass der Mehr-
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zuzug sich im Verlaufe des Jahres nicht dndere. Nun
weiss man aber, dass insbesondere auch fiir Stidte die
Wanderungen ausgesprochen saisonbedingt sind. Bei
der Berechnung von Sterbetafeln fiir Stidte darf dieser
Umstand nicht ausser acht gelassen werden. Die Iformel
von Insolera ist daher bei Sterbetafeln fiir Gebiete,
die jahreszeitliche Schwankungen der Wanderungen
zeigen, nur mit Vorbehalt anwendbar.

Wir bezeichnen die Zahl der im 1., 2., 8., ... 2.
Teil des Jahres Verstorbenen mit d,, dy, d, ... d,. Zu
Beginn des Jahres mdgen der Gesamtheit [, gleich-
altrige Personen angehéren. Nach dem ersten Intervall
treten y, Personen dazu, nach dem zweiten y, usw. bis
Y, vor-Beginn des z. Intervalls. Mit ¢ (0, 2) bezeichnen
wir die Sterbenswahrscheinlichkeit im ganzen z Teile
umfassenden Zeitraum, mit ¢ (¢, z2) die Wahrscheinlich-
keit einer nach dem t. Zeitintervall lebenden Person,
bis zum Ende des 2. Intervalls zu sterben. Unter diesen
Voraussetzungen erhilt man:

Ki =
@) D d=lq(0.+ ) nalt?)

t=1 {= _
Die Gleichung besagt, dass die Summe aller in der Ge-
samtheit erfolgten Sterbefiille gleich ist der Zahl der aus
den anfangs vorhandenen [, Personen herriithrenden
Sterbefille plus die Summe der aus dem Mehrzuzug
hervorgehenden Todestiille. y, kann auch negativ sein;
es handelt sich dann um einen Mehrwegzug. Und die
Sterbefiille aus dem Mehrwegzug sind mit negativem
Vorzeichen versehen, weil sie nicht in der Gesamtheit
stattfinden und daher unter den beobachteten Y d, nicht
inbegriffen sein konnen.

Nun sei fiir einen Moment angenommen, die Kurve
der Uberlebenden fiir die in Frage stehende Alters-
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strecke sei bekannt; l; sel die Zahl der Uberlebenden, die
dem Ausgangsalter, I, diejenige, die dem Ausgangs-
alter plus ¢ entspricht. Mit ¢ (f) sei dann die Grosse

bezeichnet. Aus dieser Definition folgt sofort ¢ (0) = 1.
Nun ist
()

(24) q(t z) = e

Setzt man diese Werte fiir q (2, 2) in Gleichung (28) ein,

so ergibt sich

(25) i‘d, AL Zm 2% :: (t;

=1

=1

Daraus erhilt man

z2—1
—

2 2—1
@ Db =lp®) b+ e@ 27— ) nel
l=1 t=1 =1

z—1 —1

(25) =92 {lo “F Z'J’z = Zdz] — 7 ()
-1 1=1

l=1

In dieser Gleichung sind I, p, und d, bekannte,

@ (1),  (2), ... @ (2) unbekannte Grossen. Die Gréssen
¢ (1), ¢ (2), tp(z lassen sich dadurch bestimmen,
(Ltss man dle (#leichung nacheinander fiir z=1,2,, .
z ansetzt, nachdem man sie zweckmilssig noch in fol-

gende Form gebracht hat:



A s i i ( Z i
(Zfi) 27; 21 4 ( )
ly + vi— ) 4
=1 =1
Nun wird
Ly
—— = g (1
z=1:1,—d, ? (1)
Ly B
z2=2: ly+ v, —(d,+dy)
ly

2= 38 tly+y+ ya—(dy + dy + dy)

T &

1

1
— _%____ ﬁ:’:
ly + yIAAZ_‘([f "
=1 t=1
|

-------------------------------------------

Aus diesen z

kannten ¢ (1), ¢ (2), .

(tleichungen lassen sich die z Unbe-
. @ (2) bestimmen. Man setze

@ (1) aus der ersten Gleichung i die zweite ein, so

bekommt man ¢ (2).

s wird

\|

Durch Einsetzen von ¢ (1) und

@ (2) i die dritte Gleichung erhdlt man ¢ (3) usw.

(29) ¥ (1)
Ly
2) = | )
(P( ) [04"}/1’”‘ (c’ll*F dz)
71
lo (142
0 ( 2 lo—d, )

ly + 71 —(dy + dy)

ly

. (ll ’yl

='}’| 1)+ v (2)] + ¢ (3)
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(30) ¢ (2) = _lo (ly—dy + 1)
(lo—dy) (lo + 1 —(d; + dg))
¢ (3) = L e

lo+ v+ ye—1(dy +dy -+ dy)

-+ ! ‘ 1 W
l”l’“')’l‘t"}’g (d]_—l"dz—l—ds) 1?1@()—}—?2@()]

[ —d, -
L -F,.ll,,,“,ﬁ 4 Ve lo (bp—d, + Y1)

lg —d, i (Lo _"d ) (Z e Pl ~— ( f‘dz))
ly -+ 7’1 ‘}" Yo—(d) + dy + dy)

o (= di) (lotya— (A= dy)) Fy il Jlo+yy— (di+dy)) +v2lo (ly— dy4-71)

[y ——d)(0 I Y1~ ((l + dy)) (o + 74 |—y2~(d + (l +d. 3))

. [u( |‘ Vi )(l “| Vi (dy + dz)) + valo (lg —dy + 9,) )
(l S cll) (l i ?”1 ((l + dy)) (lg + ¥y + Yo —(dy + dy + dy))

| lo(lg + 71 —dy) (lg +y1 +ys —(dy + d,)) i
(lp —dy) (by + y1—(dy +dy) (ly + vy + va —(dy + dy + dy))

B1) 9~

Schon aus diesen (Heichungen wird die Formel fiir
@ (2) ersichtlich. Man hat

(zo Z% Zcz)

(32) v (@)= T
—ﬂ— 0 T Z'J’; 1d1>

=1 i=1 i=1

10
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1
Da ¢q(0,2) =1 ~ 0’ und ¢ (0,2) 4+ p (0, 2) =1 ist,

erhiilt man fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

¢

B j (lﬂ + 2%—2 di)

38) P09

_ﬂ- (Zo -+ Z;(yi —d.i))

=1

Dieses Iirgebnis lisst sich anschaulich interpretieren.
Es ist némlich
ly —dy ly+y,—d—d,
ly ly+ 71—,

(34)  p(0,2) =

. l() —I_yl ‘F'}’z‘}'---‘|”}’3-l—(ll~dg...———dz
l() —l" 71 —l_ }’2 e _I_ yz—l - dl _'d2 “ s _.dZw*l

Der erste Faktor bedeutet die Uberlebenswahrschein-
lichkeit filr das erste Zeitintervall, der zweite fiir das
zweite Intervall und der letzte Faktor fiir das letzte
Intervall. In der Tat stimmen diese Gréssen mib unserer
Annahme iiberein, dags die Fin- und Austritte am Fnde
jedes Alterszeitabschnittes vor sich gehen.

Gleichung (33) lisst sich auf eine einfachere Form
bringen, wie man anhand von (34) leicht einsieht. Hs
1st

d 4 d
3]"’ O’ 2} == 1 -—-—-—--:E- 1 —-—-—-2———- .
(%) P( ) ( lo)( lo+?1—d1>

d

4

1 —
( by +vi+ve... +9y—dy—dy... —d,

)
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und als Produktformel geschrieben

Diese Formel setzb einzig voraus, dass die Zahl
der Sterbefiillle und der Zu- und Weggezogenen in den
2 Yeitintervallen bekannt sei. Die Grosse dieser Zeit-
abschnitte ist beliebig. Iis kann sich beispielsweise um
Monabe, also um ungleichlange Zeitstrecken handeln.

Als Spezialfall erhiillb man bei gleichmiissigor Ver-
teilung der Sterbefiille und des Mehrzuzugs auf die z
Zeitstrecken aus Gleichung (36)

; dy
o r0=T( rnea)

=1 \

Tiar p (0, 2) lisst sich in diesem Ifalle noch folgende Be-

dingung formulieren:

/
/ \\4 \\/ /

/ I, V-
(38) (1 — ) Zp(0,9)

‘,1 g )g
la -F(yﬂl dy), = ( lo+ (z—1) (yo—dy)/’

wobei die obern Zeichen gelten, wenn dy >y, und die
untern, wenn y, > d,. Der einzige Fall, m welchem die
Ungleichungen nicht ohne weiteres gelten, ist dy > v,
und (2 —1) (v, f.(lﬂ)] ~1,; doch wird dieser prak-
tisch wohl nie eintreten. Die Zahl der Sterbefiille miisste
gegeniitber dem Anfangsbestand unverhiiltnismiissig
gross sein.




4, Schlusswort.

Es diwfte sich empfehlen, bei der Berechnung von
Volkssterbetafeln die Sterbenswahrscheinlichkeiten nach
der Formel (36) zu bestimmen. Ob dabei vierteljihrliche
oder monatliche Intervalle zugrunde gelegt werden
miissen, kann nur nach genauer Priifung aller Umstiinde
in jedem einzelnen Falle festgelegt werden.
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