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Note sur le calcul du faux de

rendemenl des placements effecfues pour
une periode inferieure ä un an.

Par Ed. Dasen, IJale.

I. Pour calculer la valour acquise x par un capital
cle fr. 1 place au taux d'interet i p>ar an apres une periode
t, t etant inferieure a un an, il a ete propose trois metliodes
dont les formulos sont les suivantes:

1. 'Methode exponentielle:

(a) xx (1 + i)1

2. Methode commerciale:

(b) 1 + ü

3. Methode du Professeur Moser:

(c) x3 — 1 -\-it — (1 — t) tP

Pour etablir cette derniere formule, on remarque
que, l'interet n'etant payable qu'a la fin do l'annee, on
doit en sousfcraire son propre interet pour le rainener ä

sa valeur au moment t.
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Une etude comparative complete des nombres x
entre eux a ete faite en 1906 dans le «Bulletin de

1'Association des actuaires suisses» par M. S. Dumas. II
nous semble interessant de rappeler les conclusions de ce

travail:
«On peut admettre que le resultat de la methode

oxponentielle est egal ä la moyenne arithmetique des deux
autres. L'erreur commise ainsi est de l'ordre du cen-
tieme des differences des trois methodes entre elles,

c'est-a-dire de l'ordre du dix-millieme de l'interet ou du
millionieme du capital. En resume, nous voyons que
les resultats auxquels conduisent les trois methodes
different trop peu pour qu'on puisse avoir des difficulties
dans un reglement de compte; des raisons d'opportunite
decideront done seules du choix de la methode. Les

cominergants emploieront prohablement longtemps
encore cello ä laquello ils sont accoutumes; elle ne conduit
qu'a des calculs tres simples. La methode exponentiello
est un peu plus compliquee; eile necessite l'omploi des

logarithmes, mais elle est bien preferable dans les

travaux scientifiques; elle est beaucoup mieux fondeo
rationnellement.»

S'il s'agit maintenant de calculer le taux de rende-

ment d'un placement effectue pour une periode inferieure
ä un an, nous ne pourrons pas simplement resoudre par
rapport a i une des trois equations (a), (b) ou (c). En
effet, le taux de rendement se definit suivant les pays
comme capitalise semestriellement ou annuellement l).
La lecture des travaux ci-dessous indiques permettra

1) K.ü. Hagströem: On different usances for indicating rate
of interest and the notion of yield (Skandinavisk Aktuarietids-
krift, 1933).

E. Dasen: Sur la definition du taux de rendement et la
construction des tables de rendement (Actes du Congres International
des Actuaires, Rome 1934).
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de se rendre compte que l'adoption d'un taux de rende-
ment defini comme capitalise annuellement est nettement
ä recommander. Dans le cas du calcul du taux de rende-
ment d'un placement effectue pour une periode inferieure
ä un an, la formule qu'il conviendra d'adopter est done
la formule (a). Nous nous proposons cependant de mon-
trer quelles sont les differentes valeurs de i que Ton
obtient suivant que Ton utilise les formules (a), (b) et
(c) ainsi que l'erreur que l'on peut commettre en em-
ployant (b) ou (c) a la place de (a). Le probleme que nous
traiterons est done essentiellement different de celui
etudie par M. S. Dumas. II ne s agit plus de comparer
entre elles des formules donnant la valeur acquise d'un
placement effectue pour une periode inferieure ä un an,
mais d'evaluer, au moyen d'un etalon de mesure stricte-
ment defini, lo taux de rendement d'un placement
effectue pour une periode inferieure ä un an et de montrer
que des formules approchees, elaborees pour etro utilisees
dans un but precis ne peuvent pas servir a resoudre d'une
inaniere satisfaisante un probleme d'une nature parti-
culiere, tel que celui de la recherche du taux de rendement.

En d'autres terrnes, nous nous proposons d'etudier
la forme des courbes

(I) %i(t) x —1

(II)
X — 1

H(t)

2f (1— t)
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On verra plus loin pourquoi il convient cle prendre
le radical de (III) avec une determination negative.

Dans l'etude des courbes (I), (II) et (III) x est plus
grand que 1 et t prend toutes les valeurs de l'intervallo
(0,1).

II. Etude de la courbe I.

'L'outes les valeurs de il se trouvent situees sur une
courbe exponentielle. La derivee

i

cli1 x1 Log x

dt i2

nous montre que la courbe est constamment decrois-
sante. L'axe des i1 et l'axe des t sont les deux asymptotes
de la courbe.

Lorsquo I tend-vers zero par valeurs positives, on a

Lim (x' — 1) + oo
/=+o

Lorsque t 1, on obtient:

(1) x — 1

Exemple mmerique:

x
t 1.02 1.04 1.06

0.00 -f- oo -p oo -f- oo

0.25 0.08243 0.16986 0.26248

0.50 0.04040 0.08160 0.12360

0.75 0.02676 0.05369 0.08079

1.00 0.02000 0.04000 0.06000
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III. Etude de la courbe II.
Toutes les valeurs de i2 sont situees sur la brancho

d'une hyperbole^ Jiquilatere, le demi-axe transverse

etant egal ä "j/'2 (x 1), situee dans le premier quadrant.
Pour les valeurs extremes do l'intervalle (0,1), la

fonction envisagee prend les valeurs suivantes:

x—1
Lim —I— co
t=+ 0 t

i2 (1) x — 1

Exemple numerique:

X
t

1.02 1.04 1.06

0.00 -p oo -|- oo -p oo

j 0.25 0.08000 0.16000 0.24000

0.50 0.04000 0.08000 0.12000

0.75 0.02667 0.05333 0.08000

1.00 0.02000 0.04000 0.06000

IV. Etude de la courbe III.

La courbe i3 (t) est definie implicitement par
l'equation

f (i3, t) t(l—t)%—ti3—(x—1) 0

ou explicitement par l'equation
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t —• l/f2—41 (1 — t) (x—1)
(2)

V

a (i -o
1

i3 (t) est une courbe algebrique du quatrieme degre.
Nous avons donne le signe «inoins» au radical de (2),

car d'apres (1), on a

i3(1) x 1

Or, nous n'aurons, en appliquant la regle de L'Hospital,

t +]/tz — 4f (1 —t) (x— 1)

S—Jhü(r=ö —1
que lorsque le radical est affecte du signe «moins».

I 'In appliquant de nouveau la regle de L'Hospital,
on montre que

t +. ]A2 —'4f (1 — t) (x — 1)

(T +~

Pour que i3 (t) soit reelle dans l'intervalle (0,1), il
est necessaire que la quantite sous le radical de (2) ne
devienne jamais negative. II est facile de se rendre compte

que la fonction

tJ (0 t2 — 4 f (1 — t) (,x — 1)

est negative dans l'intervalle

(E) (0' V

4x — 8

les valeurs extremes de l'intervalle n'etant pas comprises.
La formule de Moser ne peut done theoriquement pas

s'appliquer dans tout l'intervalle (0,1).



— 29 —

Nous devons encore rechercher maintenant si i3 (t)
presente dans l'intervalle

(D) (r—t'1)4a; — 3

des particularity. Les moyens habituels nous renseignent
facileraent que ce n'est pas le cas. Nous pouvons donner
le tableau suivant qui resumera la variation de i3(t)
dans l'intervalle qui nous interesse:

t hi (0

0 -f- oo

4a;—-4
0< t< 4a; —3 pas reelle

4a; — 4 3
2 a;

CO1 2

decroit

1 x — 1

Exemple numeriqm:

x
t 1.02 1.04 1.06

0.00 -f- oo -|- oo -p oo
1

CO

1
1 0.54000 0.58000 0.62000

0.25 0.08548 0.18593 0.31390

0.50 0.04083 0.08349 0.12822

0,081670.75 0.02685 0.05406

1.00 0.02000 0.04000 0.06000
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Remarque. Si l'application, clu point de vue theo-

rique, de la formale de Moser, au calcul du taux de rende-

ment est limite, on peut dire que pratiquement, il y aurait
peu de chances que l'on puisse se trouver en presence
d'un couple de valeurs (x, t) excluant l'emploi de cette
formale. Cette derniere affirmation resulto de l'etude
de la fonction homographique

Cette fonction homographique est une fonction
croissante avec x etant donne que

4 —4
4 —3 > 0

L'asymptote parallele 0 t coupe Taxe 0 x au point
d'abscisse

3
x

L'asymptote parallele ä 0 x coupe Taxe 0 t au point
d'ordonnee

t 1

Le tableau numerique suivant donnant quelques
valeurs de t (x) exprime done, pour x donne, la valeur
limite au-dessous de laquelle ne doit pas descendre t pour
que i3 (<) reste reelle.
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X t(x)

1.00 0

1.02 27 jours environ
1.04 50 »

1.06 70 » )>

1.08 87 » )>

1.10 103 » »

V. Nous demontrerons encore les inegalites sui-

vantes:

(1) (x) < it (x)

(2) h(x)<i3{x)
La premiere inegalite se demontre immediatement. Dans

x — 1 JL

(3) — <*«-1

posons
x — 1 u,

u est pins petit que 1 pour tous les cas pratiques que 1'on

[>eut raisonnablement envisager, on peut done developper

en serie le mombre de droite de (3); il vient

u u (1 —t) „ ^_<! + _ + i i.u2 + _i,
< t 2!t2

ce qui demontre l'inegalite (1).
Pour demontrer l'inegalite (2), nous partirons

egaleinent des developpements en serie. Nous aurons
done:
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u (1 —t)
(4) %l (u) 1 + — + -777-^- U2 + +

t 2 !f2

+
(1_Q (1-2Q... [1—(P —1)<]

p! fp +

(5) i3 (u) y + 2 w2 + +

1.3.5 ,...(2p —3) (1— ty-1
+ 2"-1 - - J— uv+

V • V

Dire que l'inegalite (2) a lieu, c'est dire que i3 (u)
est une fonction majorante de iL (u). Pour qu'il en soit
ainsi, il faut que

(6) (1—0 (1—20 [1—(y—l)i|

Etant donne que:

(1—0 (1—2f) [1—(p—1) i]

< 2,,~11.3.5...(2 p — 3) (1— tf

pjp—i)
<(i—0 2 <(i—ty-1,

on en deduit l'inegalite evidente

1 < 2"-11.3.5 (2p—3)

qui, a fortiori, demontre l'inegalite (2).

VI. II est encore interessant d'examiner le tableau
suivant. Celui-ei permet de se faire une idee de la grandeur

de l'erreur que l'on commet par rapport au taux de

rendement exact, en calculantcelui-cia l'aidedes formules

approchees (b) et (c).
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LOO (H — i2)

ii
100 (ij —i,)

ii
\ X

1 \
1.02

2.948

1.04 1.06 1.02 1.04 1.06

0.25 5.805 8.564 — 3.700 — 9.461 — 19.590

0.50 0.990 1.9GL 2.913 — 1.064 — 2.316 — 3.738

0.75 0.336 0.671 0.978 — 0.336 — 0.689 — 1.089

De l'examen cle ces chiffres, il ressorfc que des que
t est inferieur ä l'erreur commise par rapport ä i1

augmente rapidement en valeur absolue avec x. D'autre
part, lorsque x est determine, l'erreur diminue rapidement

en valeur absolue lorsque t se rapproohe de 1.

En resume, nous pouvons done dire que l'emploi
des formules (b) et (e) pour la determinaiton du taux
de rendement des placements a tres court terme n'est

pas ä recommander. En particulier, dans une etude

statistiquo, des taux de rendement de placements ä tres

court terme determines ä l'aide de (b) ou (c), ne pour-
raient pas se comparer aux taux de rendement de

placements ä long terme, si ceux-ci sont calcules en admettant

une definition du taux de rendement comme capitalise
annuellement ou semestriellement. Seule done la

difference des questions que nous avons traitees, nous

amene a une conclusion differente de celle a laquelle
M. S. Dumas etait arrive.

9
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