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Lwei Beitrige zum Zinsfussproblem.

Von Dr. Paul Giittinger, Basel.

Obwohl iber das Zinsfussproblem schon Vieles und
Gutbes geschriehen worden ist, muss es doch jeden Ma-
thematiker reizen, auf diesem interessanten Gebiet der
Versicherungsmathematik weiterzuforschen. Es soi des-
halb gestattet, anhand zweier kleiner Beitriige die bis-
herigen Ergebnisse zu erweitern.

Zunichst sei auf eine ausgezeichnete Arbeit von
Christen *) verwiesen, in der das ganze Problem eingehend
dargestellt ist. Ks wird dort gezeigt, wie man mit ver-
schiedenen Methoden zu Niherungsformeln gelangt,
die gut brauchbare Resultate liefern.

In vorliegender Arbeit sollen nun zwei neue Wege ge-
zeigt werden, welche zu recht genauen Néiherungen fiihren :

A. Der Rentenbarwert a, kann in folgender Form
dargestellt werden:

- ]
1 a'n S —0t _g,_—|-£ ,
(1) . Z ¢ !

wo 0 die Zinsintensitit bedeutet.
Die erste Ableitung von a, nach der Zingintensitit
1st nun

da, Loy
2 B La—0 =t
(2) 7 ;t e L

') Dr. Hans Christen, Mitteilungen der Vereinigung Schwei-
zerischer Versicherungsmathematiker, 1930, S.251—325. -
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Man kann leicht zeigen, dasgs die rechte Seite von

!

(2) gleich — BH— ist. Somit erhalten wir:

3) = e

Fiir den temporiren Barwert Ayim finden wir
entsprechend :

n—1

(4) da@ n, Z Ty j_.i _ Zt-Dm-H
Dl‘

a:

f
‘S:c—H “Sa:+n—!—1 — M- Na:+n .
D

X

Wenn wir die rechte Seite von (4) mit

N — Na:—l-wrz

x

Na: T Na:-{-n

multiplizieren, nimmt Gl. (4) folgende Form an:

(5) daﬂf Helgin] s e Sm*k.l e Sw-{—n+-l — N Nw-f—n
do o Nx s Nx+n
Die Integration der Differentialgleichung (5) er-
gibt:
g Sm-l-‘l — Sa:-f—n-f-'l N Nm-{-;l as
—0‘0 Nx e N
(6) aa::m (6) = Ay (60) 6'

z+n
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do

Wir haben damit fiir den Leibrentenbarwert eine
Darstellung gefunden, die wohl kompliziert aussieht,
aber fir gewisse Untersuchungen mit Vorteil verwendet
werden kann, wie z B. beim Zinsfussproblem der
Priimienreserve fiir die gemischte Versicherung:

Wenn JV,.5; die Reserve fiir den Zinsfuss 4, (Zins-
intensitit d,) und ,V, - die Reserve fiir den Zinsfuss ¢
(Zinsintensitit 6) ist, gilt:

At (3)

(M) Wem =1— r;am:ngr, und

, Agpt ) (6)
(8 Vg = — == e
) t¥ @ 20 (0)
Unter Verwendung von Formel (6) kénnen wir
Gl. (8) auch so schreiben:

] a:&:‘H:'ﬁ:—t] (60) ‘
e aa::hl (60)

9 V

Sm-k-n-H =i Nm-}--zrn Sa:+!+ l_S:::—I-n-I—L"—_(’n - t) N

S
f Jsx-u"‘"
+ l Nx“" N:c-l—n Nx-l-l'_‘Nm—l-n

Da der Integrand im Iixponenten stets positiv ist,
wird der Hxponentialfaktor um so grésser, je grésser
der Zinsfuss 1 ist. Man kann daraus den bekannten Satz
ableiten, dass das Deckungskapital der gemischten Ver-
sicherung bei zunehmendem Zinsgfuss abnimmt, und um-
gekehrt.

Wir wollen nun dazu iibergehen, aus Beziehung (6)
eine Nitherungsformel fiir den variierten Rentenbarwert
.5 () abzuleiten. Unter der Annahme, dass die
Grosse

:z:—{-n} d6
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8pp1—Spnyy —n-N
N,—N

T+n . ((l)

& z+n

im Verlaufe der Integration nicht allzustark variiert,
gilt approximativ:

Ay Sw-}-l_"‘sfa:-}-n-l-l—n N

(10) axﬂ(a) ~ Qg (60) - € Nm - Na:~|—n

&+n

Diese Niherung wurde schon von Meidell abgeleitet

und gibt eine gute Genauigkeit bei Dauern unter 20

* Jahren und Zinsfussiinderungen bis 34 9%. Die damit

erhaltenen Resultate sind etwas genauer als diejenigen
nach der bekannten Formel:

, { ;
Av 6x+ 1“—'5%,'_”_'_1——'7& ’ Nx-l-n
? D

(11) a;c:r—z[ (6) ~ az:n] (ao) -+

&

Abweichungen vom genauen Wert treten im all-
gemeinen erst in der 3. Dezimale auf.

Um die Methode noch etwas zu verfeinern, beriick-
sichtigen wir auch die Variation der Grosse (@) withrend
der Integration von d, bis §. Damit die Ableitung iiber-
sichtlich bleibt, wollen wir uns nur mit dem Fall der
lebenslinglichen Leibrente beschiftigen. Hier haben
Wir:

; Sa:»l«l

' __f N dd
(19 a,(0)=a,@)e *




'S, —2-46-°8¢,

R | (R—

zu beriicksichtigen, entwickeln wir S, und N, nach Po-
tenzen von 4¢ und erhalten so:

Spsr  Se o 8,—248.°88) 4 ... 1
N, N, N, —dés,, A

Wenn man nur erste Potenzen in 4§ mitnimmt, findet
man :

0

|

1

e 1l —d[%8—2.48.280 ).[14-4
°N,—46-°8, Na{( : ’ 5m+l) (I—I—‘ ?
0§ l ' 0g og ) 1

g b AN - AB LG o E Ll
[on 1] 4 5 :2 S:::+l on } on
°g 0 S'(_2) 081 2 0 Sa:
PN SC A
on J on (N"c) Na;

Leider ist aber in den meisten Tafeln S nicht enthalten.
. Nun hat Poukka die Teststellung gemacht, dass die
Grosse:

1(2)
géﬁ__ . S:r: - k
S N

T &

fiir alle Alter und Zinsfiisse nahezu kongtant ist und im
Mittel = 0,84 gesetzt werden kann. Somit kann

. 2
(15) 8@ = 0.84-(%) gewiihlt werden. Wir erhalten
dann
(16) S:c+1m OSx _1]—-11(‘5-[0,68-&—*1] . O.Sa:
N, °N,, °N, °N,

0

z+1

x

SN )]—*1
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Dies von 6, bis ¢ integriert, ergibb:

§

" S \ (48)* °S, °S,
T ¢ =g zawzlal_._-_1 PENL. S B I [ |
()5{Nx N, T T2 w7 N
Wenn wir nun dieses Resultat in (12) einsebzen,
finden wir

OS. A52 o8 oS
_A(S.[ ‘L_ﬂ ’N(__al E {068 _w_1}

'y, |7 2 N, °N,
(18) a,(d)~a,(d,)-e
Damit hiitten wir, wie nachfolgende Beispiele
zeigen werden, eine Niherungsformel gefunden, die eine
recht schone Genanigkeit aufweist:

e die Tafel 0“0 8% %, Ultimate table,
sollen aus a, (31 %) folgende Barwerte berechnet
werden :

a, (49%) a, (3%)

n.Gl (18):| genau: |n.GL (18):| genau:

40 16,285 16,284 18,379 18,379
50 13,742 13,742 15,157 15,156
60 10,756 10,756 11,585 11,585

B. Poukka hat die tiberaus wertvolle Feststellung
gemacht, dass das Verhiltnis

Sf} . v_é,f_ = k

z T
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nahezu konstant bleibt fiir alle Zinsfiisse und Alter, ja
sogar von 'Tafel zu Tafel nur wenig verschieden ist.

Der folgende Abschnitt soll nun zeigen, dass der
Rentenbarwert als explhizite Funktion der Zinsintensitit
dargestellt werden kann, einzig unter der Annahme, dass
die Grosse k vom Zinsfuss unabhiingig ist. Zu diesem
Ziwecke werden wir fiir den Leibrentenbarwert a, eine
Differentialgleichung aufstellen, in der ausser der
Funktion @, nur noch die Variable ¢ (Zinsintensitiit)
auftritt.

Fs ist nimlich

\ l N
. —ot T+t _ x+1
I Tl
da \T s Vot Set
7 ) e, = ——" und eb
@ s % by D, i

se S
2y =5
S‘CC Nm
konstant ist (wenigstens unabhingig vom Zinsfuss!),

findet man:

Unter der Voraussetzung, dass

(20)

(21)
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S d
Da nun 5;‘ = ——C—% , erhilt man folgende
Differentialgleichung :
- d% 1 da,)? da
22 > =2k - . 2 =
(22) FER a, { dd} o

Diese Gleichung ist sehr leicht 16sbar. Wenn wir

Gl. (22) némlich durch % dividieren, finden wir:

d*a, da,
23) a5 /dam —2k g5/ =1 oder
a8 Y

da
4 ——_1
(24) " dd op 4% _
aé s
Somit wird
da
dil —%-—1] o
(25) I n da n aI } B 1
dé
Integriert ergibt dies:
da,
(26) ln {T(SH : a’;zk} = + 0y

wo ¢, eine Integrationskonstante ist. Hs ist demnach

(27) darm ) a_gk . 1 d {a;z k-{-l}

s, i o e(H-Bl
dé ” 1—2k dé
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Die nochmalige Integration ergibt:

(28) ;M= —2k—1)e&t 4, (1 —2F)
Mit den neuen Integrationskonstanten

k= — (2k—1) e und ky = ¢, (1 —2 k) erhilt man

als endgiiltige Formel:

(29) ax—zk—l-i — kl . ed "|‘ kz

Damit ist die eingangs aufgestellte Behauptung
bewiesen; die (1—2 k)te Potenz des Barwertes o, kann
sogar als einfache Fxponentialfunktion der Zinsintensitit
dargestellt werden.

Bleibt nun mnoch, die Konstanten k; und k, zu
bestimmen. Als Anfangsbedingungen wihlen wir plau-
siblerweise folgende:

(L) a, (0) = a,(5,), und
d=3d0
da °S,
I1. s TP RN ;.
( ) d66=f‘)‘o O])x

Wenn wir Bedingung (II) in (27) einsetzen, erhalten
wir:

o do
< T ky-e

- = ——————— , woraus sich
D, a, “*(d,) A—2 R voraus sic

°S
ky za (2k —1) e *a;**(4,) o—5fi bestimmt.
T

Wir kénnen nun k, in Gl (29) einsetzen und Fk,
durch die Bedingung (I) festlegen.
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Man findet schliesslich als Schlusgsresultat :

1

[ s =l
(80) a,(0) = a,(d,)- 1—]—(271:«1)__'&1_.4!11-@0}

l ONx—fAL

Unter der Annahme, dass k& vom Zinsfuss giinzlich
unabhingig ist, stellt diese Tormel (30) ewne strenge
Lisung des Zinsfussproblems dar, welche sehr gute Re-
sultate liefert.

Wenn wir nun unser Resultat mit der Formel
von Palmqust (39) in der erwithnten Arbeit von Chri-
sten 1) vergleichen und in unserer Formel k= 0,84
setzen, finden wir zwischen den beiden TKrgebnissen
vollige Ubereinstimmung, obschon die Wege, die zu
diesem gleichen Resultat fithren, ganz verschieden sind.

Wir wollen die gleichen Beispiele wie in Abschnitt A
beniitzen, um die Genauigkeit der beiden Methoden
miteinander vergleichen zu koénnen.

Tafel O™ 1868/93 814 % Schlusskurve.
k = 0,84.

a, (4%) a, (3%)
n.GlL (30): | genau: |[n.GL (30):| genau:

40 16.2845 16.284 18.3795 18.379
50 13.742 13.742 15.157 15.156
60 10.7554 10.756 11.585 11.585

1) Dr. Hans Christen, loc,. cit., S.293, Formel (39).
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