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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Verinderungen im Deckungskapital
und in der Priimie einer Pensionskasse bei
Verschiebungen des Riicktrittsalters.

Von Dr. W. Thalmann, Luzem.

Der Ruf nach fritherer Pensionierung der iilteren
Arbeitskriifte ertont immer eindringlicher. Es ist klar,
dass die Verwirklichung dieser Forderung tiir die Pensions-
kassen von grosser finanzieller Tragweite ist, und die
Mathematiker missen gewiirtig sein, dass F'ragen dieser
Art an sie gestellt werden.

Bis bietet natiirlich keinerlei Schwierigkeiten, bei
einer Neuansetzung des Riicktrittsalters das Deckungs-
kapital und die Primie neu zu bestimmen. Hingegen
erfordert diese Rechnung einen ziemlich erheblichen
Zeitaufwand. Tiner Anregung von Herrn Prof. Dr,
Bohren TFolge gebend, haben wir versucht, die Ver-
inderungen des Deckungskapitals und der Primie,
welche durch Verschiebungen des Riicktrittsalters be-
dingt sind, als Funktion des Riicktrittsalters darzu-
stellen.

Wir denken uns eine vollstiindig ausgebaute Pen-
siongkasse. Die Teistungen an die Mitglieder seien fol-
gende:

Renten an die Hinterlassenen im Todesfall.
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Lebenslingliche Renten an die Invaliden, falls die
Invaliditit eintritt vor Erreichung des Ricktrittsalters,
das allgemein mit s bezeichnet sei.

Lebenslingliche Altersrenten, wenn die Mitglieder
als Aktive das Riicktrittsalter s erreichen.

Diesen Leistungen stehen Priimien gegeniiber, die
bis zum Alter s oder, falls Tod oder Invaliditit frither
eintreten, bis zu diesem Zeitpunkt zu entrichten sind.

Uber die Héhe der Rentensiitze machen wir nur eine
Voraussetzung, nimlich dass sie mindestens vom Riick-
trittsalter weg gleichbleiben soll. Es miissen also all-
fillige Abstufungen nach Dienstjahren beim Riicktritts-
alter ihr Maximum erreicht haben.

Bei der so umschriebenen Pensionskasse sei in einem
gewissen Zeitpunkt fiir das Riicktrittsalter s, das er-
forderliche Deckungskapital bestimmt. Nun stellt sich
die F'rage: Wie veriindert sich dieses Deckungskapital,
wenn das Rucktrittsalter auf s, gesenkt wird ? Ebenso
ist zu untersuchen, welche Verinderung die Primie
durch die Verschiebung des Riicktrittsalters erleidet.

1. Die Veriinderung des Deckungskapitals.

Wir iiberlegen uns zuniichst, welche Leistungen und
(Gtegenleistungen durch die Verinderung des Schlussalters
nicht berithrt werden. Es sind dies:

1. die Barwerte der am Rechentermin bereits laufen-
den Renten,

2. die Anwartschaft auf Hinterlagsenenrenten,

3. die Anwartschaft auf jene Invalidenrenten, welche
vor Erreichung des neuen Riicktrittsalters s, in
Kraft treten,

4, die Barwerte der Priimien, welche vor dem Riick-
trittsalter s, féillig werden.



— 8 —

Eg ist klar, dass alle diese gleichbleibenden Posten
unsere Rechnung nicht beeinflussen und daher weg-
gelagsen werden kénnen.

Als Unterschied in den Kassenleistungen bleibt,
dass jetzt an alle Aktiven, welche das Alter s, aktiv er-
reichen, von diesem Zeitpunkt weg lebenslingliche
Renten ausgerichtet werden, withrend bisher, bei Zu-
grundelegung des Riicktrittsalters s,, diese Leute im
Zieitraum s, bis 8, nur bei Invaliditéit auf Rentenzahlungen
Anspruch erheben konnten. Der Unterschied ist also
zu erfassen als Barwert einer Aktivititsrente, zahlbar
vom Alter s, bis zur Invalidierung, spiitestens aber bis
zum Alter s,. Die Anwartschaft auf diese Akbivitits-
rente ist fir den @-jihrigen Aktiven, wenn z < s,

as aa aa
Dsa a Nﬂa i N81

aa Sg 31—32‘ - _‘—"‘—"Ga
Dz D:c

aa

Hat der Aktive das Alter s, schon erreicht, so tritt an
Stelle der Anwartschaft der Barwert einer sofort be-
ginnenden Rente, also fiir s, << « << s, entsteht die Mehr-
leistung :

aa s
Ay | T

aa aa
Ng* — Ny
Nua
D"

Auf der andern Seite entrichten nach der Senkung des
Riicktrittsalters von s, nach s, die Akbiven zwischen
sy und s, keine Primien mehr wie bisher. Der Heutwert
dieser Mindereinnahme ist, wenn wir die Primie «1»
voraussetzen, durch die gleichen Ausdriicke dargestellt,
wie sie oben fiir die Mehrleistungen angegeben sind.

Wir fithren nun ein:

r,, = maximaler Rentensatz

p = Primiensatz,
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wo r,, und p in 9, des Lohnes 2, ausgedriickt sind, so

T P-4,
tr o B «
A== 1 30 ~ der Betrag der Rente und 100 der Betrag

der Primie ist. Dann wird die Deckungskapital-
veriinderung fiir den z-jihrigen Aktiven:

A,
e xe So 4 Va, (31—)'82) = 100 ])aa (p -+ m) (NZ: *ﬁ_Nf:?)

A,

_ o . A V., S e,
und fir s,<<x<<$, (81> 8) 100 Dt

(p 4-1,) (NG —NG)

Wir setzen zur Abkiirzung: K% — 1(1)0 (¥, — M)
und nennen diese Differenzen die ersten Koeffizienten.
Diese lassen sich aus der gewihlten Aktivititsordnung
rasch und leicht ermibteln.

Es sei nun die Zahl der aktiven Kassenmitglieder
des Alters @ mit m, bezeichnet. Dann ist die Veriinderung
des Gesamtdeckungskapitals dargestellt durch

r=8—1
a e "ﬂl m, /1 m,
(I) K‘ V('“"l * 82) - L l”l' /l V Si—> (“2 — (p —I_'rm) l\(l : l) 2‘ ] e —I_ [ (lll [((q: : )

Diese Formel ist verhiltnismiigsig rasch auszuwerten.,
A, m, bedeutet je die versicherte Lohnsumme der Aktiven
des Alters z; die Werte D und die Koeffizienten K,
sind aus der Aktivititsordnung zu entnehmen. Bei Ab-
schitzungen diwrfte sich die Bildung von Altersgruppen
empfehlen.

Ganz erheblich vereinfacht wird Tformel I, wenn vor-
ausgesetzt werden kann:



s B e

1. die Kasse befinde sich im sog. natiirlichen Be-
harrungszustand, es sei also m, = ¢. 1 und

2. der Lohn set vom Alter unabhiingig, daher A, =
= konstant.

I's wird dann:

AV{s s —=A-c (p+r,) ((%SIZJ_.— Z I(Isl

Wir fithren zur Abkiirzung ein:

s3—1 1 $—1 ( 8y)
K(@nses) — | J((sasy Z — \m E l
Tn 52

Die Ausdriicke £, nennen wir die zweiten Koeffi-
zienten. Sie sind abhingig von den Altern x,, s, und s,
so dasgs jeder Kombination dieser 8 Alter ein bestimmter
Wert K, entspricht. z, ist in theoretischem Sinn dasg
Alter, bei welchem der Einfritt in die Kasse erfolgt.
Praktisch kann als 2, etwa das niedrigste vollbesetzte
Alter angenommen werden, wobei vereinzelte jiingere
Aktive ohne grosse Storung der Rechnung auf dieses
Alter verschoben werden konnen.

Wir erhalten also:

(II) 4 V(-?l—) 83) = ( m _l_ p) I( n 92 91)

In Worten lautet diese erstaunlich emfache Formel :

Unter der Voraussetzung, dass sich eme IKasse im
natiirlichen Beharrungszustand befindet und dass der Lohn
der Aktiven als konstant angenommen werden darf, wird
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die Verdnderung des Deckungskapitals, welche durch die
Verschiebung des Schlussalters bedingt ist, das Produlkt
von 4 Faktoren.

Diese sind:
1. A = mittlerer Lohn,

m
2. 6= 7‘5 = Verhiéltnis zwischen der Aktivenzahl

T

der Kasse und jener der zugrunde gelegten Aktivi-
titsordnung,

3. (r,, -+ p) = Rentensatz - Primiensatz,

4, KFn%9) — ein fiir die gegebene Alterskombination
konstanter, tabellierter Faktor.

Leider ist die Anwendungsmoglichkeit dieser schénen
Iormel eine ziemlich beschriinkte. Is gibt nicht allzu
viele Kassen, die sich im sog. natiirlichen Beharrungs-
zustand befinden. In vielen Fillen diirfte auch eine
ausgesprochene Abhiingigkeit des Lohnes vom Alter
vorliegen. Wir mdchten daher im folgenden noch unsere
Tormel einer hiiufig auftretenden Lohnentwicklung
anpassen.

Wir nehmen an, der Liohn steige linear vom tiefsten
Alter x, bis zum Alter z,, wo der sog. Maximallohn
erreicht werde. Der Anfangslohn sei 4,,, der Maximal-
lohn 4,,,, die gesamte Lohnsteigerung also a = 4, — .
Die Periode der Lohnsteigerung sei n Jahre, so dags

a
der Lohn pro Jahr d = -~ steigt.

Dann wird ungere Formel zu:

(ID) AV gy gy= 0 (0 Fp) [Agn KF" 0 — (1+19)™ {a d,—dB,} Kf+*V]
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Darin bedeutet v der Zinsfuss; ferner ist

1+4)"—1 144 1 iy——1
/1,1:(-~,L_)~--»-~~ i Bo= — | (n—1) 1+ i)'*“l—«(i—b)—%.—~~—

Wir sehen, dass von der mit dem Maximallohn .
ausgewerteten Formel II ein Korrekturglied abgezihlt
werden muss, das scheinbar kompliziert ist, jedoch
ziemlich rasch berechnet werden kann, da die Werte
(1 +0)"" und 4, gewohnlich aus Tafeln abgelesen
werden koénnen.

Die Anwendung von Formel IIT verlangt selbst-
redend Voruntersuchungen in bezug auf Beharrungs-
zustand und Verlauf der Lohnkurve. s ist leicht ein-
zusehen, dass diese Voruntersuchungen nicht allzuviel
Zeit in Anspruch nehmen diirfen, weil sich sonst eine
Riickkehr zur genauen Tormel I empfehlen wiirde. Die
Entscheidung dariiber, welche der 8 Formeln verwendet
werden soll, muss von Fall zu Fall gefiillt werden.

2. Veriinderung der Primie bei Verschiebung
des Riicktrittsalters.

Die Primie, welche dem Hintrittsalter 2, und dem
bisherigen Schlussalter s, entspricht, sei p,,. Welcher
Priimienzuschlag wird notig, wenn das Riicktrittsalter
von s, auf s, gesenkt wird ?

Die Veriinderung des Deckungskapitals bei Senkung
des Riicktrittsalters ist fiir den w,-jihrigen Aktiven

A VJ?n (sl' - 82) = j),,;" (p = ‘rm) 1\'(132‘!)

I'n
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Dieses Betreffnis muss durch die Zusatzprimie vom Be-

’q'ﬁ‘nA pzn
100
werden.

trag , zahlbar bis zum Alter s, aufgebracht

Wir schreiben also:

/"':Cn,
100

A"C‘L .
' A px” ' ag:?,:sr_:m - DﬂTZﬂ (P 'l’“ 'r;-n) [(&32-5‘1)
Tn

Daraus ergibt sich:
B I((S‘zsl)
(IV) 4 Pep = 100 (p + 'rm) m

Die Tabellierung der Koeffizienten K, & K.

Die ersten Koeffizienten sind abhiingig von den
beiden Riicktrittsaltern s, und s,, die zweiten Koef-
fizienten sind sogar 3fach abgestuft, niimlich nach dem
Fintrittsalter 2z, und den beiden Riicktrittsaltern s,
und s,. Iis ist einleuchtend, dass die Erstellung eines
so grossen Tabellenwerkes nicht zweckmiissig wiire und
vor allem den Rahmen dieses Aufsatzes erheblich iiber-
schreiten wiirde. Wir ermitteln an Stelle der I£-Werte
Hilfszahlen, aus welchen sich die K-Werte sehr einfach
bestimmen lassen. Wir haben gesetzt:

If(s?-‘?l) —t _i" ( an Naa)
. 100 * .

An Stelle der K{:*)-Werte geben wir die Wertei&j.

Aus der einfach abgestuften —16?6 Tabelle lagsen sich

die /{,-Werte durch Subtraktion leicht gewinnen.
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In dhnlicher Weise koénnen an Stelle der Koeffi-
zienten K% Hilfswerte berechnet werden, aus denen
die I{,-Werte durch einfache Subtraktion hervorgehen.
Bezeichnen wir némlich mit w dasjenige Alter, fiir
welches {* zu 0 wird, dann ist

Ifgrnszs') — ]fgc“szw) . Iﬂf“slw)

Wir erstellen also anstatt der 8fach abgestuften K(mnsasi.
Tabelle die doppelt abgestufte K. g helle.

Wir geben im folgenden tir das Tabellenwerk von
F. Deprez: Versicherungstechnische Berechnungsgrund-

aa

* und

lagen fiir Pensionskassen, 4 %, die Werte

K{Ens®w), Wir beschriinken uns dabei auf das minnliche
Geschlecht und auf die 3 Eintrittsalter z, — 20, 95 und
30. Dag Riicktrittsalter s lassen wir von 2w == 77 bis zum
Alter 60 gleiten. Wir setzen fiir Renten und Priimien
die monatliche Zahlungsweise voraus. Wir gelangen zur
folgenden Tabelle (siehe folgende Seite).

Um einerseits die Verwendung der vorstehenden
Tabelle zu zeigen, hauptsiichlich aber auch, um die Be-
deutung der ganzen Hrage hervorzuheben, geben wir noch
ein Bewspuel :

Iiine Kasse versichere ihre Mitglieder nur gegen
Invaliditit, und zwar trete im Invalidititstall eine Rente
von 70 9%, des anrechenbaren Lohnes in Kraft. Der
anrechenbare Liohn sei konstant = I'r. 6000. Die Kasse
befinde sich im sog. natiirlichen Beharrungszustand und
zwar sel fur alle Alter:

m, = 0,001 [

Das Eintrittsalter sei x, = 380.
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Grundlagen : Deprez, 4°/,, minnliches Geschlecht.

Riicktritts-| (12 (x,,8w)

I—- alter Ny i
s 100 @, = 20 x, = 25 z, = 30

I 1 2 3 4 5
76 0 60 58 56
75 1 411 399 386
T4 B 1.432 1.392 1.343
73 9 3.696 3.589 3.458
T2 20 8.005 7.765 7472
71 41 15419 14.938 14.35%
70 74 27.9220 26.340 25.268
69 127 45.030 43.517 41.676
68 207 70.586 68.124 65.129
67 322 105,400 101.584 96.941
66 476 150.405 144.756 137.882
65 676 205.983 197.961 188.201
64 925 272.044 261.066 247.709
63 1225 347.918 383.378 315.689
62 1578 432 .884 414.161 391.382

% 61 1983 525.887 502.360 473.732
60 2442 626.336 597.357 562.101

Die Priimie ist unter diesen Voraussetzungen

(12)
70 » ag;
pSO = —-(—FE)—& == 9,40 0/0.
2

Das Deckungskapital fiw die Aktiven der geschlossenen
Kasse berechnet sich auf

V(s = 248,0 Millionen.

Dabei setzen wir s, = 77, weil nach den Grundlagen
Deprez I3 = 0 wird.
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Nun wiinscht die Kasse, die Altersversicherung ein-
zufithren und stellt dem Mathematiker folgende Frage:

1. Wie muss das Deckungskapital verstirkt werden,
wenn das Ricktrittsalter auf 70, 69, 68 —— - — 60 Jahre
angesetzt wird. .

2. Welches sind die entsprechenden Aufschlige auf
der Primie des Neueintretenden.

Da sich die Kasse im natiirlichen Beharrungszustand
befindet und der Lohn vom Alter unabhingig betrachtet
wird, konnen wir Formel II verwenden. Es wird:

AV (77..m.>52) — A (Irm 4 P) H I((230,32, k)|
= 6000 - 0,001 (70 + 9,4) - K0

Die Werte K™ entnehmen wir der Kolonne 5 unserer
Tabelle.
Die zweite I'rage wird durch Formel IV beantwortet,.

g 1st
(12)
Naa
K™ 7940 - —1—0%
APy =100 (70+9,0) {5~ = @ @

an aa aa a
N30_Ns:_, Nll(}Hng
(12)

Taaw

Die Werte _gz_ entnehmen wir Kolonne 2 unserer

(12) (12) ' _
Tabelle, wiihrend (N§‘5~—N‘::) aus dem Tabellenwerk

von Deprez ermittelt wird.
Wir werten die beiden Formeln fiir s, =70, 69— - 60
aus und erhalten:
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AV (TT—>s,) Ap (17— sy)

¢ in % des bis- in 9%, der
o2 absolut in|herigen Deckungs-| absolut in bisheri

Millionen | <2181s dor™ | 1 girrogeng | S

Aktiven GEprasan Primie

70 1210 4:8 0:12 1’3
69 19,” 8;0 0321 212
68 37[,0 12!5 0:34 3’6
67 46:2 18’5 0:53 5’6
66 65,, 26,5 0,79 8.4
| 65 89,, 36,, L - £
64 118, 47,4 1,55 16,
63 150,, 60,, 2,08 21,,
62 186, (i 2567 28,4
61 928, 91, 3,39 36,
60 2674 108,, 4,00 44,

Aus diesen Zahlenrethen wird deutlich ersichtlich,
welche tiberragende Bedeutung der Iestsetzung des
Ricktrittsalters s in der Pensionsversicherung beizu-
messen 1st.

Beispielsweise muss die gewiihlte Kasse bei Fin-
filhrung des Riicktrittsalters 60 das Deckungskapital
mehr als verdoppeln, und die Primie ist um 45 9% zu
erhéhen.

Tis ist daher wiinschenswert, dags man iiberall dort,
wo aus verstindlichen Griinden die frithere Pensionierung
gefordert und durchgefithrt wird, auch der Riickwirkung
auf die Finanzlage der Pensionskasse die nétige Auf-
merksamkeit schenlkt.
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