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Uber einige versicherungsmathematische
Linsprobleme.

Von Fredrik Borch, Oslo.

In dem folgenden werden wir die Aufgabe be-
handeln, den einem gegebenen Versicherungswerte ent-
sprechenden Zinsfuss zu bestimmen, wenn keine Kom-
mutationszahlen (D,, N, etc.) vorliegen, sondern nur die
Sterbetafel (1, d,). Kine einfache, aber mithevolle Ligsung
dieser Aufgabe besteht in der Berechnung einer Reihe
von Kommutationszahlen fiir irgend einen willkiirlichen
Zingfuss, der nahe an dem gesuchten Zinsfuss gelegen
1st. Fir die Wahl dieses Zinsfusses kann man, wie wir
sehen werden, sehr einfach gewisse Grenzwerte auf-
stellen. Mittels bekannter Niherungsformeln fir die
Berechnung von Leibrentenwerten fir mehrere Zins-
fisse, wenn die Kommutationszahlen fir einen be-
stimmten Zinsfuss vorliegen, lisst sich dann unsere Auf-
gabe losen, denn das Problem ist fast immer auf den
Fall zurickfithrbar, wo der gegebene Versicherungswert
eine Leibrente 1st. In dieser Arbeit werden wir aber,
indem wir nur das Problem bei der Leibrente betrachten,
eine direkte Liosung suchen, ohne Kommutationszahlen
zu benutzen.

Wir wollen zuerst verschiedene Grenzwerte fur den
gesuchten Zinsfuss aufstellen. Wir behandeln nur die
jahrliche nachschiissige Leibrente und schreiben diese:
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und F(t) ="' = (1 +1)"" eine immer konvexe Funktion
darstellt (0 < ¢ << 1). Der wohlbekannten Ungleichheit
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bildet die zweite Summenreihe der [ -Werte.



. 93 __

Durch Gleichstellung der beiden Seiten der obigen
Ungleichheit bekommt man eine Gleichung, die einen
Zinsfuss 1, gibt, der kleiner ist als der gesuchte (mit 1

bezeichnete).

pag
.
Aus: vy (1)
2 T o+t - a:ﬂ:m
. =
ex‘.'pﬂ
findet man: ty < &

Durch die Ungleichheit Tchebychefs finden wir
einen anderen unteren Grenzwert (i,). f(f) und F (i)

_'g
sind beide abnehmende Funktionen, und Z‘F (t) > 0.
1

Tcehebychefs Ungleichheit lautet dann:

oder:

Durch Gleichstellung der beiden Seiten dieser Un-
gleichheit bekommt man eine Gleichung, die auch einen
unteren Grenzwert des gesuchten 1 liefert:

Aus:

() _ gy Becil @)



ergibt sich:
o 4

Finen oberen Grenzwert (i;) findet man durch
Gleichstellung der beiden Seiten der wohlbekannten
Ungleichheit :

ax:m<a oo

€x:n|
Néamlbich aus:
(1a) a
ez 1 ) = a, o (O)
findet man:
By >0

Mit Hilfe der gewohnlichen Zinstafeln stellt man
mittels der Gleichungen (1), (2) und (3) diese Grenz-
werte leicht auf. Die Grenzwerte sind aber sehr roh und
diirfen nicht als Nidherungswerte betrachtet werden.
Sie bieten eigentlich nur eine Richtschnur fir die Wahl
elnes Ausgangswertes fiir eine schérfere Berechnung des
gesuchten Zinsfusses dar. Fur diese schirfere Berechnung
(ohne Kommutationszahlen zu verwenden) scheint das
Verfahren naheliegend, die Leibrentenwerte durch die
[,-Werte und die gewohnlichen Grossen der Zins-
rechnung darzustellen zu versuchen und hieraus den
gesuchten Zinsfuss durch inverse Interpolation oder
mittels Newtons Approximationsmethode zu berechnen.
Die grosste Schwierigkeit besteht dann in der Darstel-
lung der Leibrentenwerte, ohne Kommutationszahlen zu
verwenden. Da die Reithenentwicklung einer Leibrente
nach Potenzen von ¢ bekanntlich konvergiert (0 < © << 1),
scheint vielleicht auf den ersten Blick eine direkte Reihen-
berechnung des Leibrentenwertes der einfachste Weg
zur Losung unseres Problemes zu sein. Diese Reihe
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konvergiert aber langsam, so dass mehrere Glieder nétig
sind, um eine befriedigende Genauigkeit zu erreichen.
Dabei miissen hohere Summen der [,-Werte mit in die
Rechnung gezogen werden. Diese sind aber sehr grosse,
rechnerisch unangenehme Zahlen, deren Handhabung
die direkte Reihenberechnung ausserordentlich beschwer-
lich und praktisch unbrauchbar macht. Wir werden des-
halb in dem folgenden hohere Summen der [ -Werte
als die zweite — die der S-Reihe der Kommutations-
zablen entspricht — vermeiden.

Zuerst wollen wir die folgende Formel betrachten :

1 — ™ (1, x, n)
4 — = ————— = Q7T ] (4)

@ i 'm(x,m, 1)

WO L

Diese Formel, die von J. 1. Steffensen !) fiir lebens-
langliche Renten hergeleitet ist, 1st zu unserem Zwecke
recht gut verwendbar. Indem wir in dieser Arbeit nur
die Newtonsche Approximationsmethode beniitzen wer-

1) J. F. Steffensen: On certain inequalities between mean
values, and their application to actuarial problems. Skand.
Aktuarietidsskrift 1918, p. 82.
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den, miissen wir die Abgeleitete mit Bezug auf 7 von
Formel (4) suchen und bekommen :

d
d

U (2, myi) =

Ztlwkt
Gm:m—|~1 i

’ . 1
gy (T, N, 0 — —
€y -n|v ) v (d + ()) n 9 m (z,n,1)

\ le+t

1

wo ¢ = die Verzinsungsintensitat = In (1 + 1) bedeutet.

Die Tafel unten beleuchtet die Verwendbarkeit der
Formel (4) fir die Losung unserer Aufgabe. Kine Reihe
von Zahlenwerten fiir lebenslingliche Leibrenten ist
gegeben und die Frage ist, die diesen Werten ent-
sprechenden Zinsfiisse zu bestimmen, wenn die Sterbe-
tatel im Text-Book (Part II) zugrunde gelegt wird.

Mittels (1) und (3) sind untere und obere Grenz-
werte der gesuchten Zinstiisse aufgestellt. Zwischen
diesen Grenzwerten sind willkiirliche Ausgangswerte 3
gewihlt und die gesuchten Zinstiisse mittels Formel (4)
und ihrer Abgeleiteten durch einmalige Verwendung von

Newtons Approximationsformel

(@)
. " Ay — ay
1=1
T d - (5)
__7(1‘%
di °

berechnet.

-
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b ahlt
G?ge " | Grenzwerte des gesuchten Gewthiter | Fomelt (4)
Leibrenten- . Ausgangs- | und (5)
& werte Zinsfusses ‘ wert geben

15119.408 |8.25 <1002 < 4.50 | 3.75 | 4.031
25117.949 1 3.25 <1000 << 4.50 | 8.75 | 4.023
35116.221 | 3.375 << 1001 < 4.625| 3.756 | 4.006
45113.900 | 3.50 <1000 << 4.75 | 4.125| 3.991
55111.024 |3.675 < 1002 << 4.875| 4.256  3.959
65| 7.850(3.675 <1002 << 5.25 | 4.25 | 3.929
|75] 4.846 |3.75 <1000 << 5.375] 4.375 | 3.907

Der genaue Wert ist fiir sémtliche Renten: 1002
= 4.00.

Von den drei hochsten Altern abgesehen, sind die
erreichten Resultate recht gut.

Doch werden wir versuchen, ein noch schirferes
Verfahren fir die Berechnung von Leibrentenwerten
ohne Kommutationszahlen zu verwenden und dabei
auch eine schirfere Liosung unserer Aufgabe herzuleiten.
Wir wollen dann in erster Linie auf die in der prak-
tischen Lebensversicherung am héiutigsten auftretenden
abgekiirzten Leibrenten zielen.

In einer vorherigen Arbeit habe ich die folgende
Formel gegeben '):

win| T Ynl

7] : .
B Py — x, n, 1 6
g g (a7, i) (6

1) Betrachtungen tiber die Darstellung von abgekiirzten Leib-
renten mittels Zeitrenten. Skand. Aktuarietidsskrift. Heft 1—2,
1933,
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Bei kleiner Dauer n (20 bis hochstens 25 Jahre)
18t diese Formel recht verwendbar und zu unserem
Ziwecke sehr bequem.

Fine sehr scharfe Formel, die Berechnung fast aller
in der Praxis vorkommenden abgekiirzten Leibrenten
gestattet, finden wir in der folgenden Weise : Bekanntlich
verlaufen die meisten Absterbeordnungen (I,) konkav
vom Kindesalter bis in das hohe Greisenalter, und abge-
kiirzte Versicherungswerte verlaufen deshalb in der
Praxis fast immer iiber einer durchaus konkaven Ab-
sterbeordnung. Nimmt die Absterbeordnung [, , im
Intervalle (0, n) gradlinig ab von I, bis [ ., so ist
der Wert der n-jédhrigen nachschiissigen Leibrente ganz
genau berechnet durch

n n
Y g N g
_2 t ot Z_‘tv
1 1
§ s £ z+n

. n g n B 1—7,
o l g
T

I—_npa: ’ 1
+ o [ 1—— (n+1+—.—>
n (]

Vorausgesetzt, dass 1., im Intervalle (0, n)
konkav verldauft, muss die Grosse oben um das folgende
Korrektionsglied vergrossert werden, damit sich der
gesuchte Leibrentenwert ergibt:
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Die Funktion ¢) (z, n, 1) entwickeln wir in eine Reihe
rach Potenzen von 1 und bekommen:

6z: 7] 1— . p, n-+1
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In > () (x, n, 0) finden wir die dritte Summe der [ -
1
s o ;
Werte, die wir ~~2uZt(t -+ 1)1, ., schreiben konnen.

Indem wir unsere Rethe mit der zweiten Potenz von 1
abbrechen, wollen wir einen «Niherungswert» fiir

2
73 Q) (z, m, 0) bestimmen und dabei die dritte Summe
2
der {-Werte vermeiden.

Wir betrachten die Grosse:
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n2 —1
6
Die Funktion A (1) ist eine Parabel zweiten Grades mit

Hier ist: g () =1,., und h (t) =2 —mnt +

n
der Achse m:mgm und dem Schnittpunkt mit der

2. 19
Achse (ﬁ, " T )
) 19
Wir schreiben:
ne 4 9
h(t) = SRS
()= () — "
Also 1st:
D=+t e ™
S == -+ = —N —
)=h)+— 4

s () 18t dann eine immer positive Funktion. Wenn, wie
vorausgesetzt, ¢ (f) = {,,, im ganzen Intervalle (0, n)
konkav ist, gibt die Ungleichheit Hoélder-Jensens:

n

) ., Zts(t) . .
Dawre<yso-o| T | =" D0

Wir finden:

und

n-+1 n -+ 2
2 .n2+2

its(t)
Yo

1

n




its(t)
gl ———
Zs(t)

1

=] (n4+1) (n+2)  ~_ [ n-+3
T T e mEry) T

Die hier eingefithrte Annéherung

(n+41)(n+2) n -+ 3
T g Saeac

=y

2 (n? + 2) 9

1st, von sehr kleinen Werten der Dauer m abgesehen,
sehr scharf, und wenn n klein ist, 1st das hier betrach-
tete Glied unserer Reihenentwicklung bedeutungslos.

Wir haben also:

1~ n2 -+ 2 ¢
I _ Gam]
n*l‘;zg (&) 1 (1) < T (i‘;?»px " )

ol

Andererseits konnen wir schreiben :

1 i e 1) (n+2
Yk g (e (1= ") OEDEED 0 )

Die rechte Seite dieser letzten Ungleichheit ist der
1 N\ : g
genaue Wert von P Z g () b (), wenn [, , gradlinig
n T
1

von I, bis I, , abnimmt.

Wir bilden den Mittelwert dieser zwei Grenzwerte
und bekommen einen zu unserem Zwecke recht gut ver-
wendbaren Wert. Wir schreiben also:
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Und eingesetzt :

d? n? -+ 2
Tz Q (z, m, 0) = (1 +niapy) —
1 T2

24

1—.p, n+](n2—|—2 n——]) e S
n 2 24 12 12 n

Indem wir, wie erwihnt, hohere Potenzen als 12 in
unserer Reithenentwickelung der Funktion ¢ (z, n, 1)
vernachlissigen, erhalten wir die folgende Formel:

l—npz

76 e ; y
= —— +a;|l xrn - @ (x,m,7) — !If(o:,n,fo)] (7

Hier sind @& (z, n, 1) und ¥ (z, n, v) die folgenden, rech-
nerisch verhéltnismissig einfachen Funktionen, die sich
leicht berechnen lassen :

n +1 1

DY

tl:c—!—t
_n2—|—2i

@ (x,m 1) =141 o1

48

1 ‘n—1 ) 242
e (TR
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Die ormel (7) ldsst sich, wie wir spiter beispiels-
weise sehen werden, fiir simtliche abgekiirzten Leib-
renten verwenden, deren Dauer nicht tiber dem ersten
(im Kindesalter) oder dem letzten Kehrpunkte (im Grei-
senalter) der Absterbeordnung verlaufen. Bekanntlich
macht die Absterbeordnung nach dem Kehrpunkte im
Greisenalter eine starke konvexe Krimmung und néhert
sich der Abszissenachse agymptotisch. I'iir Leibrenten,
die nur iber diesem letzten Teile der Absterbeordnung
verlaufen, empfiehlt sich dann offenbar nicht das oben-
stehende Verfahren: die Leibrente von einem auf grad-
linig abnehmender Absterbeordnung aufgebauten Teile
und einem Korrektionsgliede zusammenzusetzen. Auch
tur diese Leibrenten bekommen wir eine scharfe Formel
i der folgenden Weise:

‘Wir schreiben:

a, .7 = 0 B (2, 1, 17)

s : : (4 Iy i o
Die Funktion R (z, n,1) = £ entwickeln wir in
a—.
n.

eine Reihe nach Potenzen von 4. Brechen wir die Reihe
nach der ersten Potenz ab, so erhalten wir die Formel (6)
oben. Nehmen wir noch ein Glied mit in die Rechnung
hinein, so haben wir:

4z

— R (z, n, 0) =

di® ( )

n
n2 —1

1

1 O
=E;g<t>h(t>

]:
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Fiir diese Grosse kénnen wir auch hier mit gutem
Erfolge denselben Wert wie in Iformel (7) benutzen.

Trifft der letzte Kehrpunkt der Absterbeordnung
beim Alter z ein, so bekommen wir run:

T>20 Oy5) == O [iﬁ_: ¢ (@m 1)+ P lam, i)] (®)

@ (z, n, 1) wie oben

12 [n2+2 (n+1) (n+2)

I) ([E, n, ’l) - —2— “‘“““ézj:_‘“’ (1 + ﬂ_i_ﬂjp;r) — 48 (1 _npm)J
2

Bei lebenslanglichen Renten hat man hier: n'=—
w— x, wo  das hochste Alter in der Absterbeordnung
bezeichnet (I, > 0).

Leibrenten, deren Dauer iiber dem letzten Kehr-
punkte der Absterbeordnung verlaufen, lagsen sich als
Summe von zwei Gliedern sehr scharf mittels Formeln
(7) und (8) berechnen. Im Falle der lebenslinglichen
Renten hat man:

— S S .
= Ay, z—1 | @ *—aPsi @

Fir a,.,,, beniitzt man Formel (7) und fiir a,
Formel (8).

Die Kehrpunkte der Absterbeordnung findet man
in der Praxis sehr einfach durch Betrachtung der d,-
Reihe ).

In den Tafeln unten sind die Formeln (7) und (8)
fiir die Grundlage im Text-Book (Part II) gepriift. Bei
dieser Grundlage hat die Absterbeordnung Kehrpunkte

1) Siehe die frither erwiihnte Arbeit des Verfassers. Die
Absterbeordnung hat Kehrpunkte bei denselben Werten von =,
wo die d,-Reihe Ixtrema hat.

4



Abgekiirzte Renten a,. ey

Dauer Zinsfuss 2Y/,% 1 = 0.025 Zinsfuss 49% 1= 0.04 Zinsfuss 69 1= 0.06

N=z—P=
— 73—z |Formel (7)] Genau | Fehler [Formel(7)] Genau | Fehler [Formel(7)| Genau | Fehler

58 25.071 | 25.052 | 0.019 | 19.245 | 19.230 | 0.015 | 14.350 | 14.370 —0.020
48 22.336 | 22.316 | 0.020 | 17.707 | 17.678 | 0.029 | 13.600 | 13.575| 0.025
38 19.235| 19.224 | 0.011 | 15.807 | 15.788 | 0.019 | 12.569 | 12.543 | 0.026
28 15.423 | 15.420 | 0.003 | 13.199 | 13.192| 0.007 | 10.943 | 10.931 | 0.012
18 10.941 | 10.941 | 0.000 | 9.798 | 9.798 | 0.000 | 8.542 | 8.541 | 0.001

9¢




Lebenslangliche Renten:

z

a, (w=101, z = 173)

S =

‘ Zinsfuss 21/,% ¢ = 0.025 Zinsfuss 49 1 = 0.04 Zinsfuss 69, 1 = 0.06
= Formeln Formeln e ‘ Formeln ,

| (7} und (8) * (Genau TFehler (7) und (8) (Genau Fehler (7) und (8) Genau Fehler

| e
15 25.505 | 25.486 | 0.019 19.418 | 19.403  0.015 14.402 | 14.422 |—0.020
25 22,923 | 22.902 | 0.021 17.977 | 17.949 0.028 | 13.699 | 13.674 0.025
85 20.046 | 20.034 | 0.012 16.238 | 16.221 0.017 | 12.760 | 12.734 0.026
45 16.571 | 16.566 | 0.005 13.905 @ 15.900 0.005 | 11.321 | 11.309 0.012
5151 12.661 | 12.659 | 0.002 11.021 | 11.024 —0.003 9.334 9.333 0.001

2="T3 5.839 5.832 | 0.007 5.392 5.408 —0.016 4.918 4.920 —0.002

L€
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beim Alter 13 und beim Alter 73 Jahre (2= 73).
Zwischen diesen beiden Altern ist die Absterbeordnung
konkav, sonst konvex. Um die Formel (7) fir Leib-
renten von der lingsten Dauer zu priifen, sind die Dauern
simtlicher abgekiirzten Renten bis zum letzten Kehr-
punkte (bei Alter 78) der Absterbeordnung erstreckt.

Der lange konkave Verlauf der Absterbeordnung
— vom ersten Kehrpunkte im Kindesalter zum letzten
Kehrpunkte im Greisenalter — wird bekanntlich bei
einigen Sterbetafeln von einem kiirzeren konvexen Ver-
laufe im Jugendalter gestort. Mit Bezug auf die Ver-
wendbarkeit der Formel (7) ist aber diese Storung des
konkaven Verlaufes der Absterbeordnung bedeutungslos
und darf ausser acht gelassen werden. Wir rechnen also
immer, als ob die Absterbeordnung ununterbrochen
konkav vom ersten zum letzten IKehrpunkte verlaafe,
und diirfen iiber dieser ganzen Strecke Formel (7) ver-
wenden, was die Tafel unten, die fir die rorwegische
Lebensversicherungsgrundlage N. 1925 berechnet ist,
bestitigt. Bei dieser Grurdlage hat die Absterbe-
ordnung wegen einer ungewohnlich hohen Jugend-
sterblichkeit, ausser ber den Altern 11 und 77 Jahre,
auch Kehrpunkte bei den Altern 21 und 31 Jahre, und
verlauft zwischen den letzten Altern konvex. Die Tafel
gilt fir abgekiirzte Renten, deren Dauer bis zum letzten
Kehrpunkte der Absterbeordnung verlduft, und die
Formel (7) ist ohne Riicksicht auf die Kehrpunkte bei
den Altern 21 und 31 verwendet.

Unsere Formeln (7) und (8), die also durchaus sehr
scharf sind, sind auch fir die Lésung unserer Aufgabe
gut verwendbar. Indem wir fir die Berechnung des
einem gegebenen Leibrentenbarwertes entsprechenden
Zinsfusses Newtons Approximationsformel (5) benutzen
werden, miissen wir von unseren Formeln die Abgeleitete
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Abgekiirzte Renten: a,. 5 (n =2z— 1)

Dauer| Zinsfuss 49 1= 0.04 | Zinsfuss 59 1 = 0.05

n =
@

=77 | Formel| o 0n | Pehler] TI™el | Gongu Fehler

—x | (7) ()
15 62 |19.55819.547(0.011}116.648|16.662 |—0.014
25 52 118.616 | 18.578|0.038]16.089|16.052| 0.037
35 42 116.942116.91310.029114.914 | 14.879| 0.035
45 32 114.475114.461|0.014]13.019(13.002| 0.017
55 22 (11.262]11.261|0.001110.385|10.385| 0.000

|

mit Bezug auf © der Leibrente herleiten. Mit Klammern
— |@, .| — bezeichnen wir einen mittels Formeln (7)
und (8) berechneten Leibrentenwert und bekommen:

Ttiar die Leibrente, deren Dauer micht iiber den letzten
Kehrpunkt (z) der Absterbeordnung hinausreicht:

1] ‘e, .+ , ,
= [a, 7] = = ln gl (G—nl @ (z, m, 1) — ¥ (z, n, %)) —|a, :m]] -+
= d . :
+ ag; e“’?'z” = @ (z, n, 1) — = Y (z, n, 1)7 ,
WO : "
Ztl:v-i—l
d 5 ) n 41 n2 -+ 2 :
= b (&, 7, 1) = —— —
) 2 2 2
di 1 vl
L‘ z+1
1
| P |+ 1 ol AP
Y (x, n,1) = — _— —Q—~< 6- 1 5 4+ z—~24 —-
n2 4 2
— —— (1
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Fiir die Leibrente, deren Dauer diber den letzten
Kehrpunkt der Absterbeordnung hinausreicht:

d d
d—’l: [a’x :7] - —d'lj‘ I_a':r é:x[J +

+ Z—L'Fpil' ‘ngm

d
= [a, Coin—z| Y (¢ — ) [a, :m-";ﬂ] ’

d

wor == 6 a| =

R a— d : d )
== Qs [;_{jnmé = & (2, x +n—2,1) + T Pz, x+n—2z1)

Hier 1st:

d
— P2 +n—z1)=

di Tn-z
" |
tlzflt
o zt+n+1—z (x +n—2)2 +2 .
2 12 '“"#’;z
l:—ii
1

1 ' —2)%2 + 2
—d(—----l’(z,cc—l—n—z,fi)zfi|(x+n 2)® +

(1 e a:+n—z+3pz) e

7 24 5

— 1 — 9
_($+n ¢+1)(z+n Z+)(‘1—.,__p)
48 :Ljnzzr

r+n-z
- o
1

Bei lebenslinglichen Renten ist: z + n = w.
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Die folgenden zwei Tafeln zeigen einige Resultate
bei Verwendung der Formeln (7) und (8) und einmaligen
Approximation mittels Newtons Formel (5) fir die
Losung unserer Aufgabe. In der ersten Tafel sind einige
gegebene Zahlenwerte aly Barwerte der abgekiirzten,
zum letzten Kehrpunkte der Absterbeordnung laufenden
Leibrenten (a,, .-, ) betrachtet, wenn die Sterbetafel
im Text-Book (2 = 73) zugrunde gelegt wird. Die diesen
Barwerten entsprechenden Zinsfiisse sind mittels der
Formeln (7) und (5) und zum Vergleich auch mittels
Formeln (4) [und (5)] berechnet.

LT E — s
23! _, v |E5 |=g
98 Grenzwerte 3 2 g8 g2

= & LB T e
sl 2 £ des gesuchten =N g s
. oD -

2 Il Zinsfusses 2 ?D: 583 | 83
= o= Ey
%E !: Fcrmeln (2) und (3) |5 2 m@g %‘,-S

o S

GRI < |A38 |Aa3

15 119.2580 | 3.25 <C100v<C4.50 | 3.75 | 3.996 | 4.050
25 17.678|3.25 <C1001<C4.50 3.75 | 4.003 | 4.048
35 115.788 | 3.25 <C1001<C4.50 3.75 | 4.003 | 4.039
45 113,192 3.375 <1002 < 4.625| 4.25 | 4.001 | 4.033
55 | 9.798|3.375<C1002<C4.625| 4.25 | 3.998 | 4.023

Der genaue Wert der gesuchten Zinsfiisse ist
immer 4 %,.

In der néachsten Tafel sind fir lebenslingliche Leib-
renten dieselben Zahlenwerte wie in der ersten Tafel
(Seite 27) gegeben, und fir die Sterbegrundlage im
Text-Book die entsprechenden Zinsfiisse mittels der
Formeln (7), (8) und (5) berechnet.

Der genaue Wert ist immer: 100+ = 4.00, und die
Resultate lassen sich direkt mit den entsprechenden in
der ersten Tafel (Seite 27) vergleichen.
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Gegebene Gewihlter | Die Formeln

Leibrenten- | Ausgangs- |(7), (8) und (5)
barwerte : wert: geben:
Qe 100 ¢ 100 2

15 19.403 3.75 3.994
25 17.949 3.75 4.001
35 16.221 3.75 4.001 |
45 13.900 4.25 3.998
55 11.024 4.25 3.993
65 7.850 4.25 3.980
75 4.846 4.375 3.939

Von dem hochsten Alter (75 Jahre) abgesehen,
geben also unsere Formeln (7) und (8) die gesuchten
Zinsfiisse mit sehr scharfer Annéherung. Die Formel (4)
scheint bessere Werte der gesuchten Zinsfiisse bei lebens-
langlichen als bei abgekiirzten Renten zu liefern, und in
der Tat gibt diese Formel gewohnlich die Leibrenten-
barwerte verhéltnismissig schéirfer fiir lebensldangliche
als fur abgekiirzte Renten. Wie erwihnt, hat auch
J. F. Steftensen seine Formel nur fiir lebenslingliche
Renten gegebeun.

Unsere Auseinandersetzungen fir die Herleitung der
Formeln (7) und (8) dirften auch fiir die Losung des
sogenannten Zinsfussproblems bei der Leibrente von
Nutzen sein. Die Aufgabe ist hier, wenn die Kommuta-
tionszahlen fiir einen Zinsfuss 1 vorliegen, einzelne Leib-
rentenwerte fiir irgendeinen Zinsfuss 4, zu berechren.
Wir bezeichnen mit a!.— den gesuchten Leibrenten-

1
|
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wert (Zinsfuss 1,); und mit % die Differenz der Zinsfiisse:
h =1, —1. Wir haben dann wie bekannt:

1
und
N Zn;-H e 3 Dl‘—H -
a;:m . ; _-K ' (1 4 )™ = El D, (1 + ho) !

Untersucht man die Kurve der diskontierten Zahlen
(D,), so findet man, dass sie fiir diein der Praxis gewohn-
lichen Zinsfiigse durchaus konvex verlduft. (Wenigstens
der Verfagser hat nur konvexe D -Kurven gesehen.)
Wir schreiben :

~N D
E el By QRN
1—(1 +h)™ — D

@

n

ho
Z (1 + ho)™!

1

Die Grosse

n

D
2ty

1 T

D+ ey

1

entwickeln wir in eine Reihe nach Potenzen von hv
und verfahren in ganz analoger Weise wie bei der
Herleitung der Formel (8), indem wir die Reihe nach
der zweiten Potenz von hv abbrechen und die zweite
Abgeleitete der Funktion durch dasselbe Niherungs-
verfahren, wie oben bei Formel (8), bestimmen.



Wir bekommen dann ganz einfach:

44 —

f

(9) a’a]b:%' ==
a,.— [/ 1 +1 S,.,—~S —n N
S ]‘,_,,' Tin ‘,7,,%_7' - e ctntl R
| LB % ( hv g Nopt —Nopnygs
n2 4 2 ho [ n2 42/ D, i
N hrv _Jr sl oi—————— (1 _:. —_——— N——

24 2 24\ D,

Cwene o nal],
48 ( D )

Die folgenden Beispiele beleuchten die Verwendbar-
keit der Formel (9). Iir die Grundlage im Text-Book
sind die Kommutationszahlen fiir den Zinsfuss 4 9,

iiberall als bekannt betrachtet (v = 0.04).

Lebenslangliche Leibrenten :

H=w—x

1
a,

n— | i1 =0035 h=-—0.005| i» — 0.045 h = 0.005 |
T ‘:101— B’ e 1
k — x| Formel (9)| Gienau | Fehler |Formel(9) Genau | Fehler
15| 86 [21.122(21.134|—0.012]17.903 | 17.900 | 0.003
35 | 66 |17.346|17.349 —0.003 | 15.210 | 15.208 | 0.002
55 ‘ 46 111.528 | 11.528 |—0.000 [10.556 | 10.556 | 0.000
75 | 26 4.959 | 4.958 —0.001} 4.740 | 4.739 0.001
| |
') Man rechnet gewchnlich einfach:
_ (1 } "i]_ n__ (1 + ’ir)”

1— (1 +h)™"=

{1+ 7"1)”

Fn--1
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Abgekiirzte Leibrenten: n =80 a4,

1= 0.03 h =—0.01 i1=0.05 h =001 |
i -

Formel (9)| Genau | Feh'er |Formel (9): Genau | Fehler

15 18.044 |18.046 ’mU.OUf& 14.295 |14.296 |—0.001
35 16.632 116.633 |[—0.001} 13.323 [13.323 | 0.000
55 11.981 [11.985'—0.004{ 10.072 [10.073 |—0.001
65 8.396 | 8.394, 0.002]| 7.358 | 7.361|—0.003

1
n=90—zx a,, 90—z |

=003 h=—001 | 4 =005 h =001 |
= |90 | |
i_ _w“ Formel (9)| GGenau = Fehler |Formel (9)| Genau | Fehler
! |
15 75 |23.081|23.140 —0.059 | 16.596 | 16.588 | 0.008 |
35 55 | 18.601 | 18.608 !w—().(_)()’? 14.301 | 14.297 | 0.004
55 35 | 12.065 1‘3.061‘ 0.004110.115]10.113  0.002 f
| 1

Die Formel, die in erster Linie auf die abgekiirzten
Renten zielt, ist auch fiir lebenslingliche Renten gut
verwendbar, wenn die Zinsdifferenz nicht zu gross ist.
Wie man sieht, bekommt man die besten Resultate,
wenn die Zinsdifferenz h positiv ist.
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