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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Uber den natiirlichen Beharrungszustand
bei einer Renfenkasse.

Von Prof. Dr. W. Friedli, Bern.

Im nachstehenden sind einige Betrachtungen iiber
die den natiirlichen Beharrungszustand einer Renten-
gesamtheit beherrschenden Grossenbeziehungen zu-
sammengestellt. Diese geben Anlass zu einer interes-
santen Gegeniiberstellung von mittlerer Lebenserwartung
und Rentenbarwert, die ihrerseits besonders bei der
Ubertragung auf die Invalidenversicherung, unter Heran-
ziehung der Schaertlinschen Gesamtheiten und Rela-
tionen, zu einer einfachen Darstellung des Deckungs-
kapitals einer Invalidenkasse fithrt. Ierner ziehen wir
die Moserschen Integralrelationen zum Vergleiche heran,
indem wir zeigen, dass unsere Formel einen Spezialfall
von Mosers sogenanntem Dreiflichensatz darstellt. Zum
Schluss werden das Deckunggverhiltnis und das durch-
schnittliche Deckungskapital untersucht, wobel nament-
lich dem Grenzfall, Verzinsung 0, noch einige Auf-
merksamkeit geschenkt wird. Wir bedienen uns zur Her-
leitung der FErgebnisse der kontinuierlichen Methode,
setzen also eine stetige Hrneuerung der Gesamtheit und
die Auszahlung der Renten in unendlich vielen unendlich
kleinen Raten voraus.

E

1. Unter einem Personenbestand im natiirlichen Be-
harrungszustand wollen wir mit Sazer ') eine Gesamtheit

1y Prof. Dr. W. Sazer, Mitteilungen schweiz. Versicherungs-
mathematiker, Heft 27, Bern 1932.



— 2

verstehen, bei der sich die Besetzungszahlen der Jahr-
génge verhalten wie die Zahlen der Ausscheideordnung;
handelt es sich beispielsweise um die Alter a, b, ¢, so soll
gelten

Ly: Ly=1: 1,
also Ly Z‘l L
Lb La
ferner Li=—1=—1,
lb la

La
= ¢
Ly
eine Konstante bedeutet:
L,=c¢-l, (1)

Dabei ist mit [, die Besetzungszahl (z) in der Aus-
scheideordnung, L, die Besetzung des Jahrgangs z im
Beharrungszustand gemeint. Handelt es sich um das
Ausgscheiden durch Tod allein, so ist unter ! die Absterbe-
ordnung verstanden.

2. Ist speziell ¢ =1, so wird

Man kann also die Grossenrelationen des natiirlichen
Beharrungszustandes am einfachsten ableiten, wenn
man als Strukturtafel die Zahlen der Ausscheideordnung
wéhlt.

Der Umfang H der Gesamtheit ergibt sich unter
dieser Voraussetzung aus dem Integral



Hzflz dz (3)

wenn wir mit = das niedrigste Alter, mit z ein beliebiges
Alter 2 = x bezeichnen.

1 oo
7—flz dz= e, (4)

die mittlere kiinftige Verbleibsdauer (speziell fiir die Ab-
sterbeordnung: mittlere kiinftige Lebenserwartung)
beim Alter x bedeutet, so folgt

Da aber

H=1q, (5)
in Worten:

Der Umjfang eines Bestandes vm natiirlichen Behar-
rungszustand ergibt sich als Produkt aus Erneuerungszahl
und mattlerer kiinftiger Verbleibsdauer der Neueintretenden.

3. Der Ausdruck Erneuerungszahl erklirt sich sofort.
Setzen wir die Struktur des natiirlichen Beharrungs-
zustandes voraus, so muss stets dem Alter z = z -+ ¢t die
Personenzahl [, zugeordnet sein. Dies ist nur mog-
lich, wenn jeweilen im Alter z gerade [, Elemente neu
in den Bestand eintreten; sie liefern alsdann ¢ Jahre
spiter die genannte Besetzungszahl des Jahrgangs 2.

Diese Anzahl ist gleich gross wie die jeweilige Anzahl
Ausscheidungen des ganzen Bestandes, namlich, wenn
u die Intensitat des Ausscheidens darstellt:

/Zzﬁtzdz:—/l;dz———lx

Lo
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Fin Beharrungszustand kann sich auch bilden,
wenn ausser beim Alter x noch in andern Altersstufen
Neueintritte stattfinden, die Struktur weicht aber dann
von der des natirlichen Beharrungszustandes ab. Han-
delt es sich um die stetige Frneuerung eines Bestandes im
natiirlichen Beharrungszustand, so ist die Erneuerungs-
zahl stets identisch mit der Besetzungszabl des jiingsten
Jahrgangs x. Bezeichnen wir sie allgemein statt mit 7,
mit o, so gilt wegen (5):

*= — (6)

in Worten :

Dre  Erneuerungszahl ergibt sich als Quotient aus
Umfang des Bestandes und mattlerer Eiinftiger Verbleibs-
dauer der Neueintretenden.

4. Wir nehmen jetzt an, es handle sich um eine
gewohnliche Rentenkasse. Die lemente der Gesamtheit
seien einheitlich fiir eine jdahrliche Rente von Fr.1.—
versichert. Jedes neue Mitglied hat also die Ewnlage a,
zu leisten und fur jedes Element (2) ist das Deckungs-

kapital
1 o0
a, = ,l,, -/Ut lz+t dt
7 o

f w1, du (7)

zu bestellen, also fiir den ganzen Bestand das Deckungs-
kapital

oder

- P
Q, = —
L
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2 = /.lzc_zzdz
&z
4 =5 fr”dzfv“ludu

Dieses Doppelintegral ldsst sich durch Anwendung
des Satzes von Dirichlet vereinfachen.

Z:fv“luf'rzdzdu
:fl(?—> .

: 0]

(e [P
o s uU—7 v

5\ A “)

und unter Heranziehung von (4) und (7)

oder

oder allgemein

n “Worten:

Das Deckungskapital der Rentenkasse vm natiirlichen
Beharrungszustand ergibt sich, indem wur fiir Neueintre-
tende die Differenz zwischen mattlerer Lebenserwartung und
Rentenbarwert bilden, sie mit der Erneverungszahl multipli-
zieren und durch den Zinsfuss dividieren.
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Wihrend also die mittlere Lebenserwartung bei der
Ermittlung des Deckungskapitals einer Einzelrente keine
Rolle spielt, tritt sie bei der Ermittlung des Deckungs-
kapitals des Bestandes als gleichberechtigte Rechnungs-
grosse neben dem Rentenbarwert auf.

5. Wir wollen der Formel (8) noch eine etwas andere
Gestalt geben. Fihren wir an Stelle von o wiederum
I, ein, so gilt statt (8)

- = —a)
also
b _ 1.
[, Z—Z a, dz:}g (e, — a,)
oder
0

Tritt also in einer Ableitung das Integral links auf, so
kann es in einfacher Weise mit den Hilfszahlen e, a, 6
geschlossen dargestellt werden.

IL

1. Denken wir uns jetzt eine Invalidenkasse im natiir-
lichen Beharrungszustand. Die Struktur der Aktiven
wird gegeben durch die Aktivitdtsordnung [J* und ihr
Umfang durch das Integral

(e o]

H — fl;‘“-dz: foe . g (1)
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wenn wiederum mit 2 das Alter der jiingsten Elemente
bezeichnet wird. Die Erneuerung ist gegeben durch

__ Jaa
=

Dem Bestand der Aktiven ist der Bestand der
Invaliden zugeordnet mit der Struktur I und dem

Umfang
B = fl’jf dz (2)

Bezeichnen wir die Gesamtzahl aller Aktiven (z)
und Invaliden (2) mit [, also

L=t 3)

und setzen wir fiir 2z = x voraus

Pe=p | ”
=1, |
so sind durch die Zahlenreihen 1, I*, I die Schaertlin-

a? x ? T
schen Gesamtheiten 1) charakterisiert.

Der Umfang des Invalidenbestandes ergibt sich
ohne weiteres, indem man vom Gesamtbestand der
Aktiven und Invaliden den Bestand der Aktiven weg-
nimmt, also

H = H—H* (5)
also
H =1e,—I1“e¢"
oder
H'=1, (e, —ey) (6)
Dagegen ist HBER-E

1y Vgl. Dr. G. Schaertlin, Mitteilungen schweiz. Versiche-
rungsmathematiker, Heft 1, Bern 1906.
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Fiir die Besetzungszahlen [ gelten die Ansitze

=1, (7)

Z;L - lza Y zwupft du (8)
T
sofern wir im Sinne der Schaertlinschen Theorie an-
nehmen, die Sterblichkeit der Invaliden sei bloss von
deren Alter abhiingig und die Reaktivierung sei 0.
An Stelle von (8) kann ferner gesetzt werden

z—1

=% ) F,

wenn wir mit Spangenberg ') setzen

A+1 Z'M
T 2y du
A l»,, U
i w

Dabei 1st unter v die Invalidierungsintensitit ver-
standen.

2. Jedes invalide Mitglied beziehe eine Jahresrente
von 1.—. Jedes aktive Mitglied sei fiir eine solche Rente
versichert, und zwar gegen eine wihrend der Aktivitét
zahlbare Primie im Betrage P.

Das Deckungskapital fir emn invalides Mitglied (2)
stellt sich auf

o’
@,

und fiir ein aktives Mitglied auf

ot 1 1)
a xz

~ Q0
ay

a;' — P aj", worin P =

') Dr. P. Spangenberg, Versffentlichungen des deutschen
Vereins fiir Versicherungswissenschaft, Heft XX, Berlin 1911.
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Das Deckungskapital Z des ganzen Bestandes setzt
sich zusammen aus dem Deckungskapital der Aktiven

o0 o0
I:f&@@—PfWW&
x T

und dem Deckungskapital der Invaliden

11 = flii aldz

somit Z=1+1IL

3. Zunichst gilt fiar die Anwartschaft eines Aktiven
(2) die nach Schaertlin benannte Beziehung

. i

= §, —a® 4= (6, —) (9)

-l(lﬂ

nimlich aus der Darstellung des Kapitalwertes einer
jahrlichen Rente 1 an alle Personen (2)

einerseits durch [, a, = UI!"a, + [ a,
anderseits durch 2* (a}" +a') + ' a!

woraus sich ohne weiteres (9) ergibt. Anderseits kann
jene Anwartschaft durch das Integral dargestellt
werden

oo

o1 —;
pr P o' I, v, Al L di (10)

2 laa 2+ b &
2 Jo

Man kann auf elegante Weise dieses Integral auf die
Form (9) bringen. Zunichst ist
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oo
~i v i
a, = fv p.dt und
0

oo
=% o 7 b
Appy = f’” Peyr AT
0

Somit, wenn in (10) eingesetzt wird:

o] oo
an v t+7 jaa —
L “z—fdt/” B Vapr D de L tFT=3
o Jo

| s

.

- _ o0t
—flgit -t fss?[pgﬂds cx)!co
»_fﬂu dsfl'f+t st o—iDars Ot

J

Das Integral J kann mit Hilfe der Besetzungszahlen des
Invalidenbestandes dargestellt werden. s handelt sich
um die Anzahl der Invaliden, die in der Alterszone z bis
z -+ s aus dem Aktivenbestand hervorgehen, also

J_lM

(e )
z+s lz Pz

was sich auch rein algebraisch mit Hilfe von (8) ergibt;

folglich
1% a¥ = fv ds i ,— Z_/ plds

oder unter Beriticksichtigung von (7)

g0 — ] g — % ge — g

und damit ohne weiteres (9).
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4. Fir z= 2 wird I = 0, also

&% =6, — o (11)

|

und P=_——1 (12)
a

5. Kehren wir nun zum Deckungskapital zuriick.
Der Ausdruck fiir die Anwartschaft der Aktiven wird
vereinfacht fiir die Mitglieder (2) in

Lt = 1 (a, — a2") + I (@, — a)

— ] 4 Jaa  Jan ___ Jii i
=la,—0"a}—1 o

und fiir den ganzen Bestand in

I= flﬁzdszl;‘”'dg“ dz'—fzfag dz
€z & - J T
l i

- f—) — =

6 (eaa o aaa) o II

folglich das gesamte Deckungskapital der Invaliden-
kasse in

1, o o
Z= = | (o — @) — I3 (03" — a5") — P12 (e — o)

oder wegen der Anfangsbedingung (4)

Z=—[—a—01+P)(r—ay] (3

X

Diese Formel lésst eine einfache Deutung zu. Der
erste Teil rechts



c:o{g
;:c?
i
&

wirde dem Deckungskapital entsprechen, das fiir eine
reine Rentenkasse bei sofortigem Beginn der Aus-
zahlung der Renten an alle Mitglieder notwendig wiire.

Der zweite Teil

< (@ —a) (14 P)

stellt die Korrektur dar, welche anzubringen ist, weil
die Rentenzahlung bis zur erfolgten Invalidierung auf-

geschoben 1st und weil die Mitglieder bis dahin eine
Priamie entrichten missen.

6. Die Formel vertragt noch eine Vereinfachung.
Beriicksichtigt man (12), so wird das Deckungskapital

(14)

Wie bei der reinen Rentenkasse héngt also das
Deckungskapital der Invalidenkasse ab von den Hilfs-
zahlen ¢ und & und ausserdem von den entsprechenden
Zahlen e und a™ der Aktivititsordnung. Alle 4
Grossen beziehen sich auf den jungsten Jahrgang der
Kasse, wie das fiir den natiirlichen Beharrungszustand
charakteristisch ist.

Die letzte Relation wollen wir nochmals umformen.
Ks 1st

o =l o

a



Somit
YA * iz an P. o
)= — g —@  — . e
5 | )
und wegen o=1, ="
1 Z - —
= (Lol —PlLen)  (15)

Nun gilt fir die «anwartschaftliche Invalidititsdauer»
die Schaertlinsche Beziehung

55

= —aa z = )
e, =¢€,—E¢, +Z;T(ez_'ez)
e

Somit fur das Anfangsalter z

Sal 5 ooa
eﬂ: T 6:1': ea:
also 1,6, — 19 g0 — (o . g

und dies wiederum ist darstellbar durch

oo

f v el dz
x -
©o >0
= o i
f v, de f Dz d7
A z
(o] T o0
o] i 7 _ i
fdr flg v, . p.dz *fl, dr
Zz x X

i
Zr

o IT g — H (16)

z

folglich [, e

r T



Setzen wir ein und beachten (1), so resultiert fir
das Deckungskapital die einfache Darstellung
H —P.H

Z = 17
. (1)

Nun ist zu beachten, dass wir jedem Invaliden die
Jahresrente 1 ausbezahlen und dass jeder Aktive die
Jahresprimie P entrichtet. Die durch die Integrale H
und H" dargestellten Bestéinde sind also zahlenméssig
massgebend fiir die laufende Jahresausgabe bzw. Pré-
mieneinnahme der Kasse. Somit gilt fiir jedes Betriebs-
jahr die fiir den Beharrungszustand charakteristische

Relation
P.H*+6.7Z=H (18)

Fithren wir noch an Stelle der Bezeichnungen H’, H'
und 7 die Symbole F, F, und F, ein und bezeichnen
diese Grossen, entsprechend ihrer Bedeutung als be-
stimmte Integrale als Prédmienfliche, Ausgabenfliche
und Deckungskapitalfliche, so gilt

P.F,+6.F,=1.F, (19)

Dies ist nichts anderes als der von Moser ') aufgestellte
Dreiflachensatz.

[od

7. Aus der Beziehung (17) folgt weiter, wenn wir
(5) beachten
H—H(1 +P)

A il
0

_:(ﬁ%ma) (20)

o \ a™

1) Prof. Dr. Chr. Moser, Mitteilungen schweiz. Versiche-
rungsmathematiker, Heft 21, Bern 1926.




Daraus gewinnen wir drei verschiedene Durchschnitte,
ndmlich einmal das Deckungsverhdltnis

Z

9:—.
Hi

(21)

also das Verhdltnis zwischen dem erforderlichen
Deckungskapital und den Jahresausgaben; sodann das
durchschmittlich auf ein Mitglied @iberhaupt entfallende
Deckungskapital

y= = (22)

und das durchschnittliche Deckungskapital auf cin ak-
tiwes Mitglied :
VA H

¢ 23
V=@ =" (23)

Diese drei Grossen erlauben folgende einfache Darstel-

lungen
a
H—_—_H°
0 1 a™ B 1 ll H" a — q™
6 H—H* b H—H* v
oder
e:i[lm —éaa,mr aw a,aajl
a e — e(l(! a’ll-(l
oder
1 P (6
e:_{y——Lq (24)
0 P (0)
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wobel wir mit dem Argument andeuten, dass die Be-
rechnung der Primie in einem Fall zum Zinsfuss 6, im
andern zum Zinsfuss 0 vorzunehmen ist.

Ferner
o, asJ
Tl T H a
__ 3 1 " a ]
T T e
1 P (d) +1 }

d = — |1 — 25
e T T P(0) +1 (25)
und schliesslich

. 1 |H a
Y= S 7Ha a™
| . 1 a
also S— —
y (5 éfl(l a(t(l
|
oder 9P == s [P (0)— P ()] (26)
Ferner bestehen die Zusammenhénge
Y= P(0)-0
A (o)
PO
"TPO) 41

8. Setzen wir den Zinsfuss 6 = 0, so werden die
drei Zahlen 0, p, 9* zuniichst unbestimmt. Die genauere
Analyse ergibt einige interessante Beziehungen, die wir
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hier herleiten wollen, weil mit diesem Grenzfall gleich-
zeitig die Moglichkeit geboten wird, eine obere Schranke
sowohl fiir das Deckungskapital wie das Deckungsver-
héltnis festzulegen.

Zumichst wird, wenn der Index x weggelassen wird :

a (0)
Pl)) = — —1
adﬂ, (O)
e
also POy = — —1
¢
Ferner wird
P (0) — P (9) 0
@ (0) = =
7" (0) 3 L0
P9 ;
1 [ 6=0
also p* (0) = — P’ (0)
also wegen (12)
(0) = Limes -y [aa™— "«
p*(0) = Limes ———|aa ™ —a™ a'
s=0 (™)
| _ag
also Y (O)=—|e——0 (0) (28)
Z :

Wir berechnen zunichst die Ableitung des gewohnlichen
Rentenbarwertes a nach dem Zinsfuss 4.

@ == —f et pdt
0
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also a'(0) = — ft ,p dt
0

= t—fw—l—tmdt
/x—}—t 41 @ 1

dt

l
- S—
e
=

£E+t

also

und
—a 0)=(<z>—ua)e (29)

Dabei haben WiI’ mlt
! Ldzs= < (30
- e 2 g

das durchschnittliche Alter des Bestandes H eingefiihrt.
Analog ergibt sich beim Bestande der Aktiven, so-
fern die Grenzbedingung (4) erfillt ist:

_'a"aa (O) ey (< Za e e LB) éaa (31)

mit dem Durchschnittsalter des Bestandes der Aktiven

1 o0
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Setzen wir 1n (28) ein, so erhalten wir den gesuchten

Grenzwert
1

¥ = [—e(<#>—12) +(<2>—a)¢]

oder einfach

e
V) =(<e>—<d>) -
oder auch
*(0) = g > —l 2t
P (0) = (<K &> <z>)H“

Daraus folgt sofort

7" (0)

v (0) ﬁm

also

P(0)=<z>—<2>

und weiter

(A
0(0)— (0)
P(0)
e
(L@ P ) =
e
T Z — i@
éaa
<ez>—<Z B
also 0 (0) = = e = e

e—ée

oder, was damit gleichbedeutend ist

H
6(0):(<z>——<z">)ﬁ

(33)

(34)

(35)

(36)
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Fir die Durchschnittsalter gilt offenbar die Beziehung

H.<Z>+H. . <d>=H<z>

also
; H<z>—H' <>
2 2 v .
HL
H (< H“< . )
= : Z —
o >—g <#>
H(< > — < & )+H<1 Ha><“>
H =) T g H
H
=g (<e>—<#>)+ <>
folglich
H .
FoL (Ll ] = LB —LF 3
ferner
= f (< & < 1
_"/Z e ] . Al
H’l( § > =l @ ) # > 7>) 1
Somit statt (37) auch
00) =<2 >—<> (38)

Wir haben also im zinslosen System bloss das Durch-
schnittsalter und den Umfang der drei Schaertlinschen
Gesamtheiten zu bestimmen, um daraus auf einfachste
Weise das Deckungskapital der im natirlichen Be-
harrungszustand befindlichen Invalidenrentenkasse be-
rechnen zu konnen. Damit gewinnen wir rasch eine obere
Grenze fiir das zu einem bestimmten Zinsfuss berechnete
Deckungskapital.

Bern, 11. April 1934.
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