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Lur begriindenden Darstellung des ferneren
Risikos verwickelter Versicherungstormen ».

Von Hans Koeppler, Berlin.

Einleitendes iiber die einzelne Versicherung.

Betrachtet wird das fernere Risiko einer Personen-
versicherung, bei der stets angenommen wird, dass der
Versicherte durch zwei verschiedene Arten von Kr-
eignissen betroffen werden kann. Sdmtliche Ereignisse
seien von der Beschaffenheit, dass sie einander aus-
schliessen. Die Treignisse der einen Art mégen von-
einem 2-Jihrigen mit den Wahrscheinlichkeiten ,p!’,
1P oY, ooy @Y, die Freignisse der anderen
Art mit den Wahrscheinlichkeiten ,p%, | p®, ,p®,

: -’«n—up.(f) im1.,2.,38., ..., n-ten Jahre, vom Ausgangs-
punkt der Betrachtung ab gerechnet, zu erwarten sein.
Die Beharrungswahrscheinlichkeit, dass keines der zu
erwartenden Ereignisse innerhalb der m Versicherungs-
jahre eintritt, dass also der Versicherte innerhalb der
Versicherungsdauer von » Jahren nicht aus der Gruppe
der Versicherungsfihigen ausgeschieden wird, werde
durch ,p® bezeichnet. Sédmtliche Wahrscheinlichkeiten

noz

unterliegen der gemeinsamen Bedingung

1) Dieser Aufsatz ist der einerseits umgearbeitete und
andrergseits sehr verkiirzte zweite Teil der unter der gleichen
Uberschrift im 14. Heft dieser Zeitschrift erschienenen Arbeit,
der seinerzeit nicht mehr verstfentlicht werden konnte.

b
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t=n {=n

Zt—l{pg) +Zt—-1|pgcz) + np(a:g) = 1.
=1

1=1
Wenn man
1 2) __ 1)-+(2)
t—1|:p:(n) -+ tmup(a: = t—1|Pa

setzt, so hat ,_, p'"® die Kigenschaft, der Gleichung

2 3 3
i—1|10§c1)+( V=g B

Zu genigen.

Im einfachsten Fall ist die Versicherung von der
Beschatfenheit, dass beim Eintritt eines der Ereignisse
der einen Art innerhalb der Dauer von n Jahren die fiir
diesen Fall vereinbarten Summen S{V fillig werden.
* Wenn ausserdem noch im Beharrungsfalle nach Ablauf
der n Jahre die Summe S zur Auszahlung kommen
soll, so wird die einmalige Prémie dieser Versicherung
nach der Formel

t=n
I 1) 4 ¢l 3 /(3
9’[31: :Zt——ﬂpg:) v ‘Sé ) + n Ec) v ‘ng)
t=1

bemessen. Wird ausserdem von dem FEintreffen der
Ereignisse der anderen Art die Auszahlung der Summen
S® abhiingig gemacht, dann ist zur Berechnung der
einmaligen Prémie die Formel

t=n

{=n
N |
1) 0 Qi 2) b Q2 3) o 3
Q’If :: ,!—llpfc) v Sg )"i— 2 tmllp(w) v Sé )—[—npg:) v Sf(z)
t=1 \

i=1

zu verwenden. Bei den sogenannten temporiren Ver-
sicherungen fillt der Barwert der Erlebensfalleistung
fort. Der Barwert der Beharrungsrente 2,7, welcher
zar Berechnung der Jahresprédmien
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A AL
Pl=_"" und PJ=-—">
a a,

()

dient, wird nach der Formel

t=n

— 3) Ji—1
aa:'n\ “——Zt—lpgc) v

t=1
ermittelt. Durch Anwendung der Beziehung
—__a
v = Ay A

1 — 9

in welcher a- = S den Barwert der Zeitrente 1
—

von {-jahriger Dauer bedeutet, findet man die zweite

Form fiur den Rentenbarwert

l=n
o 1)4(2 3
aa:m “Zt——ﬂp:(u) ia a'_a!—| + npg;) a??.-l'
=1

Sind bereits k& Jahre der Versicherungsdauer verflossen,
ohne dass eines der versicherten Freignisse eingetreten
ist, so muss die Prémienreserve .V, vorhanden sein,
die bekanntermassen nach der Formel

a:V]c = th—l—fc - Pw Aptk

berechnet wird. Diese kann mit Benutzung der zweiten
TForm des Barwerts der Beharrungsrente, wenn man die
vereinfachenden Bezeichnungen

) A %) (2 3) _ .3
t—l[pgs-)l-n_"pt(—)-i’ t—llp(x—)l-n_pt(—)l’ n—rcpgc-)wc— ﬂle-k
Qi 1 1
o, — Plag | —Plag |

— at e
# 1 { 2
o' 8, — PXay f o SE, — P, aq]
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einfithrt, in der fiir beide Versicherungsformen geltenden

Form
t=n—1k t=n—k

V= Zpt—-l @ + Zp(z) by + Py €0y

dargestellt werden. Indem man auf beiden Seiten
2V, kirat und zur weiteren Vereinfachung

Gy — rVk = %p bt - ka = ﬁt’ Cp—te — :z:Vk = C’H—k
setzt, erhdlt man die auf Null reduzierte Gleichung der

Barwerte der Gewinne und Verluste

t=n—Fk t=n—~k

e = Z Py oy + Z p, B + P, ot =0,

die wir fiir die Ate Versicherung einfach durch G, be-
zeichnen wollen. Durch Quadrieren der Betrige «,
B, und ¢, , ergibt sich fiir das mittlere RlSlkoquadrat
der ferneren Dauer

t=n—=¥k t=n—=k

M=) pd} + Z P2, B + 0 L

das fiir die Ate Versicherung einfach durch M3 be-
zeichnet werde. Setzt man hierin die Werte von «, £,
i €in, so erhiilt man nach Auflésung der Quadrate
das mittlere Risikoquadrat in der Form

t=n—=%k t=n—1Fk

M = prﬂla + Zpﬁ’ B+ 92 Ay — P
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fiir die in bezug auf die Ate Versicherung einfach
M;=Q;—7;

geschrieben werde.

Wir flechten noch ein, dass der Index z, der all-
gemein als das Zeichen des Beitrittsalters eines einzelnen
Lebens verwendet wird, auch die erweiterte Bedeutung
haben kann, als Zeichen der Beitrittsalter oder des mitt-
leren Beitrittsalters verbundener Leben angesehen zu
werden.

A. Das Quadral des mittleren Risikos der ferneren
Dauer.

Man bilde fiir s voneinander unterschiedene Ver-
sicherungen die generierende Funktion

A=s A=8 v) v)
x=[[z=] (ZP&“_L p 8P 4D o WD o+ ) w“) M
A=1 A=1 1 1

in welcher n — k = » gesetzt ist, und A anzeige, dass die
betreffenden Grossen fiir den iten Vertrag gelten. Diese
generierende Funktion kann in die Reihe

umgeformt werden, in welcher Py, die Wahrscheinlich-
keit darstellt, dags die auf den Zeitpunkt der Betrach-
tung durch Diskontierungen zuriickgefiihrte Gebarung

K= %, 1) = (ty, 2) + %1y, 3) + ..
+ Bey + By T By T -+
il F & F Loy v
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eintreffen werde. Aud der Poissonschen FEntwicklung
geht hervor, dass fiir jede Versicherung die Gewinn- und
Verlustbetriige nur immer eines einzigen Versicherungs-
jahres auftreten, sofern sie nicht ganz ausfallen. Uber
die generierenden Funktionen geben z. B. die schon in
meinen fritheren Aufsitzen zitierten Werke von Meyer-
Czuber und Sabudski-Ritter von Eberhard Aufschluss.

Differentiiert man (I) und (II) nach u, so erhilt
man aus (I)

A=s

f;;f Z ‘(Zpt—11 oy 5y W b 2ps

v,
2 —1 3 Fyy —1
.3 2 sz)—h » B i wWeHt P,(S) C”;. A >
1

und aus (II)

dX
an

=2 Py Ko\,

Nach der schon auf Laplace zuriickzufithrenden Berech-
nungsweise erhilt man, weil

A=s

Im X = hm-”Z, =1,

u=1 U=

pinerseits

i
=1 du _Z<ZP£—1) e, 1) +Zp(t—1 i) M, A) +pv;' u; ) (I.II)

und andrerseits

iX .



so dass sich

2 Py (=10 (IV)
ergibt, wihrend aus der Grundgleichung

folgt. Den Nachweis, dass «mittlerer Gewinn und Ver-
lust einander gleich sind», hat sehon Prof. Dienger fir
Lebensversicherungen in einem kurzen Aufsatz erbracht,
der in der Rundschau der Versicherungen von Masius,
Jahrgang XXVII, Leipzig 1877, erschienen ist.

Verwendet man statt der Betriige oy 5, By 1 G,
die um .V, grosseren Betrige aj ,, by ,, ¢,,, so findet
man auf dem beschriebenen Wege

A= V), v
. P(ﬁ) & :Z (Zpétl)—;,;.) Q, 2) 'I—ZPE?LI,},) by, + Pf:;) c,,)_)
A=1 1 i

A=s
=)V, (VD)
L=1

d. h. die Summe der Erwartungswerte aller Grossen R,
welche sich aus den Grdssen a,, by, und ¢, zu-
sammensetzen lassen, ergibt die Summe der kten

Reserven. Im iibrigen sei auf den fritheren Aufsatz des
Verfassers aufmerksam gemacht.

Iiir s gleiche Vertrige hatte der Verfasser schon eine
eingehende Untersuchung des mittleren ferneren Risiko-
quadrates unter Beriicksichtigung aller iiberhaupt maog-
lichen Abweichungen in seinem fritheren Aufsatz ge-
geben. Die folgenden Betrachtungen sind als eine Ver-



allgemeinerung der Darstellung des Herrn Dr. Gruder 1)
anzusehen. Bildet man die zweiten Differentialquo-
tienten der mit Verwendung der Grdssen a ,, b ),
¢,, gebildeten generierenden Funktion ¥ und geht dann

zur Grenze u = 1 iiber, so erhiilt man einerseits

i=s A=s A=8
i 5% - (Sr) -2+ e

und andrerseits

12Y
u=1 d‘u'
Da aber _
SPR=)V, wmd @—7=Iz

=1

so findet man =8 2 J=s
D Py R = (Z Vl> + Z M. (D)
=1 A=1

Das 1st aber der mittlere Wert der Quadrate aller nur
moglichen Werte von «, b und ¢. Will man das Quadrat der
mittleren Abweichung von der Gesamtreserve simtlicher
Versicherungen berechnen, so muss man die Gleichung

K 2 ]
1 1
] 2
: \
+EP(Q) (Zvl)
1

1) Transactions of the ninth international Congress of
Actuaries, Vol. II, Stockholm 1930.

Den mittleren Fehler bei n Versuchen mit je zwei sich
dndernden, zusammen 1 betragenden Wahrscheinlichkeiten hat
bereits Timerding in der «Analyse des Zufall» (Braunschweig 1915.
Das Urnenschema) nach dieser Methode berechnet.
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bilden, aus der man leicht

] 2 A=g A=g

E \

% P (R —"Z V}.) =Z @;—V3) = Z‘ M; (II)
1 A=1 =1

findet. Rechnet man dagegen mit den Grossen «,,
Bu,n» C.)» s0 ergibt sich fiir die Grenzwerte der zweiten
Differentialquotienten der generierenden [unktion, weil
an Stelle der Reserven ¥, die Gleichungen der Hoffnungs-
werte der Gewinn- und Verlustbetrige (;, = 0 entstehen,

d2 X A=8 !:y'l f:;r;'
. ) ; X | 2
hnll Iy =Z (2 p&)_m) oy 1y E pE,LJ,l) ﬂ(‘,l)_]_pf;“;') Cv;_)
U= A= =1 yomr

=1
A=s
=Z M2
A=1
und
Y,
Ii?? T =2 P K5,
so dass man
=8
N Py K2 =) M (1)

=1
erhilt. Man erkennt hieran, dass das Quadrat der
mittleren Abweichung von der Gesamtreserve gleich dem
Quadrat des mittleren Risikos der ferneren Dauer ist.

B. Anwendung des Tschebyscheffschen Theorems.

Die Gleichungen (II) und (III) des vorigen Ab-
schnittes liefern eine iiberraschend bequeme Handhabe,
den Satz von Tschebyscheff zur Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit eines Gesamtverlustes oder eines Gesamt-
gewinnes aus der ferneren Dauer zu verwenden. Wir
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benutzen dabei die Darstellung des Tschebyscheffschen
Satzes, wie sie bel Sabudski-Ritter von Eberhard
(s.a.a.0.) gegeben wird 1). Aus den Gleichungen (IT) und
(I1T) lassen sich die Gleichungen

Y‘P ﬁ—_'EVl )2_ 1
= ('y]/§ ]/—Z‘;_M_%— 22

und I
5w p K )2_ 1 0
) Y ]/é VZTII—J?— 2y®
herleiten, in denen
4 Ji
_&i’;z U wd — = _ g (IT)
723 M y)2y M

gesetzt werde. Man kann nun die Zerlegung
1
P.U? P.U? P.U? =
Z +; +; e (I1I)

vornehmen. Die erste Summe links vom Gleichheits-
zeichen gilt fiir die Werte von U, welche zwischen dem
grossten negativen Wert und — 1 liegen. Die zweite
Summe enthilt die Werte von U, welche zwischen
— 1 und + 1 liegen. Die dritte Summe umfasgst simt-
liche Werte von U, welche grosser als 1 sind. Wird die
mittlere Summe fortgelassen, so entsteht die Ungleichung

P4 ) P < 2:)2 (IV)
1 2

1) Von anderen Voraussetzungen ausgehend benutzt diese
Beweisform auch Medolaghi in seinem dem VI. internationalen
Kongress fiir Versicherungswissenschaft (Wien 1909) gewidmeten
Beitrag «La theoria del rischio e le sue applicazioniy,




— 61 —
Da in dieser Ungleichung U? immer der Ungleichung
U2 > 1 geniigt, so wird die linke Seite noch kleiner,

wenn man U2 =1 setzt. Hs besteht daher noch mit
grosserer Berechtigung die Ungleichung

Ypy)p< 212. (V)

Subtrahiert man nun die Ungleichung (V) von der

(leichung
IRSDNEDRESE (VD)
1 2 3

welche in Analogie zur Gleichung (III) aus

2 P=1

gebildet ist, so folgt, wenn man Z P =B setzt,
2

W > 1— (VII)

2')/2'

Da nun aber W die Wahrscheinlichkeit fiir die Summe
derjenigen Werte von U? ist, welche kleiner als 1 sind
und aus U? die Ungleichungen

—p)2EME <K—2V, < +yp )2y M
—y)2EM; <E<+y)2XM

hergeleitet werden konnen, so kann erstens mit der
Wahrscheinlichkeit (VII) gefolgert werden, dass die

=8
Abweichung von der Summe der Nettoreserven ZV,_

=1
innerhalb der Grenzen -+ y’[/Z X M; liegen werde. Zwei-
tens kann man mit der Wahrscheinlichkeit (VII) an-



nehmen, dass die Abweichung von der rechnungsméssigen
(rebarung 2) ; = 0 sich innerhalb der gleichen Grenzen
halten werde. Im Anschluss hieran sei auch auf Czuber,
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Band II, Nr. 854: «Die
wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung des mittleren
Risikos eines Versicherungsbestandes» hingewiesen.

C. Die Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit
mittels eines Fourierschen Ausdrucks.

Durch Entwicklung der generierenden Funktion
wurde im Abschnitt A fir die Summe der Wahrschein-
lichkeiten aller moglichen Betrige k, wobei k sowohl
K wie auch ! bedeuten kann, die Beziehung

berechnet. Multiplizieren wir diese mit dem bekannten
Diskontinuitétsfaktor

o0

@- el i g o, (II)
M4

so erhalten wir die Wahrscheinlichkeit Py dk eines
Betrages zwischen k& und k + d k. Diese ist nicht ganz
richtig, weil sich &k nicht kontinuierlich é&ndert. Im
vorliegenden Fall kann hieriiber aber hinfortgesehen
werden. Lésst man auf beiden Seiten das Differential
dw fort, so erhdlt man den dem Fourierschen Doppel-
integral sehr dhnlichen Funktionsausdruck

] 3 (—u) T 1
P, =EZPU¢) f el i g g (I1T)

_—c0

welcher fiir ein kontinuierliches % in das bekannte
Fouriersche Doppelintegral iibergeht.
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Der Ausdruck (IIT) lisst sich in der Form schreiben:

1 i -
Pu) :_fe~icwt(z P(k) ek:m) dax (IV)
27

Setzt man fiir ¢"®' die FExponentialreihe und bricht
diese nach der zweiten Potenz ab, so erhilt man nach
Einfithrung der im Abschnitt A gezeigten Summen

. 0
LP(k):l, EP(M';C:{&, ZP(,‘)kaz’mz

den Néherungsausdruck

oo

1
"5

-_— 00

1 .
P, (1—}—ami—am2x2)e““’”dx.

Beachtet man ferner, dass man
o1
(1 ‘I" ax *ﬂ-%mfynz 2122) = em (H' am—-gmzxﬂ)

sotzen kann und wendet auf den Fxponenten die fiir
kleine Werte von « statthafte Niherungsgleichung

1 1
In (1 +am-—-—2—m2m2>=aa;i—a(m2—a2) g2

an, so ergibt sich der bekannte Laplacesche Néiherungs-
ausdruck

1 1 e
(u) — - \/\6_? (m2—a?) 22— (u—a) x1 d.CL‘, (V)



welcher, weil stets
m2—a2=92% und w—a=4

18t, die bekannte Wahrscheinlichkeitsfunktion

A2

Py = € (VD)

1
Ve 2 m
liefert.
Aus der Formel (VI) findet man z. B. (in Anlehnung
an Poisson)

A=K q o A=K
t
A — - SN2 2 — 21
Z:P(A)“ane 2 7 F 2 e da.

A=—K A=—K

J Wendet man die aus der einfachen Rechtecksformel sich
ergebende Niherungsformel

k=b—a

b
1
Z Yarrn =fyx Az + o (Yo -+ Yo)

k=0

an, so folgt

A=K K

. ‘ 1 . ;
Z e——z} 21 :[e-zlzzdd ot E(e—ff:m i CK“).
d=-K =K

Da nun aber

K , ,
(,Kzz —e K 29

'/‘Cm‘:f“‘dd: ’ . :
2%

—K

so erhilt man mittels der bekannten Iformeln

1 . ‘ 1 : :
. (€% —e™ %) = gin Kz und = (e + €% %) = cos Kz
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die leicht weiter zu behandelnde Formel

oo oo

K iin K 1 1o, _
> Py=- ey Ma B8 dz -+ fe_'z“m “®oos Kadz (VII)

Qn 2 Qm

Bei Verzicht auf grossere Genauigkeit kann man bekannt-
lich mit der Wahrscheinlichkeit

14

2 [
Dy :—V;—"./G ®dt
9

erwarten, dass der gegenwirtige Wert der voraussicht-
lichen Ausgaben um den Betrag

+y)e M

von der rechnungsmissigen Summe der Barwerte der
Gewinne und Verluste

oder von der rechnungsmissigen Summe der Primien-
reserven

abweichen werde.

D. Die Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit
nach der franzosischen Methode unter Beriicksich-
tigung der Forschungen von Poisson und Dienger.

Wihrend das Tschebyscheffsche Theorem keine Be-

dingung tiber die Anzahl der Vertriige stellt, fordert die



— 66 —

franzosische Methode eine hinreichend grosse Anzahl
von Vertrégen.
Um mit Hilfe des Laplace-Poissonschen Integrals

e j X eia: @

die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes I{ aus sémtlichen
Vertragsarten zu bestimmen, hat man fiir die erzeugende
Funktion X zu setzen:

A= l'—"}'j‘ g:,,j'
X = ]T (Zp(t—l y 4B +Zp€f)_1,;,) efe,n +'P£31) er;_zi>.
t=1

Diese geht aus der generierenden Funktion des Ab-
schnittes A hervor, indem man % = €** setzt.

Die Wahrscheinlichkeit eines fiir den Zeitpunkt der
Betrachtung berechneten Gesamtbedarfs an Prémien-
reserve, der die rechnungsmissige um I iiberschreite, so
dass die Gleichung

R=2V1+K

A=1

besteht, wird durch den Ausdruck

14

1 .
P =Po=—— | Ye 84, B
(®) () an e 4 (B)

dargestellt, in welchem die erzeugende Funktion Y durch
den Ausdruck

t=v; t=v;

Ve 3 21 (2) bt,zzz (B) pbvyzi
T (Brtancmors Zanevrs )
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gegeben ist. Durch eine einfache Umformung iiberzeugt
man sich, dass die Gleichung

J.=13
Y(B_i?:l = X
besteht, wonach beide Berechnungen zu den gleichen
Ergebnissen fithren miissen.

Die Umgestaltung der durch die F'ormeln (A) und (B)
gegebenen Verlust- oder Gewinnwahrscheinlichkeit in
das Exponentialgesetz kann durch die auf Laplace
zuriickzufithrenden Umformungen erfolgen, deren sich
Laurent und Kiittner wie auch der Verfasser in seinen
fritheren Aufsidtzen bedient haben. FEine allgemeinere
Darstellung hat der Verfasser in seinem Aufsatz «Zur
Berechnung des Risikos der ferneren Dauer von kon-
tinuierlich berechneten Versicherungen mit zwei ver-
schiedenen Moglichkeiten des Ausscheidens !)» ange-
wendet. Die dort fiir kontinuierliche Wahrscheinlich-
keitsfolgen gegebenen Herleitungen lassen sich natiir-
lich auch bei Jahresintervallen verwenden und wohl
auch noch etwas anders gestalten. Fine Anwendung des
Poissonschen Theorems auf einen Bestand von Invalidi-
titsrenten ist vom Verfasser gegeben worden 2), ehe er
(relegenheit hatte, die seltenen und schwer zu erhalten-
den Abhandlungen von Prof. Dienger 3) kennen zu

1) Giornale di Matematica finanziaria, Serie II, Vol. II.

?) Die Berechnung des Risikos der Invalidititsrenten,
Archief voor de Verzekeringswetenschap en aanverwante valkken.
Deel XVII, Afl. 5 1919.

3) 1. Uber den wahrscheinlichen und den mittleren Gewinn
oder Verlust im Laufe eines Jahres bei der einfachen Lebens-
versicherung, Annalen des gesamten Versicherungswesens,
Leipzig 1872,

2. Der mittlere Gewinn oder Verlust bei der Lebens-Ver-
sicherung fiir die ganze Versicherungsdauer, Rundschau der Ver-
sicherungen, begriindet von Dr. L. A. Masius, Leipzig 1877.

6
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lernen, die sich aber nur auf einfache Lebensversiche-
rungen beziehen.

In dieser Arbeit soll die Theorie der komplexen
Zahlen ohne die von Poisson benutzte Moivresche Zer-
legung et%*" = cos @ 2 + 1 sin @ 2z angewendet werden.
Einer #dhnlichen Darstellung hatte sich der Verfasser
bereits in dem oben erwihnten Aufsatz im Giornale di
Matematica finanziaria bedient. Diese wie die folgende
Darstellung darf wohl als wesentlich einfacher gegeniiber
der Poissonschen angesehen werden.

In dem Ausdruck (B), dessen generierende Funktion

A=1

’i’st, hat der Ate Faktor der letzteren die Form

t=v; t=v;

1 ﬁ‘ ¢ . )

Bi= 3 il 84ty O gl e
=1 =1

Entwickelt man diesen Faktor nach der Maclauringchen
Reihe bis zur zweiten Potenz von 2, so erhilt man zu-

"néchst

I zz i
Z, =20+ 220+ Yy Z;0). (I)

Nun findet man aber
Zyo =1 (II)

d=v) t=v),
. 1 21 2 by syeit 3 i
v [Z pEl—)~1,1) et At @, 2 ‘l‘ngt-)"l,ﬁv) e'nLn b(h »t pfq) g G,
=1 =1

l=v) l=vy

1 : 2 3
Zy0) =1 [ZPS—’—],A} Q. 2 ‘}“Z Pie)—m} b(t, »t p(»;? Gy,
=1 =1

=1.V,

] (I11)

|



und ferner

t=v) t=v)
A” — 42 lzpt 1) e ]_).:.La’([ 3 +Zp2) eb(t 2) zm +p(3) (;);.g'g 9

=y =1
Z;0) = [Zpt—l 2 @y 2y +ZP5—1 2 Ot Py, v } (V)

2—"1

Man kann daher dem Faktor Z, die komplexe Néhe-
rungsform

1
Z, = (1 —g 41 z2> +V, 21 (V)

geben. Das einfachste wire es natiirlich, die Niaherungs-
funktion nach Laplace in die Exponentialform

1 2
Vyzi—— Q.22
Zy=e T (Va)

umzuwandeln, wodurch alle weitliutigen Berechnungen
vermieden werden koénnen. Dennoch soll mit Riicksicht
auf die interessante Seite dieser Untersuchungen nach
Poisson bzw. Moivre

1
1—— Q2?2 = o, cos l
9 Q3 /) @, (VI)
V}_Z'——lein(pl[

gesetzt werden. Bekanntlich ist dann niherungsweise

1 2

=1—(Qi—V)P=1—DM;7
oder auch in weiterer Annidherung (V)

M 22
9 —M,z
g, =¢e A

‘i



tg @,

s T
Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so folgt

1
—-?11/[:22. (VI)

0y =i
Andrerseits ergibt sich
Z, =0, (cos g, +1sin @) =0, " (VIa)

so dass man zu dem Néaherungswert

Lot} gy
—y M,
Z,=e

gelangt. Die weitere Aufgabe besteht in der Frmitt-
lung geeigneter Niherungswerte fiir die Amplitiiden g,.
Man kann dabei auf verschiedene Weise vorgehen. Die
beliebteste Methode ist wohl die Berechnung von Tan-
gens. Nach dieser ist

V,z2 1 1 2
= Ve {1 +(_Q_ QEZZ)‘F (*2‘ Q?Zg) - s

1 —140%2

und wenn man iiber den zweiten Grad von #z nicht

hinausgeht,
tgp, =V, 2

Da nun bekanntlich fiir einen kleinen Winkel ¢,
@ = tg @, (VII)

gesetzt werden kann, so erhiilt man den Naherungswert

p="T, (VITI)

Durch die Einfithrung des Niherungswerts von ¢,
kommt man erneut zu dem Naherungswert (V a) des
Faktors Z, und erhélt so fir die generierende Funktion Y
den bekannten Néherungswert
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1 2 -
—_% M;'zﬂ 'FE V}. 24

A=s
Y:‘H-QJ,C‘P“:C 2e ’
=1

in dem man noch zur Abkiirzung

f=E

@

s

ME = M

=

=1

setze. Fithrt man den letzteren in die Formel fiir P g,
ein, dabei die Bedeutung von & im Auge behaltend,
so ergeben sich bei gleichzeitiger Ausdehnung der
Integralgrenzen bis — oo und + oo die bekannten Aus-

driicke
1 [ _Lopsse o 1 [ _ i
P(K)——-2 o N “dzzfg— ¢ T oos Kz da.
7T A

Die Umformung des Ausdrucks (A) fithrt infolge der
Bedingungsgleichung ; = 0 zu den Ergebnissen

- [:l’; l:v; -
1 (G 3
2 ( 2 2 2 3) 2
0; = |1 Y (leéz)—l,z) %, 2) ‘I"Z‘Pgt)—u) B, + PE:,_) G,
Ly t=1 (=1 5
=1-— M7
und

@, =0,

so dass sich die Formel (XI) sogleich ergibt.

E. Die Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit
durch die Fouriersche Differentialgleichung.

Zur Umformung des Laplace-Poissonschen Wahe-
scheinlichkeitsdrucks (A) des Abschnittes D in die
Exponentialfunktion hat der Verfasser noch einen Weg

(XD)
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unter Heranziehung der Fourierschen Differential-
gleichung der Wirmeleitung gefunden. Bei s gleichen
Fillen ist der Rechnungsgang ganz einfach. ILiegen
aber s voneinander unterschiedene Versicherungen vor,
so wird eine Hilfsrechnung notwendig, die zuniichst
erledigt werden soll. Iir die generierende Funktion X
setzt man U°, dann wird

A=s
sinU =Z InZ,
7=t

und

=3

1\
MU=?%ma

Man kann nun die Differentiation

A=

axX dw—me—YI%zz .
ds  ds 0T L M

A=l

ausfithren. Fur In Z, verwende man den durch Anwen-
dung der Maclaurinschen Reihe sich ergebenden
Néherungswert

Zyo | 2 L0 B0 —(Z0)°
Zyo 2 (Z;0)

mZ7Z,=WmZ, + 2

] 1 " !
= Z;_(O) 2+ +2~ [Z,-_(O) —(Z}'(O))2] 22,

Wie wir im Vorigen Abschnitt sahen, ergibt sich
Z,=G,=0 und Z)0—(Z0) =—M;,

so dass man zu dem Niherungswert



dX S S T
—=X|—) M
ds 5 >—;‘ g (1)

gelangt. Die Differentiation des Ausdrucks (A) nach s
liefert daher den Niherungswert

1D, w1 . |
Slw TN D XeKirgs (ITD)

ds 28 2na

Differentiiert man dagegen den Ausdruck (A) zweimal
nach I, so folgt

& l)m’) 1 r—Kzi 9 7
— 7(['7‘!7\—2 - ‘)_1 1\ e "t ge (1,5‘. (I\/)
*.l:r

Durch Vergleichen der Ausdriicke (I1T) und (I'V) kommt
il

man, wenn man noch —— =9 5 setzt, zu der bekannten
s

partiellen Differentialgleichung

My -

ds 2 d K

¢ [ P,

deren einfachste Liosung bekanntlich

1 K2

Py = oo € 2y (V1)
(l ) ) ¥ "U
T ) Jas M,

ist. Diese geht in den ublichen Ausdruck

1 K3
e 2

V7 V2 M

P(({) =

ither, wenn man den Wert von i, substituiert.
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Soll der Ausdruck (B) des Abschnitts D nach diesem
Verfahren behandelt werden, so empfiehlt es sich,
zundchst die Transformation

A=s
—E Vyzi

Ye A=1 = X

vorzunehmen.

F. Weitere Untersuchungen iiber das Risiko der
ferneren Dauer.

Der Umstand, dass das Hattendortfsche, spiter
von Mack und Rothauge bearbeitete Risiko auf die
Form des sonst iiblichen, schon von Bremiker auf-
gestellten Risikos gebracht werden kann, veranlasste den
Verfasser zu der Untersuchung, ob es nicht noch andere
Arten des ferneren Risikos geben konnte, bei welchen
tatsichlich die nur noch vorhandenen Deckungsmittel
auf die Leistungen angerechnet werden. Iis sollen
wieder s voneinander verschiedene Versicherungen
betrachtet werden. Der wahrscheinliche oder rechnungs-
miéssige Wert der Auszahlungen abziiglich der Deckungs-
kapitale wird durch die Formel dargestellt:

I=p f=p
% 2
e =ZPEP—1) 7 +ZPEZ)_1) by, (D)
=1 =1
in welcher fiir die erste Versicherungsart
gt —_ !
al = 9 (L §c-)i‘! = ka.;.t): bt - 'Ua: VI.:-H

und fiir die zweite Versicherungsart
— ad 1 — (2)
=10 (S/(o)u — Vi) b= (S Vi)

zu setzen ist. Dieser Ausdruck stellt aber den Wright-
schen Versicherungswert (vgl. Bohlmann, Lebens-
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versicherungsmathematik, Abschnitt 10, Sonstige Prii-
mien in der Fnzyklopidie der mathematischen Wissen-
schaften) nach k-jihrigem Bestehen der Versicherung
dar. Wie man leicht erkennt, kann man den vorstehen-
den Ausdruck auch auf die Form bringen

=y

Jo= D Pt (Ta)

=1

Der Versicherungswert stellt sonach auch die erwartungs-
missige Finnahme an Risikoprimien dar. Wirde die
Versicherung in vélliger Ubereinstimmung mit den
gewithlten Rechnungsgrundlagen verlaufen, so hiitte der
Versicherer weder Verlust noch Grewinn. Die durch den
Versicherungswert dargestellbte Summe der Barwerte
der Risikopriimien wiirde dann die rechnungsmiissigen
Schiiden gerade decken. Weil nun aber die Erfahrung
lehrt, dass sich die Verinderung eines Versicherungs-
stocks mniemals in Ubereinstimmung mit den ange-
nommenen Wahrscheinlichkeiten vollzieht und ausser-
dem auch die versicherten Leistungen ungleich sind, so
hat man eine Abweichung der kiinftigen Gebarung
nach der positiven oder nach der negativen Richtung zu
gewiirtigen. Die positive Abweichung entspricht einem
Verlust, die negative dagegen einem Gewinn des Ver-
sicherers. Tis leuchtet ein, dass man wie im Abschnitt A
eine mittlere quadratische Abweichung von der Summe
aller Versicherungswerte berechnen kann. Daraus folgt
wiederum, dags man, wie im Abschnitt B gezeigt wurde,
nach dem modifizierten Tschebyscheffschen Theorem
auch die Grenzen angeben kann, bis zu denen eine posi-
tive oder negative Abweichung von der Summe der
Versicherungswerte mit der Wahrscheinlichkeit



W>1—
2 92
zu erwarten ist. Schliesslich kann man auch nach dem
in den Abschnitten D und E behandelten Laplace-
Poissonschen Verfahren, wobei der generierenden I'unk-
tion die Form

=g lzy}' t:-)!).

S ‘ 2 b '- |

Y = I[ [ 2 pE}Ll,;_) et 1) E £ 2 Ip((t)—l,},) b ;_)zl_l_ Psg)“
A=1 =1 T 7

zu erteilen ist, fir den unbekannten Verlust K, um
welchen die Summe aller Versicherungswerte iiber-
schritten wird, den Wahrscheinlichkeitsausdruck

K2
1 o

V= 2 m

- (K) =

berechnen, in welchem 9i? den bei allen drei Berech-
nungsweisen sich ergebenden Wert

o

=3

M —

[

(72 — (7,)]

=1

hat. Dabei ist J{ nach der Formel

=iy i
JP = ZPEP—LA) a?t, i) ‘FZPfcz)—u.) b?z, 1)
(=1 =1
und J, nach der I'ormel
=) =,

- \ V(1 \ 1, (2
J, = Z’Pft)-x,;.) ) ‘I“ZP&LJ,J.) b, 1y
=1 i=1

zu berechnen.
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