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Des méthodes de groupement dans le calcul
des réserves mathématiques ef des
réserves nécessaires.

Par Dr Sophie Piccard, Neuchatel.

Introduction.

Une des taches principales que doit accomplir
chaque année toute compagnie d’assurances sur Ja vie
consiste a déterminer au bilan les réserves mathéma-
tiques. Le caleul de ces réserves s’effectue sur les bases
techniques de premier ordre I, choisies avec assez de
prudence pour que la compagnie puisse en tout cas faire
face a ses engagements. La détermination des réserves
mathématiques nécessite un travail considérable qui
a été sensiblement simplifié par I'introduction de diverses
méthodes de groupement des assurés. Il existe plusieurs
bonnes méthodes de groupement fréquemment employées
dans la pratique. Les méthodes les plus répandues dans
les compagnies suisses sont celle de Karup, dite aussi
méthode d’Altenburger, et celle de Lidstone. La pre-
miere de ces méthodes groupe les assurés par age atteint
au hilan, la seconde — par la durée restant & courir.

Une autre tdache importante que doit effectuer
de temps en temps toute compagnie d’assurances sur la
vie qui distribue a ses assurés la participation aux
bénéfices selon un systéme mécanique quelconque
consiste a évaluer le fonds de participation, pour véri-
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fier la validité des systemes de participation en usage.
Le calcul du fonds de participation conduit & l'éva-
luation des réserves «nécessaires» qui permettent a
la compagnie de faire face a tous ses engagements futurs
envers les assurés, y compris la participation aux bé-
néfices prévue, ce calcul devant s’effectuer sur les bases
techniques de second ordre II qui traduisent le mieux
possible les expériences de la compagnie.

Nous avons cherché & adapter les méthodes de grou-
pement de Karup et de Lidstone au calcul des réserves
nécessaires. La solution de ce probleme dépendant du
systeme de participation aux bénéfices utilisé, nous
nous sommes bornés & envisager quelques cas particuliers
qui se présentent le plus souvent dans la pratique des
assurances en Suisse.

Chapitre I.
Définitions et remarques préliminaires.

Imaginons une compagnie dont le portefeuille serait
constitué uniquement d’assurances mixtes, contractées
moyennant des primes annuelles (fractionnées ou non).

Envisageons un assuré quelconque.

Soit x = son age a l'entrée dans l'assurance, cet
dge étant déterminé en nombre entier
d’années, une fraction d'une demi-année
et plus comptant pour un an.

n = la durée de l'assurance.

m = la durée du paiement des primes.
Nous supposerons pour tous les assurés
it = W,

S = le capital assuré.
P 5 = la prime du tarif qui correspond au capi-
tal S.
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Convention 1.

1er janvier de l'année To =la date d’effet calculée,
toutes les affaires conclues au sens large entre le
1er juillet de l'année (To — 1) et le 50 juin de l'an-
née T, étant rapportées au 1T janvier de I'année T\.

1er janvier de 'année T, (T; = To — z) = la date de
naigsance calculée.

1er janvier de l'année T, (1T, = To + n) = la date
d’expiration caleulée.

Convention 2.

ler juillet de l'année T, = la date d’effet calculée,
toutes les affaires conclues au cours de l'année T,
étant rapportées a cette date.

1erjuillet de l'année T; (T, = To — z) = la date de
naissance calculée.

1er juillet de l'année T, (T, = To + n) = la date d’ex-
piration calculée.

Remarque 1. Dans les exemples numériques qui
suwivent, nous adopterons toujours la convention 1.

Envisageons les trois systémes mécaniques de parti-
cipation aux bénéfices suivants.

a) Dividende progressif, porté en diminution de
la prime, accordé pour la premiére fois apres 7 années
d’assurances et qui eroit selon la formule

Ay =[n+ (k—1—1)a'111,

ou 4, désigne la participation aux bénéfices accordée
aprés (k—1) années d’assurances (k >71 -+ 1), I —
la prime du tarif, ou le chargement pour la participation
aux beénéfices ou toute autre quantité constante en
% de laquelle se calcule la participation annuelle aux
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bénéfices, 7 — le taux initial du dividende et 7' —
I'accroissement annuel de ce taux, a partir de la seconde
annee de participation aux bénéfices.

b) Bonus annuel, constant, porté en augmentation
de la somme assurée et payable avec cette derniere,
accordé pour la premiére fois apres 7 années d’assurance;
le nombre des boni accordés en cas de vie & 'échéance
du contrat est le méme que celui des boni payables
en cas de déces au cours de la derniére année d’assurance.

Montant constant du bonus annuel 4 = b S.

¢) Bonus quinquennal, porté en augmentation de
la somme assurée et payable avec cette derniere, accordé
pour la premiére fois apres 7 = 5 années d’assurance;
méme nombre de boni en cas de vie & l'échéance du
contrat qu’en cas de déces au cours de la n année d’as-
surance.

Montant constant du bonus quinquennal 4 =1b" S,

Désignons par II, les bases techniques de second
ordre (mortalité, résiliations prématurées, taux d'in-
térét 1 et taux des frais o, f et ) qui semblaient les plus
probables et qui ont servi a établir les taux de parti-
cipation. Nous supposons que le calecul de ces taux a
été effectué a partir de la prime suffisante.

Remarque 2. 11 est généralement d'usage dans la
pratique des assurances en Suisse de prendre dans les
bases II, une table décrémente, c’est-a-dire une table
qu tient compte de la mortalité et des résiliations
prématurées. Ces derniéres n’exercent qu'une faible
influence sur les bénéfices réalisés par la compagnie,
mais I'introduction de cet élérhent dans le calcul des taux
de participation peut sensiblement influencer ces taux.

On tient toujours compte de la sélection en de-
terminant les taux de participation.
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Remarque 3. Au sujet des tables de sélection et
des tables décrémentes nous ferons les quelques consi-
dérations suivantes.

1. Tables de sélection. Désignons par ¢ = le nombre
d’années au cours desquelles se manifeste la sélection.

Pendant les ¢ premiéres années d’assurance, 1l faut
faire une table spéciale pour chaque dge d’entrée [z].
La table finale, correspondant & des durées d’assurances
écoulées supérieures ou égales & ¢ est la méme pour tous
les assurés et ne dépend pas des adges a l'entrée.

2. Tables décrémentes. (Ces tables, comme nous
venons de le dire, tiennent compte de la mortalité
et des résiliations prématurées. Ce sont aussi des tables
de sélection. Nous envisageons deux modes de construc-
tion de ces tables.

a) Les taux des résibations prématurées ne dé-
pendent pas des durées des assurances individuelles.
Soit @ = 'age terme de la table de mortalité.

Désignons par gq,;,, = la probabilité de déces
au cours de l'année d'une personne ayant a l'entrée
dans l'assurance l'age [x] et étant assurée depuis ¢
annees.

@;o: = la probabilité pour la méme personne
et & la méme époque de résilier prématurément son
contrat au cours de l'année.

71,-¢ = valear de rachat du bonus de Fr.1 apres
t années d’assurance ).

Chaque compagnie possede une regle pour le caleul
des valeurs de rachat. D’apres cette regle, elle déter-
mine pour toute combinaison d’dge & l'entrée [z] ot de
durée n les suites de valeurs

1) Nous supposons que chaque assuré a payé t primes an-
nuelles au cours des ¢t premiéres années d’assurance.
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Tzp Ma+r © " Tal+n—t

b b . e oD
et Tz)+o0 Ma)+o+10 > Mal+n—1 -

D’autre part, on a:

b b b
Ta] = Tagtr = ° ° " = Tiapemg = 0.

Pour chaque dge d’entrée [z], on construit une table
décrémente en se servant des formules:

l[z]"r't'*'l o Z[:Ii_|+i (1 _Q[a:]-{-i) (1 _Qf,c]-g-t): = 03 l: 2; SR (Ct)— (B'—].)

gyt = byt Qo
S[a+t = (l[z]+t _d[z]+t) sz]+t

et
D[z}H—Ux l[x]-H

1
4+ —
Clejet = ik e

£=10,1,2,- - -, (0—2),

quel que soit n.

1
] Al —
)+t =Y 2 M)+t Szl

£=0,1,2,- + -, (n—1),

1
Care =73 B0y S pour chaque valeur de n.

ete.

b) Les taux des résiliations prématurées dépendent
des durées n des assurances individuelles.

En se servant des mémes notations que ci-dessus,
on construit une table décrémente pour chaque com-
binaison {[«], n} moyennant les formules

laysir1 =Ygt (1 — Gayr) (1 — @)
eyt = gyt Gzt 1=0,1,2,- - -, (n—1)

Siz)+t = [l[x]-{—t e d[z]-l-t:] Eﬁ:}ﬂ
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D[I]*:“t = /U;I‘;t l[I]+f’ t — 0) ]., 2) * * ', n

ete.
Soit: 4,.7 =la prime unique pure pour un capital
assure de FKv.1;
P, .57 =la prime annuelle pure pour un capital
assuré de Fr.1;
o = le taux, pour un capital assuré de I'r. 1,
des frais vniques d’acquisition;
B = le taux, pour une prime commerciale
de Fr.1 des frais annuels d’encaisse-
ment 1);
14 = le taux, pour un capital assuré de Fr. 1,
des frais anunuels de gestion.
Posons: R, =M, + M, .+ - - - + M, 4, u dé-

signant le nombre entier qui satisfait aux relations:
0 <w—(z+ 5u) <5, s1 on fait usage d'une table
agrégee;

SR[z]'H = ME1]+t + M[ﬂi]'{-!+5 i & M[:c]+i-%—5u) u

deésignant le nombre entier qui satisfait aux relations:
0<w— (z+t+5u) <5, dans le cas d'une table
de sélection ou d’une table décrémente;

b b | 170 b !
m[a:]+t = M[z]-H D Iw[.v]—.LH—S + -+ M[z}+t+5u’ , U

désignant le nombre entier qui satisfait aux relations:
0 <n—1—t—5u <5, sl s’agit d’une table
décremente.

1) En pratique, ces frais se calculent en 9, de la prime
commerciale, aprés déduction de la participation aux bénéfices
accordée sur cette prime.
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Les nombres R facilitent les caleuls relatifs au bonus
quinquennal. Désignons d'une maniere générale, par

B(;
\5
k par 5.

) = la partie entiere du quotient du nombre entier

Soit ,V, = la réserve mathématique individuelle
calculée sur prime pure apres ¢ années d’assurances.

On a

\
iVx - ’SAx+t:n—;ii_ Pz:ﬂ Qeptn—t] =

'{‘_

p N,—N,., SMx—MW base I
g P et e e P BT g .
x: n\ Dz+t ]) 4 ( S€ )

=+
A ces expressions de,V, vient s’ajouter la réserve
pour les boni alloués, dans le cas ol la participation
aux bénéfices est distribuée sous forme de bonus. Soit
B le montant total des boni alloués & un assuré. La ré-

serve mathématique pour ces bom est 4,5, B
(base I).
Appelons P/ = la prime commerciale, sous dé-

duction des frais annuels d’encaissement et de gestion
et de I'amortisation annuelle des frais uniques d’acqui-
sition.

Dans le cas du dividende progressif, on a

Pl = (1—f) Pl — ———7 + B 4 (base ID).

x|

Dans le cas du bonus annuel et du bonus quinquen-
nal, on a

o

P=(1—pP

T

— 7 (base II).

zin|
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Posons, d’une maniére générale,

" o
T

PrP=1—pP — 7 (base II).

x:n|
Désignons par 7V’ la réserve nécessaire indivi-
duelle apres t années d’assurance.

La méthode prospective conduit aux expressions
suivantes de 1%, si dans les bases 11 on fait usage d’une
table de sélection:

") Dividende progressif:

gy 7 Nimee + 7 (Stajse1— Stagen) — [F+ (n—7 — 1) 2] Ny
N 5

[z]+1
t> 13,V = S Ay — P gy +
“}*(1 _ [ﬂ—l*(t — == 1)75’] N[I]+t+nl(8[r]+t_— S[I]+ﬂ)4[ﬂ+(n~r— ]-)n’]N[x]+n
) I D,
z]+t

b
) BOnus annuel:

i <1 th = 8 A[_,,:H_t:ﬁ'_‘ﬂ — P? a[z]_}_t:n_jtl +
R[z]+r - R[z]+n + (’P’b - I) [D[a:]-l-n - M[x]—.*-n}
D[z]+t

+bS

t > 1; in =S A[I]-H:?FTH — P a[z]—[—tnf—Tl +
e bS ﬁ: 7) M[x]+t = R[z]-i—t _ R{x]—l—n + (n— 7) {D[x]—%ﬂ - M[I]-i—n]
D[J:]-H

(11 es®q)

(11 eseq)
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¢) Bonus quinquennal:

t <71, tV” =S A[z]—i—t:n—ﬂ — a[;r]+f:n—7} =
‘ ‘m—1 ) (
Rips— Ry ‘ E ("%1) +1]5 + E( 5 | Digin — Il'l[.n]%—n] .
b8 D g
[x]+! (;
. ) ¢
t>7; tI" == SA[x} btin—t| T P a[x]fft:?;z\ + v
1 v n—1\. ]
E ( 5>M[”’]+t+m[ﬂ+ {E (é) + 5_?{[3[]%_ [E (”_;}) +1‘1 5+E( T )LD[D:HM#AIM‘/M
’ ey : ! ) ) N ___/
b S
Diayq
La méthode rétrospective donne, dans la méme
hypothese, pour , V7’ les expressions suivantes.
Quel que soit le mode de participation, si ¢ <7,
N — N, M. .—M ..
= pr it gl Liks ] (base II)
: D[:E]%i D[IH”': J
VP = pY fo] - NE]if_ S M[I] - ﬂl[$]+f .
: B D[a:]-H D[x]+t
@)
= 7 N + 7 (Spaiess — Spaged — [+ t—7— 1) 7] Nt |
= | —a—pu g
5] Diayse o
= ﬁ
A ot
- Tt — v N[z] - N[LH - M[EJ M[I]*f
@B ! D, D
b) (a]+¢ [z]+¢
—bS R[x]+1 — R{I]’H T (t T) M[I]+f
D[:»:H—t




“(IT eseq)

D[ac]-H

Dans le cas ou les bases II renferment une table
décrémente, on obtient, par la méthode prospective,
les expressions de ,V’ en substituant dans les formules
relatives & une table de sélection M., + Mﬁx}-.Lk a
M[a:]-:—k’ R[a:]—l—k + fo]+k & R[z]+k’ m[z]+k "I— 9‘1"[6:1:]+k'r;l’ ER[a:]+k
dans les termes relatifs & la participation aux béné-

fices et en posant

M[m]+k + MF;;]-{-k - ‘n/‘[[:z:]w}-n - M?ﬂ:]%«n + D[:z:]-i—n

. R—
[z]+k:n—Fk|

A ) D[z]—Hc

Par la méthode rétrospective, on obtient les expressions
de , 7’ en substituant dans les formules relatives & une
tableb de sélection M., —+ Mfm]?;k & My Byajer +
+ By & By et Ry + Rpow & Ry dans les
termes relatifs & la participation aux bénéfices et en rem-
plagant M, . par M., + M, ., dans les autres
termes 1).

Si les bases IT renferment une table agrégée, on ob-
tient les expressions de , V"’ enlaissant tomber les crochets
contenant = dans les formules relatives & une table de
sélection.

1) Les termes Mf’mHﬂ et RE’IHH sont nuls. Nous les intro-
duisons dans les formules pour des raisons de symétrie.
19
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Remarque 6. $1 les bases II coincident avec les
bases 11, la méthode prospective et la méthode rétro-
spective conduisent & la méme valeur de la réserve
nécessaire. Il en résulte que, si les bases I et II,
sont identiques, on peut employer indifféremment la
méthode prospective ou la méthode rétrospective
pour le calecul des réserves nécessaires. Par contre,
s1 les bases II sont différentes des bases II,, on doit
se servir de la méthode prospective.

Plagons-nous au bilan (31 décembre) d’une certaine
année 7. Désignons par X V (base I) = les réserves
mathématiques totales de la compagnie & cette époque,
ces réserves étant calculées sur les bases techniques
de premier ordre par la méthode des primes pures;

2 V¥ (base II) = les réserves nécessaires totales,
calculées & la méme époque sur les bases techniques
de second ordre;

& = le fonds spécial destiné au prélévement des
sommes nécessaires pour distribuer aux assurés la par-
ticipation aux bénéfices prévue;

F' = le montant actuel du fonds de participation.

Ce montant est défini par I'égalité
F=XV+F—-XV

S1 F > 0, la compagnie peut laisser inchangés ses sys-
téemes de participation. Elle est obligée de les modifier,
s1 F < 0.

Remarque 7. Si l'on admet la convention 1, la
réserve mathématique individuelle au bilan [V est
une réserve déterminée apres un nombre entier ¢
d’années.
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Dans le cas de la convention 2, la réserve indi-
viduelle au bilan est

(__iV + f-{—_l V
2 2

V= ’
2

1 : :
t * — étant un nombre entier et ¢ désignant le temps

écoulé a partir de 'effet calculé jusqu’a la date du bilan.

Comme 'effet réel des polices ne coincide générale-
ment pas avec l'effet calculé, il faut apporter & la ré-
serve au bilan une correction relative a I'échéance des

primes. _
Dans le cas de la convention 1, pour les assurances

conclues du 1T juillet au 31 décembre, la correction
& apporter a la réserve mathématique ,J, d'un contrat

individuel est

7
— désignant la fraction de prime annuelle payée deés la

date anniversaire de l'effet jusqu’a la date du bilan de
I'année T. Pour un-assuré dont l'effet réel est compris
entre le 1er janvier et le 30 juin, la correction relative
4 l'échéance des primes quil faut apporter & la
réserve mathématique au bilan est

r

o= —(1—55) P

r T .
— ayant la méme signification que ci-dessus.

Dans le cas de la convention 2, la correction relative
& l’échéance des primes qu’il faut apporter & la réserve
mathématique individuelle ,V, est



r T
pour toutes les assurances,1—2 ayant la méme signifi-

cation que ci-dessus.

Appelons, dans les deux cas, & = la somme algé-
brique des corrections relatives & 1'échéance des primes
pour tout le portefeuille, au bilan de 'année T.

Dans le calcul de la réserve nécessaire au bilan.
on doit tenir compte du méme facteur.

Désignons par ¢ = la correction relative & I’échéance
des primes quil faut apporter & la réserve nécessaire
totale, calculée & la méme époque.

Nous déterminerons ¢ par la formule approximative

suivante
3 pr
o

Dans la suite, quand nous parlerons des réserves au
bilan, nous ferons toujours abstraction de ces correc-
tions.

Remarque 8, concernant le choix des bases II.

Il faut prendre le taux d’intérét + et les taux des
frais «, f et 7 qui traduisent le mieux possible les ex-
périences de la compagnie. Toutefois, il est inutile, pour
le calcul de la réserve nécessaire, de suivre les fluctua-
tions annuelles du taux d’intérét et il suffit d’établir
un taux moyen. Quant a la table de mortalité, elle doit
aussl donner I'image la plus exacte de la réalité. Mais
la question qui se pose est la suivante: est-on tenu a
utiliser pour ces caleuls une table décrémente, ou peut-
on se borner & employer une table de sélection et, méme,
une table agrégée?
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Nous avons examiné de plus pres cette question,
en l'illustrant de quelques exemples numériques.

Supposons les taux de participation déterminés
A l'aide d’ime table décrémente et fixés une fois pour
toutes. Les taux de participation qui résultent d’un
caleul exact varient, généralement, avec la durée de
I'agssurance et avec l'dge a 'entrée. Nous supposerons,
pour simplifier les calculs qui suivent, que ces taux sont
constants pour toutes les combinaisons d’age et de durée.

La précision avec laquelle on détermine le fonds
de participation ne doit pas dépasser quelques 9%.

Nous avons d’abord comparé les résultats que donne
une table décrémente et une table de sélection ayant
toutes deux les mémes taux de mortalité (Gotha, sé-
lection non réduite) 1) 2). Nous avons déterminé, a 'aide
de ces deux tables, les réserves nécessaires successives
de la combinaison moyenne [z] = 30, n = 25, en pre-
nant S = 10,000 fr., P, 5= 392fr., & = 0,04, § = 0,02,
7 = 0,002, © = 41 9, et en admettant comme systéme
de participation le bonus annuel, aveec = = 3 ans, et
b = 0,015.

Appelons V" la réserve mnécessaire détermn e
a laide de la table de sélection et ;7° la réserve
nécessaire calculée avec la table décrémente. Posons
4 =7 ="V.
1) Karup, Die Reform des Rechnungswesens der Gothaer
Versicherungsbank a. (G., Neue Bankliste, Tabelle 18, S. 64.

2) Pour la construction de la table décrémente nous avons
utilisé D’échelle théorique suivante de résiliations prématurées:

t ¢ 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11
Gy % 9.14 6,72 5,21 419 3,21 2,40 1,94 1,56 1,29 1,09 0,94 0,82
t 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

(-'F30]+f % 0,73 0,66 0,60 0,55 0,61 0,48 0,46 0,45 0,45 0,44 0,44 0,44 0.43

Cette échelle est plutot pessimiste. Comme regle de rachat nous avons
pris celle d’'une grande compagnie suisse.
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Nous avons obtenu les résultats suivants:

t 0 1 2 3 4 5 6 7
| 4] en 9% de V" 66,2 45,7 11,8 3,4 0,6 0,5 1,1 1,3

t 8 9 10 11 12 13 14 15 16
(d|en % de V" 1,5 1,4 1,4 1,2 1,2 1,0 0,9 0,8 0,7

t 17 18 19 20 21 22 23 24
| 4] en %, de ;7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,3 0,2 0,1 0,1

Ces résultats nous montrent que linfluence des rési-
liations prématurées sur les réserves nécessaires est
considérable pendant les trois premiéres années d’assu-
rance. Puis cette influence diminue rapidement et de-
vient insignifiante. On en déduit que pour une vieille
compagnie, dont la production annuelle est faible par
rapport au portefeuille total, I'emplol d'une table de
selection pour le caleul des réserves nécessaires ne
dépasse pas les limites d’erreur admissible; or I’emploi
d’une table de sélection au lieu d'une table décre-
mente a pour conséquence une grande simplification des
caleuls.

Ensuite, nous avons comparé les résultats que
donnent une table de sélection et une table agrégée,
1ssues toutes deux du méme matériel d’observation.

Désignons encore par ¢ = le nombre des années
au cours desquelles se manifeste la sélection.

La probabilité de déces ¢, d'une table agrégée
est liée aux probabilités de déces

!

Gz—01+02 Gz—1)+12> ° " " s Qe—g—1]+g+12 =

des différentes tables de sélection et de la table fi-
nale que l'on déduit du méme matériel d’observation
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composé de N, personnes d’dge x observées pendant
une année et donnant lieu & d, déceés, avee

! ! ! 1]
SRQ: = Sn[ar:*()]-i-(] + gt[a:—l]—{-l _I_ T + gz[z—tp—l]-l-q)—l-l + Enz
et dz = d[z—0]+0 + d[’z—l]—l—l + -+ dE:z:—*(p—l]—l—lP-*-l + dx’

par la relation suivante

G = m[m—0]+0 Q[x—0]+0+m[a:—1]+1 Qz-1341F ° " +m[m—qp—1]+q0+1 q[a:—(p—l]+q’+l+mr q,

N

T

Les probabilités de déces d’une table agrégée sont done
des moyennes pondérées des probabilités correspondantes
de toutes les tables de sélection et de la table finale.

Nous avons pris les tables d’Abel:

vor T6/05 vor 76/05
YOL IO 110, 49, of Bn 2 40
7606 L0k 4% e 606 "t

B

Nous nous sommes placés au bilan d’une certaine
année T et nous avons supposé qu’a cette date notre
compagnie avait 25 années d’existence. Au dit bilan,
nous avons déterminé, par la méthode individuelle,
les réserves nécessaires de tous les assurés dont les dges
a l'entrée et les durées d’assurance satisfaisaient &
I'une des quatre combinaisons suivantes: ([z] = 25,
n = 380), ([z] =80,n =25), ([z] =40, n =20) et
([#] = 45, n = 15). Nous avions ainsi 85 groupes
d’agsurés 1). Pour la répartition des capitaux corres-
pondants formant un total de 25,973,000 fr., nous
nous sommes basés sur les données numériques de
Karup. Nous avons pris comme systéme de participation

1) A savoir 25 groupes de la 17¢ catégorie, 25 de la seconde,
20 de la 3¢ et 15 de la 4e.



le bonus annuel, avec y = 2 ans, b = 0,01. Nous
avons posé

« = 0,04, B = 0,02, 7 = 0,002, P, .., = 318,

30|

"

P30=§5'l %000 = 392, Pyy.90,%000 = 529, Py5.15,%/000 = T29.

La comparaison des résultats nous a montré que
pour l'ensemble des assurés envisagés les réserves
nécessaires calculées d'une part & l'aide des tables de
sélection (10,564,454 fr.) et d’autre part a l'aide de
la table agrégée (10,524,807 fr.) ne différent que de
0,389, de la premiere de ces valeurs. Done, en employant
la table agrégée au lieu des tables de sélection, nous
restons encore dans les limites d’erreur admissible.
Mais ceci n'est vral que pour une vieille compagnie qui
existe depuis un nombre d’années bien supérieur a celui
au cours duquel se manifeste la sélection.

Les méthodes de groupement ont la plus haute
importance si dans le calcul des réserves nécessaires
on peut se servir d'une tahle agrégée.

Chapitre II.
Méthode de groupement de Karup.

1. Application de la méthode de Karup au calcul des
réserves mathématiques.

Pour déterminer les réserves mathématiques au
bilan d'une année T, on groupe tous les assurés par age
y attemnt & cette date, en supposant que cet age est
égal a 'age qu’a I'assuré a la date anniversaire de 1'effet
la plus rapprochée de celle du bilan, dans le cas de
la convention 1, ou a I'age qu'a 'assuré a la date anni-
versaire de l'effet qui précede la date du bilan, cet age
étant augmenté d'une demi-année, dans le cas de la con-



— 287 —

vention 2. Dans les deux cas, le numéro du groupe

est déterminé par I'année de naissance calculée T,.
La réserve mathématique pure du groupe G (T,)

au bilan de l'année 7' est donnée par la formule

\‘

D

¥

VG(Tl) = (S i ) Ay_'(‘\"‘ me) ay + (base I) 1),

ou H désigne un nombre auxiliaire qui a pour expression

SNy,

H=(Sd+ P,7) N, ,= -, sion pose O, = v""'d

z:in|
les sommes 2 étant étendues & tous les assurés formant
le groupe G (T).

Remarque 9. Dans le cas de la convention 2, on a:

/ 1) 1 1
2,

y=(y— tar By —

est un nombre entier. Dans ce cas, on utilise les for-
mules suivantes:

Au—;—+Ay+% ay-——;_’_azﬁ—;
Ay: 9 s Ay = 0 ’
o
D — D510y 5
y 2

1) A cette expression vient s’ajouter la réserve mathématique
pour les boni alloués, si la participation aux bénéfices est distri-
buée sous forme de bonus. Cette réserve a pour valeur

E Ay:?;”B.
G(Ty)
Nous ne nous arréterons pas sur les simplifications que l'on

A\

" peut apporter & cette derniére expression.
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2. Application de la méthode de Karup au calcul des
réserves mécessaires.

Désignons par G (T,) le groupe formé par tous les
assurés qui ont le méme systéme de participation aux
bénéfices et pour lesquels I'année de naissance calculée
est T,.

Admettons 1° que les bases II comprennent une
table agrégée.

Cas la. Adoptons la convention 1. Alors il suffit
de subdiviser chacun des groupes G (T,) en deux sous-
groupes:

G(T) =G (Tpt<7)+G(Tpt> 1),
si on fait usage de la méthode prospective;

G(T)=G(T,t<7)+G(T,t> 1),
si on fait usage de la méthode rétrospective,

t = désignant le nombre d’années écoulées a partir de
I'effet calculé d’une assurance individuelle queleconque
formant le groupe jusqu’'a la date du bilan.

La méthode prospective pour le calcul des réserves
necessaires conduit aux résultats suivants.

a) Dividende progressif.
Groupe G (T;, t < 7).

La réserve nécessaire pour un assuré de ce groupe
a pour expression

V= SAy:rT—TI — B Ay +

AN, + (S e1—Spin) —[F + (n—1—1)7]N,

r+n

D

y

“(IT eseq)
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Cette expression peut s’écrire

M N
Vv:S y _ Pv —y
* D Dt

Y Y

xl—n)_"Pv Nm+n+(l_ﬂ) H{nNm—l—rM, (S:z:+r+ 1_Sz+n)—[ﬂ+(n‘7_1)n’]N:’:+'n} _

+ (1

Sy

T N N N N N NN NN

D

Y

H
:SAH—'P ay—'—?,

Yy
en posant

H :S(Dx+n_M:c+n) .S Pva+n+

'_'ﬁ) H{J’L’ NJ:-}-r —I_ ! (Sz+r+1_‘8x+n)_ [J‘C + (In_r_.]).ﬂ:’] NI‘I*W} =

—{8d+ P —(1—pH[r+n—r—D)a|N,,, +

B

+ (1 - uB) H[ﬂ: Nx+r+ ( m+z+1 .7:+n)] 1)

T T o VL G e T

La réserve nécessaire au bilan du groupe envisagé est
alors donnée par la formule

SH
Voirey = (£8) 4,— (E P) a, + —— (basell).

Groupe G (T1,t = 7).

La réserve nécessaire pour un assuré de ce groupe
a pour expression

V S AJ et — P aym—_-,, =+ ’é:
[*+ t—r =17 ]N, +7(S,—8,,,) =7+ (r—r =DV, . &
D =

Y

) Les expressions que nous soulignons d’une ligne ondulée
n’ont lieu que si Cz = 13+l dg.
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rt—r—1=z+t—(c+r+1)=y—(x+1v4+1)

L’expression précédente peut donc s’écrire

Y J pv ' NTJ

™ — (LB I [ — ($+T+1)”]}D—+

¥ i
N,+ 8

+ Ty

¥

SD,,,—M, )+P° N, ,—A-p) O{' S, ,+ [+ (n—1—-1)7T] NIH}.
D

Y

+

Posons
Hl = S(Dz-{-n_Ma:-i-n) + P Nz:—}-'n_
—(1—=pU{a S, ++nm—1—=1)7]N,,,} =

=8d+P—(1—f O+ (n—r—1)a]} N

o N N

—(l—ﬂ)ﬂﬂ SerH

N N

2"‘-11

Ho=0I(xz+t+1).

11 vient
yN, + 8§,
V=84, + (A —pw LTy
Dy
H]- v 7
+5 —{P—1—f [ I—~ H]}a,

Y

La réserve nécessaire au bilan du groupe envisagé est
donnée par la formule

. N5,

Popiny = (E8) At (1 —pa @m Lot l
S H, y

-

"D

y

(1T os®q)

S P —(1—p)[#(E ) —' (SHy)}a, ]
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b) Bonus annuel.

Groupe G (T4, t < 7).
La réserve nécessaire pour un assuré de ce groupe
a pour expression
th =9 Ay:?-:[ — ay:F:ﬂ +
- R:c+n + (n - T) (Da:+n - Mz+n) _
D

Y

R
L, P BE

H

=8 4,— P’a, + — (base II),
D!l

en posant

H=S8 (D:c+n —M;H-n) = B N:c~1—n SR
+b8 {Rx+r B gt M—1) (Dz-f-n _ M:c+n)} =

=1+ =08 8d+ P Noyy + 55 (Byy —Rey).
La réserve nécessaire au bilan du groupe envisagé est
donnée par la formule

. > H
Véizen = (2 8) 4, — (2 P*) a,+ —— (base II).

¥

Groupe G (Ty, t > 1).

La réserve nécessaire pour un assuré de ce groupe
a pour expression

in =8 Ay:‘ni—"ﬂ — P’ Ayt + l g
Lyt M,,—.LRU—RIA,%; (n—7) (Drsn—M, 1) J i

v

Or t—r=y—(z+ 7).
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L’expression précédente peut donc s’éerire, en

posant
H,=8(0D,,,—M,)+PN,,,—bSR,,,+n—0bS(D,,,—M,,,) =
= {11 + b(n—z)]Sd + P} N,,,—bSE,,
et H; =8{z+ %),
M +R, H
V= (S—bHy) 4,—P'a, +bsiu T
Dy D'y

La réserve nécessaire au bilan du groupe envisagé est
donnée par la formule

Verisg =58 —b(Z Hy)] 4,+
yM,+ R, ZH, P (base II).
5 T —EP)a

Y Y

+ b (X 8)

¢) Bonus quinquennal.
Groupe G (T, t < 7).

La réserve nécessaire pour un assuré de ce groupe
a pour expression

th =S Ay:'r'i:H — I ay:-ﬁ:ii i

[

n—1

(11 2s%q)

ER:t:+:’)-—" mz—;— [E(’i;—l\) +1]5 -+ E(
D

Y

+b' S

Posons H=S(D,,,—M,,,)+ P°N,.,+

+b' S {mz% +[E (5 1) +1 ] 5 T E( 5 1>(Dz+n—"Mz+n)}:

:{|1 4+ E("?)} Sd+ P"} Nown b 08 (Rese— R [o("2) 4] )

B N N N N N N U N D N NGO
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I’expression précédente peut alors s’écrire

v 1] H
V=84, —Pa,+ -

Y
La réserve nécessaire au bilan du groupe envisagé est
donnée par la formule
XH
Vi< = (Z8) 4,— (Z P)a, + —— (base TI).

Y

Groupe G (T, t > 1).

La réserve nécessaire pour un assuré de ce groupe
a pour expression

V' =8dymm— P Ay +
E(i)M +R t —R n—1 +E(n—-—l>
4 5) " z+ [E(?)H]s oy [E(T)+1]5 5
D

|
(Dx+n_Mz+n) i

Or t=t+z—z=y—=x

(I1 os®q)

et on a

B(3)-5(57) - £(d)—2(3) —1

5 5
\ L y
ou f(y)_O:SIy—E(5

fly) =1,si 1 _E(%>5<m_E<f5

On peut donc écrire

\l_/
o
V
8
|
=
N
B ool B,
& en
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V'=84,—Pa,—b8 [E(g)ﬂ(y)] 4,+

50+ e o)
+b'S D g5

Y

i |
M NtV S B ) D M) o

D

Y

Posons H, =S(D, ,—M,,, )+ PN, ,+

+ b’S{E(n%l\) (Dx+n _ M:c+n) — ERE—}- [E("—;—i%q} 5} =

Mievr(™ ] sarrl vy s s
l 5 _ ] x+n z+[( )-i—l

N N T N L Ta Vo U O N PN R S

H,=S E(f)
2 T \5 *
Hvient V" =[S—b H,—b Sf(y)]4,+
B i’)M LR g
. 5 y 24 [E(;)—H]s +H1 .
+ D 5"“ ay'

Y ()

La réserve nécessaire au bilan du groupe envisagé est
donnée par la formule

VG(T,t> =[(Z8) — ’(ZHz)—b’}-:Sf(y)]Ay+

¥
E(J M+ %R, g
] \‘ g = 1—— NP
+b ( ) + = (S a,

U‘t
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Remarque. La derniére formule n’est qu’approxi-
mative, & cause du terme ERy+3.

Pouwr déterminer f(y), on notera une fois pour
toutes pour chaque assuré la constante

T

Puis, au bilan, on notera pour chaque groupe
G (T, t > 1) le nombre

N

y
=y—HK(=)5.
Yo Y (5)

La comparaison des deux nombres y, et y, permettra
de déterminer sans peine pour chaque assuré la valeur

de f (y).

Lia méthode rétrospective pour le calcul des
réserves nécessaires condult aux résultats suivants.

Quel que soit le mode de participation aux béné-
fices, si1 cette participation débute aprés r années d’assu-
rance, la réserve mnécessaire au bilan du groupe
G (T,,t < 1) est donnée par la formule

; TH
Verua<g =(&8)4,—&ZP)a,+ o (base II),

Y

avec H=P'N,—SM,

Groupe G (T, t > 1).
a) Dividende progressif.

yN,+S, XH,
D - D

Y Y

—{EP)—(1—p [* (X)) —=' (2Hy}a, (base II)
20

Verysy =@E8) 4, + (1—=F) 7" (X 1)
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avec
H =P N, —SM,—(1—f) (N, +8,. .,

et Hy=H(x+71+1).

b) Bonus annuel.

g y ; oYM+ R
Vs =[(ES)—b (XH,)] 4,+b(ZS) **“Eﬁ_g_j”
Y
XH ‘
+=5-—@EP)a, (base IT)
Yy
avee H =PN,—SM,—bSR,..
et Hy=8(x+ ).

¢) Bonus quinquennal.

Visn = {(Z8) — b (ZHy) — b [ES{ ()]} 4, +

\

x
E(é M, R,
| br (Z q) ki - L EHl ¥ PF) a hasell)
- S - — L 1ase
D, D, ( b |
v H —P'N,—S(M,+bR._,),

-z
H2 = JSE (—) s
5

f (y) ayant la méme signification que ci-dessus.

Remarque. La derniére formule n’est qu’approxi-
mative, & cause du terme R, _ ..

Cas 1b. Adoptons la convention 2°0. Alors pour
employer la méthode prospective ou la méthode rétro-
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spective, 1l suffit de subdiviser le groupe G (1) en deux
SOUS-groupes:

| / 1 1
(T) = (Tt < 1—2)+G(T1,t> T—-g),

t désignant le temps écoulé & partir de leffet calculé
d’'une assurance individuelle quelconque formant le
groupe G (T,) jusqu’a la date du bilan.

Posons, d’une maniere générale,

o(y-2) e o(y+ 1)
\Y 2 2
Uy = 5 ;

¥y —o désignant un nombre entier et U (y) — une

el

fonction quelconque de .

On est alors condut, par la méthode prospective,
aux formules suivantes:

a) Dividende progressif.

0 > v | H .
Vi(ni<—t) = E8) 4, —EP)a, + 5 (base I)
y
4 Y 7 le -—i_‘S’g ZH
VG(TI,»I_.;_) _—"(EAS)AI’J,—(I——‘B).TC (Z10) i’)' ok 5 1

Y v

— (P —(1—p) [*(Zu) —=' (£H,)]} a, (base II).

b) Bonus annuel.

v

. 2H
Vé(ruc—L)=ES 4,—EP)a, + % (base II)

\ / v
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_ Ve (:Thi>r—u-3;—.) = {(ZS) —b(Z Hz)} &y

Yy Iu?i+ Ry R 2‘1‘Hl
D, D

u

+b(2S)

— (X P’ a, (base IT).

¢) Bonus quinquennal.

ZH
Vi (ric—t) = (E8)4,—(Z P)a,+ 5, (base TT)

Y

v
Vg

(t>r ) = {(E) — b (SH) —b [ZS ()]} 4, +

b (ES) - —(EP)a

, (base II).

La méthode rétrospective conduit aux formules smivantes.

Quel que soit le mode de participation aux bénéfices,
2 H
i

T N - A N v

I G (T,,f< rr»-;l‘--) - (Eb) A‘y - ("“ P ) ay +

(base IT).

u

D’autre part:
a) Dividende progressif.

v S . yN +S

-VG'(T“!>1——%):(L‘Q)Ay+(1——ﬁ)ﬂ (Z‘ﬂ)__yD*._y_:._.
Y

= =GP —(1—p [ E1) —= (TH)) a,

Yy

(base II).
b) Bonus annuel.

Vi (mye ity = [(28) — b (S Hy)] 4, +

_ M,+R, ZXH . :
+b(Es)? T+ —(EP)a, (base II)

Y Y
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¢) Bonus quinquennal.

Vo (g t) = 1 S) —b (S H) —b [ESF ()]} 4, +

L BB e 2L G (hass T,

Admettons 20 que les bases II comprennent une
table de sélection. Dans ce cas, on peut employer, pour
le calecul des réserves nécessaires au bilan. les mémes
formules que ci-dessus, mais 1l faudra introduire une
neuvelle subdivision des groupes de la fagon suivante.

Soit encore ¢ = le nombre d’années au cours des-
quelles se manifeste la sélection,

r = la durée qui sépare l'etfet d'une police de la date
ou débute la participation aux bénéfices.

Supposons qu'on fait usage de la méthode pros-
pective pour le caleul des réserves nécessaires.

Admiettons d’abord la convention 1°. Alors, si
v << ¢, 1l faudra subdiviser le gronpe & (1) en (7 + 1)
sous-groupes :

G(T)=G(T,t=00+G(T,t=1)+G(T,t=2)+
_L’. * ‘";"G([111,t=(/’—'1)—;“(J(Tl,t}(p)

et on caleculera les réserves nécessalres au bilan de ces
différents sous-groupes moyennant les formules envisagées

plus haut, qu correspondent respectivement aux cas

t<<tet t =1 ;

si 7 > ¢, 1 y aura lieu de subdiviser le groupe G (1)
en (¢ -+ 2) sous-groupes comme suit:
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G(T) =G (Tt =0)+G(Tyt=1)+G(T,t=2) +
4. '+G(T1’t:(p—'l)‘}"G(Tl,7>t>(p)_}_
+G (T, = <)

Pour les (¢ + 1) premiers de ces sous-groupes,
on prendra, pour les réserves nécessaires au bilan, les
formules relatives au cas t <7 et pour le dernier de
ces sous-groupes on prendra les formules relatives au cas
>

Admettons maintenant la convention 2°. Alors,
sit < @, il faudra subdiviser le groupe G (T,) en (¢ + 1)
sous-groupes comme suit:

‘, N i
G(Tl)=G<T1,t=—2~)+6(\T1,t=1§)+

1 ’ 1
+ - -+G<T1,t:m—§)+G(T1, t>¢+§)

et on calculera les réserves nécessaires de ces différents
sous-groupes & l'aide des formules qui correspondent

. 1 1
respectivement aux cas: t < 7 — o et t > 71— =

51t >, 1l y aura lieu de subdiviser legroupeG (T4)
en (¢ -+ 2) sous-groupes comme suit:

; i ) x
G(T1):G(Tl,tzg)—l-G(Tl,t-_—]-—)_}_. Coe

/

oo

1\ 1 1 / 1
+G(T1>t=93_§)+G(T1, T—§>t>§0+§)+G(T1, r——§<t>



— 301 —

Pour les (¢ + 1) premiers de ces sous-groupes,
on prendra les formules des réserves nécessaires au

1
bilan relatives au cas t <7 — 5 et pour le dernier —

p)

1
les formules relativesaucas t >7 ——,

2

On raisonne d’'une maniere analogue si on fait
usage de la méthode rétrospective.

Supposons 3° que dans les bases II on fait usage
d’une table décrémente.

Dans ce cas, la méthode de Karup se rameéne &
la méthode mdividuelle, car il faut subdiviser chaque
groupe G (T';) en sous-groupes caractérisés par les mémes
valeurs de [2] et de n.

Chaptre 111.
Méthode de Lidstone !).

1o Application de la méthode de Lidstone au colcul des
réserves mathématiques.

On groupe les assurés par durée n' restant a courir
ou, ce qui revient au méme, par année d’expiration
calculée T,.

La réserve individuelle au bilan de l’'année T' = T, —
— E (n') est donnée par la formule

V,=84,

yinl| T 'P.;c:?] ay:n’|’

y = deésignant I'dge atteint au bilan par D'assuré
(y =+ 1).
Posons z = z -+ n.

1) Cette méthode n’est applicable qu’aux assurés pour les-
quels z > 20 ans.
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On substitue au groupe d’assurés (7 (7,) un assuré
unique, ayant pour capital assuré la somme des capitaux,
pour prime — la somme des primes de tous les assurés
formant le groupe et pour ige terme z un Age moyen
défini & l'aide des coefficients de Lidstone ¢, comme
sut:

On forme pour chaque assuré le produit ¢, S et on’
prend pour z I’dge qui correspond au coefficient

2ec, S
! e ——t
: xS

I’Age moyen au bilan y est égal & z —n' et la 1é-
serve mathématique au bilan du groupe envisagé a pour
expression

VG(TQ) = (2 S) Ay:ii'[ (E Pg; " ) yinti (b&se I).

Remarque ). Dans le cas de la convention 1°,
{ et »' sont des nombres entiers. Il en est de méme de
y et de .

Dans le cas de la convention 20,

11 1 = 1
e 'n,____’ Sy i pmg e
S g Y ety

sont des nombres entiers et on détermine Ay, et a3, ..
& l'aide des formules

Y75 ‘x?

A-

yin!

B _T*
A —:z -:~ + T ~“2'“’
2

1) Dans le cas ou la participation aux bénéfices est accordée
sous forme de bonus, on a:
Very = [=S 4+ Bl Ay:ar]— (£ Pz:w)) ay:a7| (base I),
2 B désignant le montant total des boni alloués au groupe en
question.
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?' 2

a

ay._~ l/'{*“‘;‘ + a TES . __1_
2

yinl| T

20 Adaplation de la méthode de Ladstone aw calcul des
réserves meécessaires.

Supposons d’abord que les bases II comprennent
une table agrégée. Nous partirons des formules prospec-
tives pour les réserves nécessaires individuelles.

Groupons les assurés par durée n’ restant a courir
et par systéme de participation. Soit G (T,) un tel
groupe.

Admettons qu’on utilise la convention 1°.

Subdivisons chaque groupe G (T,) en deux sous-
groupes

G(Ty) =G (Tyt<t)+G(Tpt>1).

Pour chaque sous-groupe il faut déterminer un age
terme moyen z exactement comme dans le cas des ré-
serves mathématiques et on aura y =z —n’', y — dé-
signant 1’dge moyen du groupe au bilan.

Envisageons séparément les cas du dividende pro-
gressif, du bonus annuel et du bonus quinquennal.

a) Dividende progressif.
Groupe G (T, t < 7).
La réserve nécessaire au bilan pour un assuré quel-

conque de ce groupe a pour expression

J'=38 Ay:w —Pa, | T (base II).

N (B 8 — 17+ n—2—1) 7' L,

D

Y
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Posons H=0o=N,,  +78,...4
Hy=H[r+ (n—7—1)7"].
I vient

H —a'llS,—H,N,
% .

Y

V= SAy: | T pr ay:n_'I+(1—ﬂ)

La réserve nécessaire au bilan du groupe est donnée
par la formule

Vg(T,,t <) = (E S) Ag:h‘f' s

(base II).
IH,—2'EmS;, —(EZH)N,
== (1 _—ﬁ) . ( 1)) : H(Z‘ P)a;_j:n"|
Yy
Remarque. Si @ = 7', on posera H, =1 S,

H, =IH(n—r1) et on aura

V(U;(Tg,zq) = (2] S) Ag}:n'l ~+
XH)—2mS; — (2 H,) N, —
RE) @IS —CHN. o,

y

(base I1).
+(1—f)m

yin']

Groupe G (T,, t = 7).

La réserve nécessaire au bilan pour un assuré de
ce groupe a pour expression
V=5 Ay: n'| T Pa, Talen (base II).
[JT. + (t—_f—l)nl] Ny_f—ﬂ‘ (Sy_sz) —[R+ ()’L—-—‘t-—-])ﬂ’] Nl
D

y

+A—pu

Ona: t—r—1=nN—7—1)—(n—t) =N—1—1)—n.
J’expression précédente peut s’éerire, en posant

H=nn=a4+n—t—1a],
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v ! DY H(NU“_NE)
ET/ =S Ay: I . ay::?’_‘,_}— (I_ﬁ) _Di -

y
. |
n' N,—S,+ 8,

__.(l—ﬁ)n’ﬂ

Yy

=8 Ay —{P'— (1 — ) H) 2, —

"N, — S S
—a—pan T

D

Y

La réserve nécessaire du groupe au bilan est donnée
par la formule

Vé(Tz,l>r): (Z S) Ag}:n’ |~ {(Z Pl) - (l _ﬁ> (E H)} ay: nt| T

'N; — 8-+ 8;
_(l—ﬁ)n’(ZI])—n o — S+ 5
Dy

(base II).

Remarque. Si7 = 7', on aura, en posant = Il(n—),

Veiruss=E8) 4z m— {E P)—(1—p)7 (EH)} az. v —

"N-— S+ S;
il T (base II).

—(1—=p)= (T )

¥
b) Bonus annuel.
Groupe G (T,, t < 7).
La réserve nécessaire au bilan pour un assuré du

groupe a pour expression

Rerr—Rs + (n - T) (DZ—MZ)
D

Y

V=S A, 7—Pa,+bS (base II).

Posons H, =SSR, , et H,=S8(n—n).
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H,—& B, HJ (D —M,
==L By mrptb =1 : 5 2D [

Y

La réserve nécessaire au bilan du groupe est donnée
par la formule

o ;
[/z}'(ﬂ,t(r} = (P-* 5) A;}:ﬁf] +

(base II).
XH)—((ES)R,+ (X H,) (D: — M; o
—:-b ( Hl) ( ) “D_( fQ)( - [ ‘)—(EPL)Q.

Y

yin'!

(rroupe G (T,, t > 1).
La réserve nécessaire au bilan pour un assuré du
groupe est donnée par l'expression
V=S Ay:ﬂf — P Ayint | -
t—1)M,+R, —R,+(n—1)(D,—M,
( ) M, + B, If)‘ ( ). ) (base IT).

Y

+bS

Ona: f—7)=Mm—1)—(M—1t)=(N—1)—n"
Posons H=5(n—nr).

I’expression de, V" peut alors se mettre sous la forme
n' M,—R,+ R,

yin'| _b S S ,Di,i____

)

V'=(S+bH4,, —Pa

yrn'|

Lia réserve nécessaire au bilan du groupe est donnée
par la formule

T-g'\j',,f;}r) = [(E S) —b (z H)] "4_11': nil T (E IJU) ag}: ntl

—b(XS) e T T (base II).



— 307 —
¢) Bonus quinquennal.

Groupe G (T, t < 7).

La réserve nécessaire au bilan pour un assuré du
groupe est donnée par 1’expression

(7 =8 A — P @iy (base II).

mﬁs - mxeu [E(";l )+1J 5T E(—5—) (Dz - Me)

+b'S

Posons H, = S(‘.RIJFo — R, {E(”_l)ﬂ} 5)

'm—1
H2=SE( )
5

11 vient

V' =S84 P’ a

it |7 el | T

La réserve nécessaire au bilan du groupe a pour
expression

/71()1'(Tﬁ,!<r = (‘-‘ S) Ay M’I

(ZHy) + (ZH,) (D; — M)
D,

(base II).
il

—(2ZPYa

yin'|

Groupe G (T,, t > 7).

La réserve nécessaire au bilan pour un assuré du
groupe est donnée par l'expression

V=84, — P a,.q+ (base II).

B DA R o) s = e o+ B2

+b'8S

D

y
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Onat=n—1)—n—t—=mn—1)—(n —1)

/

t n— ] ‘n'—1
ot — = — E{ - —f(n
o B[ ( J—E(“=) =1 ),
ou
. 'm—1\ n'—1
Fy=0,8i(n—1)— B2 ) 5> (w —1) —E( —5
\ & / 5
) (m—1 e |
f)=1,si(n—1)—E(—— )5 < (w —) —E (") 5
0 ‘
m—1"
Posons H=28 E( )
Iexpression de V" peut s’écrire
V'=EB+vHA, 77—Pa,,—
L L n—
b,q[E( 5 )+f ”)| M, —R., [E(;)+1]3+mz+[E(‘k5i)+l]5
—b'S 5 S

Y
Envisageons les deux cas particuliers suivants.
10 Les durées m pour tous les assurés du groupe
envisagé sont des multiples de 5.
Dans ce cas on a pour chaque assuré du groupe

f(n')=0,

[t
z -+ E(ﬁ,}—%l‘ﬁzyirn;,
-~ D/
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avec n' =mn, 5+ n, (1 <ny <5), n, et n, étant des
nombres entiers.

En effet, soit m = n; 5 pour chaque assuré du
groupe, 7, étant un nombre entier.

On a, pour un assuré quelconque du groupe,

n— 1\
fn—l——-E( — )5:(7L—I)—-(ﬂ,-—5)=4.
5
‘n'—1°
D’autre part 7L'—-1—~E(-———_—)5<4
N9
Done fin')y =0,
Puis on a
| /n—1" _
a:+|E( = )—}—]\o:az-f«'n:z.
,\ O /

Enfin on a

t=n—n'=n5—n5—ny, = (ng—n,—1)5-+ (5—mny),

olt 0<5—my, <4
Donc
E(/t— ’ ltE(i +1[5=(n,—m,) 5
(5 ) =m—ni —1et|E(5 )+ 1| 5= m—mi) 5
Il en résulte que
't | : :

z -+ [E(_—)—{—IJ 5=:c+('nl—n1)5=y+n2,

~\9, '

B il ks g



La réserve nécessaire au bilan du groupe envisagé
a dans ce cas pour expression

.Vz’:'(T,,f ) [(E S) + b (S‘ H)] ‘41;/: n! T (E IJE) g nr =

yn!

- my+m,_. + ER;'

—¥ (B8 S (base II).

20 Toutes les durées d’assurance sont uniformément
représentées.

La formule approximative suivante doune la ré-
serve nécessaire au bilan du groupe envisagé avec une
précision suffisante

Vi sg=[E8) + 0 (ZH)] 4y — (2P a0 —

‘ 3/, —— m!/‘fl + m;_z
— b (X9) ) -

— b [ZSf(n)] 4, (base II).

Remarque 1. Pour déterminer f(n'), on procédera
de la fagon suivante. On notera une fois pour toutes
pour chaque assuré le nombre

\

7

. n—1
h = (n—1)—E (—5—) 5,

Au bilan, on calculera pour chaque groupe la valeur de

\

) 5.

La comparaison des nombres 4, et 4, permettra de déter-
miner sans peine pour chaque assuré la valeur de f (n').

‘n'—1
Py = (0 —1) —E ( ;
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Remarque 2. Dans les exemples numériques qui
suivent, nous avons pris les coefficients de Lidstone
dans I'annexe technique & la Convention entre la Con-
fédération swisse et les Sociétés Buisses d’assurances
sur la vie (page 48).

Supposons maintenant qu’on ait adoptéla convention
2. Subdivisons chaque groupe G (T',) en deux sous-groupes
comme suit

/

’ 1 1
G(Tz)zG(T2,t< T——g) —{—G(T2,t> T—--2—>

Posons, d'une maniére générale,

7 (y—5)+ v (o)

Uyz 2 S

=3 étant un nombre entier et U (y) une fonction

quelconque de .
On a:
a) Dividende progressif.
Ve(ru<—t) = (Z5) Ag.am +
o(Ti<r—g) 1T (base TD).
CH)—' (EmS; —(ZH,)N;
D-

¥

+ (1=—§) —(ZP) az.an

Vi(ratet) = (E8)dg i —{(2P) — (1=5) (CED} 8. —

N;—S8; + 8

—(1—p)n' (Zm) w Yy . (base II).

21
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b) Bonus annuel.

Ar;‘r‘(il'._,,(<r-]_'7) - (E S) A'g:'n'i v"_

- (base IT).
YH)—(ZS)R; - (XH,) (D, — M; |
Ly EE) =SB CHY D —M)
D Yru'
Yy
Vi (rmret) = [(E6) + b (S H] Ay — (2 P a5 —
"M, — R; + R;
— b (XS) il Y — (base II).
D;

Le cas du bonus quinquennal se traite d’'une manieére
analogue.

Admettons maintenant que les bases IT comprennent
une table de sélection.

81 on se sert de la convention 1, on subdivise tous
les assurés de la compagnie en deux groupes dont le
premier comprend tous les assurés pour lesquels ¢ << ¢
et le second — les assurés pour lesquels t = ¢, t désignant
la durée écoulée a partir de l'effet calculé d une assurance
individuelle quelconque jusqu'a la date du bhilan. Pour
le premier de ces groupes, la méthode de Ilidstone se
rameéne & la méthode individuelle, car il faut le subdiviser
en sous-groupes caracterisés par les mémes valeurs
de Ty, de [z] et de t. Par contre la méthode de Lidstone
s'applique au second de ces groupes exactement comme
dans le cas d'une table agrégée, en faisant usage de la
table finale (voir tableau IV).

Si on se sert de la convention 2, on sépare tous les
assurés en deux groupes, dont le premier comprend

1
tous les assurés pour lesquels ¢ < ¢ = et le second —

-
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1
ceux pour lesquels ¢t > ¢ — -, Pour le premier de

ces groupes, la méthode de Lidstone se ramene, comme
on le voit sans peine, a la méthode individuelle. Au se-
cond — elle est applicable exactement comme dans le
cas d'une table agrégée.

Si les bases II comprennent une table déerémente,
la méthode de Lidstone se rameéne & la méthode indivi-
duelle, car 1l faut séparer les assurés en groupes carac-
térisés par les mémes valeurs de Ty, de [z] et de n.

Conclusions.

Il résulte de l'exposé précédent et des exemples
ci-joints que l'adaptation des méthodes de groupement
qui servent a déterminer les réserves mathématiques
au calenl des réserves nécessaires ne présents pas de
difficultés.

La méthode de Lidstone, par sa simplicité et la
précision des résultats qu’elle donne, est particulierement
recommandable. Elle présente, en outre, l'avantage
de se préter facilement & un changement de bases
techniques.

Le grand défaut de la méthode de Karup consiste
précisément & ne pas se préter facilement & un tel
changement qui nécessite une nouvelle détermination
de tous les nombres auxiliaires, ce qui occasionne un
travail considérable. i

Neuchdtel, septembre 1931,
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Tab-

Remarque. Le signe “/ooo accompagnant une grandeur exprime

Bonus annuel. Calcul de la réserve nécessaire
Tabl. I. par la méthode

Mortalité: table agrégée 0, 3% 9. 7 =3; b = 0,015; taux des

1 ]| | g | |
i i . , ! ¢%fo0o S | i i
l & ! (L 1 2 ‘: ) \Lf‘gO/ooo EW-Px;nO/UOO
1 25 | 20 ‘ 45 | 130.000 40 600 | 484
30 | 20 50 70.000 63 441 494
25 | 25 50 | 3800.000 63 1.890 380
25 | 28 | 53 50.000 83 | 415 340
25 | 30 55 | 200.000 100 2.000 | 318 |
30 | 25 | 55 | 300000 100 3.000 392 '
25 | 92 | 57 80.000 120 960 297 |
40 | 17 | 5T 35.000 | 120 420 619
25 | 25 | 60 | 350.000 158 5.530 277
80 | 80 [T60 | 200000 | 158 3160 332
40 | 20 | 60 | 200.000 | 158 | 3.160 | 529
40 | 23 | 63 | 75.000 | 209 | 1.568 467
40 | 25 | 65 ! 500.000 i 251 ; 12.550 435
5 | 15 | 65 80.000 | 251 E 2.008 770
| |
0 Y
ys=as500000 N lwS _anos
= 10*
2eS10—4 esg = 144 .
Ona: T >§5 = 146; or 1050 — 158 Donc I'age-terme moven

’

z=2>59 ans. L’Age moyen au bilan: y =z —n' = 47
n' M;— Ry + R7
Dy

b(Z S) =388.850; b(3 H) = 897.900;

<

Ay = 9.252; Ag.m = 0,6871;

= 0,8355;
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les
que cette grandeur correspond a une capital assuré de 10.000 francs.

du groupe G (1943, t > ) au 31 décembre 1930
de Lidstone.

a = 0,04
frais ﬁ = (0,02 La durée restant & courir pour tous les
y = 0,002 assurés du groupe: n' = 12 ans,
| | 1 s o
L a J | PY—9/000 S |
} o v z_-n,] /000 | I
a.. %000 | P%—0/000 | —EML 0T L (n—q) | H= 8 (n—7
! zn | Q] ! z:n| /000 10 ‘ ( ) ( )
| | | ‘
13,972 e 425 6.375 ‘ 17 | 2.550.000 !
13,801 | 29 435 3.045 17 1.190.000 |
L1547 | 25 827 9.810 | 22 | 6.600.000
16,923 24 | 289 1445 25 | 1.250.000
17,495 23 | 269 5380 27 | 5.400.000
15,688 25 | 339 10170 | 22 6.600.000
18,008 22 | 249 | 1992 | 29 | 2:320.000
- 12,056 33 5h4 | 1939 1& 0 490.000
18,677 21 | 230 8.050 | 32 | 11.200.000
17,130 23 | 282 | 5640 | 27 | 5.400.000
13,293 30 468 | 9360 | 17T | 3.400.000
| o14321 | 28 410 3.075 20 | 1.500.000
14,899 27 879 | 18950 22 | 11.000.000
10,535 38 697 | 5576 12 | 960.000
i P‘[;'_IU/; S i
b J—mT‘”"— —90.807 3 H = 59.860.000

v ’ . - FU
La réserve nécessaire du groupe au 31. XIIL. 1930: I/G(1943, =) =

. Piog . S n My— R;+ R;
(ZTS)+b(SH) Az 71— >—1%0 — )\ ga- 71— b(ZS) g
[. ) ( f] y! [ ( - 104 ) ay.i. | (" D_;j

= (2,590,000 + 897.900) 0,6871 — 90.807 x 9.252 —
38.850 x 0,8355 = 1.523.931 fr.

La réserve nécessaire du groupe, calculée sur les mémes bases
par la méthode individuelle, se monte a 1.524.469 fr. L’erreur sur
le résultat obtenu par la méthode de Lidstone est donc de 0.659/y.
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Tabl. 1L

Dividende progressif. Détermination de la réserve
par la méthode

Table de mortalité agrégée: Abel, 4%,.7=3,71 =P;m, sttt =0,082

| : ] L9 S " !
L@ n z S , 0/00[)% = /102; x:ﬁgo/vﬂﬂ Az ,
,‘ [ !
20 25 45 | 100.000 | 40 | 400 376 15,641
20 30 50 | 120.000 | 63 756 311 17,135
22 23 | 45 30.000 & 40 | 120 412 114,896
25 25 50 | 800.000 63 | 1.890 380 115,502
25 30 | 55 | 820.000 | 100 @ 3.200 318 116,914
25 35 | 60 | 150.000 @ 158 2.370 277 17,958
28 | 22 | 50 | 80.000 63 & 504 442 114,347
30 25 | 55 | 350.000 | 100 | 3.500 392 | 15,242
30 30 | 60 | 300.000 | 158 4740 | 332 16,533
33 27 | 60 50.000 | 158 790 | 375 15,543
35 25 | 60 | 450.000 | 158 | 7.110 407 | 14,830
35 30 | 65 | 350.000 | 158 5.530 352 115,956
| 37 23 | 60 40.000 | 158 632 451 | 14,075
40 25 | 65 | 300.000 | 251 7.530 l 435 114,271
Lo42 23 | 65 80.000 | 251  2.008 | 480 13,533
| 45 20 ' 65 | 200.000 | 251 5.020 | 563 12,344
Czofoun S
2S8=3.220.000 ZX— 108 = 46.100
—4
. 2¢,S10 — 120
On a: __—;:,’_: 143; or {2:: _ 12; Done I'age terme moyen du
s

groupe z = 59 ans. L’adge moyen au bilan y =z— n' = 42,

Ay =0,5540; @y =11,596; (1 —f)a = 0,0294;

=3,165; 1—p)w 2H = 84.573;
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nécessaire du groupe G (1948, t > ) au 31 décembre 1930
de Lidstone,

I o = 0,04
taux des frais - ﬁ = 0,02 La durée restant a courir pour tous les
l y = 0,002 assurés du groupe: n' =17 ans.
. [ i 1 o , !
g;o’/mm P;m 30/.0“0l Px"m’ﬂru w00 S (nﬂ')%H:SH_T) [Jx_-.-ﬂo 000 S | P;;ﬁf uno,Sé
g ' 104 : ; 104 | 104 |
26 | 322 3760 | 22 82.720 3220 |
23 262 . 3732 | 27 | 100764 3144
27 357 | 1236 | 20 24720 C10m
26 326 | 11.400 | 22 250.800 97780
24 268 | 10176 27 2741752 8.576
29 | 229 | 4155 | 32 132.960 3435
28 385 3.536 | 19 67.184 3.080
26 338 | 13720 @ 92 301.840 - 11.830
24 | 281 | 9960 @ 27 268.920 . 8.430
06 | 322 | 1875 @ 24 | 45.000 1610
27 352 | 18.315 | 22 402.930 - 15.840
25 | 800 | 12320 | 27 332.640 10,500
28 | 394 1.804 20 36.080 - 1576
28 | 378 | 13.050 @ 22 287.100 . 11.340
30 420 3.840 | 20 76.800 | 3.360
32 500 | 11.260 | 17 191.420 - 10.000
V'TZ"IE,?/OW,,S SH=2876.630 = I)t;::;;D.’f‘UﬂU S
T I T/ TR
=124.139 =106.792.

La réserve nécessaire du groupe au 31 XII11930: Lﬁé(m:xs,r;r} =

) " Pu%ome S )
= (Z8) g | — E"Amf — (A=) aZH| agn,—
[ Pr®ooe S K n Nyp—Sy + S;
— (E_x- = ”“0_) Q—pa —F—F "2 =3.220.000 x
; 10% D,

\

< 0,554—(106.792 — 84.573) % 11,596 — 124.139 x 3.165 = 1.133.329 fr.

La réserve nécessaire du groupe, calculée sur les mémes bases
par la méthode individuelle, se monte a 1.139.725 fr. L’erreur sur le
résultat obtenu par la méthode de Lidstone est donc de 5,6 %/y.
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Tabl, III.

- Bonus quinquennal, Calcul de la réserve nécessaire
par la méthode

Table de mortalité agrégée: Abel, 49%. b = 0,06; taux des frais

‘ , I ¢,® S | i i
x n z | S Czo/ooo—z%izmo/oooé‘
|
| | 1 |
20 25 45 50.000 | 40 | 200 | 376
20 30 | 50 50.000 | 63 815 | 311
22 | 30 52 30000 | 76 228 | 313
23 25 48 . 50000 | 53 265 377
24 | 30 | 54 70000 91 637 316
25 25 50  150.000 | 63 945 380
25 40 65 | 50.000 l 251 1.255 251
26 35 61 | 40000 174 696 279
28 30 58 30000 | 132 396 325
20 | 25 | 34 | 30000 | 91 | 273 389
30 | 25 | 55 | 70000 | 100 700 392
30 30 60 | 100.000 = 158 1.580 332
32 25 57 | 40.000 120 480 397
34 30 64 | 30.000 @ 229 687 348
35 | 25 | 60 | 50000 | 158 790 407
37 30 67 ‘ 20.000 | 302 604 365
39 25 64 | 40000 = 229 916 499
| 40 25 65 | 200.000 251 | 5.020 | 435
0
58 -1100000 3205 _ s oar
10?
- —
On a:————-ci,’S 0 = 145; or {059:1%4 Donc I'age terme
aS 060:108

moyen z = 59 ans. L’Age moyen au bilan: 3 = 7z —n' = 40 ans.

A

) ‘m'—1 ,
) = 4; E(—o—) —=3; agn=12507, 43, =05189;

E (7;'5—1) 34;; ER;_ al + R=
Dy

= 0,2186; b' S = 66.000;
b" I H = 297.600.
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du groupe G (1950, t > 5) au 31 décembre 1930
de Lidstone.

a = 0,04
[ﬁ = 0,02  Durée restant a courir pour tous les assurés du groupe:
y = 0,002 n' =19 ans.
| | .
- by | v P o008 .7}’___} ;. E

| Azon| égw:{?ﬁm Pz.-i"io/ooo—————u—-x i]O’* E( 5 > H—’SE( 5 )
15641 26 | 322 1.610 4 ‘ 200.000

17,185 23 | 262 1310 5 | 250000 |
17,062 | 23 | 264 792 5 150.000
15,569 | 26 323 | 1615 4 200.000
16,969 | 24 266 1.862 5 | 350.000
15,502 | 26 326 4.890 4 | 600.000
18,690 | 21 205 | 1.025 | 7 350.000
17872 | 22 231 924 | 6 240.000
16708 | 24 275 85 | 5 150.000
15,306 = 26 335 | 1.005 4 120.000
15245 | 26 336 | 2.366 4 280.000
16,533 = 24 281 2.810 5 500.000
15,095 = 26 343 1372 | 4 160.000
16,087 = 25 296 888 | 5 150.000
14,830 | 27 352 1.760 | 4 200.000
15,673 = 26 312 624 | 5 100.000
14,396 28 372 | 1.488 4 160.000
14271 28 378 7.560 4 800.000

v
sPamS _sin06 S H — 4960000
104
La réserve nécessaire du groupe au 31 XII1930: %(1950,¢> 5 =
< ) _ < P;: ;‘D/ w8
=[ZS+ b ZHI Ay_-.nl = - __—E‘i_—-' Qymnr —
i —1 e _ D
b (ZS)E =) M”D_ Ryn 9 _ (1,100,000 4-297.600) % 0,5189 —
Yy

— 34.726 } 12,507 — 66.000 x 0,2186 = 276.469 fr.

La réserve nécessaire du groupe, calculée sur les mémes bases par
la méthode individuelle, se monte a 275.043 fr. L’erreur sur le
résultat obtenu par la méthode de Lidstone est donc de 5,2 %/q,.



Tabl, 1V.
Bonus annuel, Calcul de la réserve nécessaire
par la méthode

Mortalité: table de sélection Gotha, 414 9%, (¢ = T ans); 7 = 2 ans;

—_— 4

tous les assurés du

l [ ‘ [ :
| | | | 0 |
z | n | =z S P B | M
| |
20 20 | 40 20000 = 25 5 |
20 25 | 45 | 50.000 | 40 200 |
20 30 | 50 75.000 63 473
| 25 20 | 45 | 100.000 40 400
25 25 50 | 300.000 63 1.8%0
25 | 29 54 | 40.000 | 91 364
25 | 30 | 55 | 60.000 | 100 600
30 | 25 55 400000 | 100 4000 |
30 30 60 30.000 | 158 474 |
S 30 | 34 64 50.000 229 ‘ 1145 |
35 20 55 70.000 100 700
35 25 | 60 | 1.000.000 = 158 | 15800 |
35 | 28 | 63 | 90.000 | 209 1.881
40 | 15 | 55 1.500.000 | 100 15.000
40 | 20 60 800.000 | 158 12.640
40 | 23 63 200.000 | 209 4.180
' 45 20 65  5.000.000 | 251 125.500
50 18 68 30.000 | 331 993
50 20 70 100000 398 3.980
0/ <
3 S — 9.915.000 2‘53-%:‘5 — 180.270
;fi.’%
‘,1‘[:: =192; or Z:; zigg L’age terme moyen du groupe est
done : = 62 ans. L’age moyen au bilan: y = ; —n' = 54 ans.

n' My — Ry + Ry
Dy
b (2 S)=148.725; b (2 H) = 2.755.350.

Ay = 6378; Ay, — 07289 ; = 0,5727;



du groupe G (1939, t = @) au 31 décembre 1930
de Lidstone.
[a = 0,04
b =0,015; taux des frais |ﬁ = 0,02 Durée restant a courir pour

groupe n' = 8 ans. ¥ =020

P 0y Copr oy lbz i fooo S ?k” o) | 28
o /000 : (@ :n] /000 ih——lﬂ‘l ‘ r
482 | 416 832 | 18 | 360.000
376 | 316 1580 23 1.150.000
311 255 | 1913 | 28 2.100.000
484 418 1.180 18 1.800.000

|80 320 9.600 | 23 6.900.000
327 T 1.076 27 | 1.080.000
318 ‘ 262 | 1.572 28 1.680.000
392 | 331 13.240 23 | 9.200.000
382 274 822 28 | 840.000
209 | 243 1.215 32 | 1.600.000
507 0 44 3.087 18 1260.000
407 | 346 34.600 23 23.000.000
371 | 812 2.808 26 2.340.000 |
701 | 624 93.600 13 | 19.500.000
529 | 461 36.880 18 | 14.400.000 |
467 403 ! 8.060 | 21 | 4.200.000 '
563 | 494 247000 | 18  90.000.000 |
664 590 ; 1770 16 | 480.000
615 543 | 5430 18 1.800.000

1 o
= P Z' = 469265 2 H = 183.690.000
10

, . . . . 7V
La réserve nécessaire du groupe au 31 XI11930: VG(1939:1>,” =

P w—"‘mS) n M' ER' -R:
i : [z]:n] - by
= (ZS+b2H) Ay.pr —— jay—b(<S
( ) y:nl (2 104 ) yn'| ( ) Dy

= (9.915.000 + 2.755.350)x 0,7289 — 469.265 x 6,378 —
—148.725 x 0,5727 = 6.157.271 {r.

/

La réserve nécessaire du groupe, calculée sur les mémes bases
par la méthode individuelle, se monteja-_b’ 156.222 fr. L’erreur sur le
résultat obtenu par la méthode de Lidstone est donc de 0,17 %/y,.
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