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Lur Darstellung der Reserve in der Einzel-
und in der Sozialversicherung.

Von Dr. Ernst Zwinggi, Basel.

a) Einleitung.

In seiner fundamentalen Darstellung «Zur Theorie
und Anwendung der Intensitiiten in der Versicherungs-
mathematik» hat A. Locwy einen Ausdruck fir das
Deckungskapital einer ganz allgemeinen Versicherungs-
kasse hergeleitet. Fr ist dabel vom folgenden Schema
der Leistungen ausgegangen: Ein z-Jidhriger versichere
sich fiir die Dauer s fiir eine mit dem Alter variable
Rente; erfolgt aber infolge der angenommenen n Ur-
sachen ein vorzeitiges Ausscheiden, so wird eine einmalige
Summe fillig. Bei der Priamienzahlung ist ebenfalls ein
mit der Dauer sich #ndernder Beitrag angenommen.

Wir erkennen einmal, dass die Versicherung einer
Person auf Ableben und Erleben, ferner die gemischte
Versicherung mit und ohne Invaliditdtszusatzver-
sicherung als Spezalfille in die ganz allgemeine Ver-
sicherung eingeschlossen sind. Ebenso ist die Witwen-
und Invalidenversicherung bei individueller Primien-
zahlung enthalten. Die Loewysche Formel muss daher
als ein wnverseller Ausdruck fir das Deckungskapital
in der Einzelversicherung angesehen werden. Alle Fol-
gerungen, die daraus gezogen werden, gelten automatisch
auch fir die angefithrten konkreten IFille.
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In der Loewyschen Formel ist aber das Deckungs-
kapital in der Kranken- und Unfallversicherung nicht
enthalten. Zu diesem Nachweise muss vorerst ein
Kriterium erstellt werden, wann eine Versicherung ein-
geschlossen 1st. Loewy nimmt an, dass eine Leistung zur
Auszahlung kommt, wenn das Mitglied dauernd aus-
scheidet (abgesehen von der Rente, die immer gut-
geschrieben wird). Diese Voraussetzung trifft aber in
der Kranken- und Unfallversicherung nicht zu: der
Zustand der Krankheit oder der Unfallbeschidigung
1st nur tempordr. Nach erfolgter Heilung tritt das Mit-
glied wieder in die normale Primienpflicht ein. (Da wir
stets von der kontinuierlichen Methode sprechen,
ist ein exaktes Uberfliessen der beiden Zustiinde leicht
herstellbar.) Ein Ausdruck fiir die Reserve in der
Kranken- und Untallversicherung muss also dem Um-
stande Rechnung tragen, dass ein Mitglied zeitweise aus
der Beitragszahlung ausscheidet und eine Versicherungs-
leistung bezieht. Mathematisch ausgedriickt heisst das,
dass wir nicht nur emen Stamm von Versicherten zu
betrachten haben, sondern deren zwer.

Wenn es uns also gelingt, eine Beziehung fiir die
Reserve in der Kranken- und Unfallversicherung
zu erstellen, so haben wir dadurch gleichzeitig auch eine
Erweiterung der Loewyschen Reservenformel vor uns.
Denn es ist ohne weiteres ersichtlich, dass der Ubergang
zu einem einzigen Stamm eine Vereinfachung bedeutet.
Dariiber hinaus messen wir aber unserer verallgemei-
nerten Formel auch eine methodische Bedeutung bei.

Fin vollstindiger Lehrgang tber Versicherungs-
mathematik umfasst als grosse Gebiete die Einzel-
und die Sozialversicherung. In das erste Gebiet reihen
sich die verschiedenen Arten der Lebensversicherung
ein, wihrend das zweilte die soziale Witwen-, Invaliden-,
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Kranken- und Unfallversicherung umfasst. Der Dozent
wird im allgemeinen jeden der angefithrten Zweige
aus den Elementen heraus aufbauen. Dieser methodisch
bedingte Weg lisst aber meist die verbindenden Eigen-
schaften nicht so klar hervortreten. Um so mehr muss
es reizen, nachher eine Theorie der Versicherung auf-
zubauen, die alle Zweige miteinander umfasst, wo die
Beziehungen fir die Individual- und fir die Sozial-
versicherung als spezielle Fille aus einer umaversellen
Formel hervorgehen.

Wir mochten in dieser Untersuchung die Ansdtze
zu einer derartigen einheitlichen Behandlungsweise
darlegen. — Einesolche Darstellung kénnte als Ausgangs-
punkt die Anwartschaft auf die Versicherungsleistungen,
die Primie oder die Reserve nehmen. Da aber die An-
wartschaft nur ein bestimmter Fall der Reserve ist
(ndmlich die Anfangsreserve bei einer einmaligen
Primienzahlung) und sich ferner die Primie wiederum
aus der Anwartschaft zu berechnen hat, wihlen wir als
Grundbedingung der einheitlichen Darstellung das
Declkungskapital.

b) Die Erstellung der Reservendifferentialgleichung.

Aus unserer Einleitung geht hervor, dass als Aus-
gangspunkt die Reserve zu dienen hat. Wir miissen
somit eine schematische Versicherungskasse so kon-
struieren, dass sie sowohl alle Formen der Einzel-
versicherung (wie reine Ab- und Erlebensfallversicherung,
gemischte Versicherung mit und ohne Invaliditdts-
zusatzversicherung, Einzelunfallversicherung usw.) wie
auch alle Fille der Sozialversicherung (wie Betriebs-
kranken- und Unfallversicherung, Invaliden- und Wit-
wenversicherung) in sich schliesst. Fir diese fiktive
Kasse ist sodann das Deckungskapital zu berechnen.

17
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— Da wir uns durchwegs der kontinuierlichen Methode
bedienen, wird der Ansatz am besten in I'orm einer
Differentialgleichung vollzogen.

Wir nehmen 2 fiktive Stimme I,;., und %), an,
die den Bedingungen

Z[I]+! = Z[Ix]+t s ll[z:c]-}-t

Z[a:] - Z’Ez] (1 )
g =0

geniigen. Der erste Stamm sei dadurch gekennzeichnet,
dass er die beitragspflichtigen Elemente unserer Kasse
umfasst ; der zweite aber soll eine Leistung empfangen,
die dem Wesen nach dem ersten verschlossen ist. Die
Mitglieder kénnen nach Massgabe noch festzulegender
Bedingungen von einem Stamm zum andern iibertreten
oder auch vollstindig ausscheiden. Mit dem vollstindigen
Ausscheiden 1st immer eine Versicherungsleistung ver-
bunden.

Unsere erste Aufgabe besteht darin, diese beiden
Stamme fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ darzustellen.

Das endgiiltige Ausscheiden aus dem ersten Stamme
erfolge aus m Ursachen; als Masszahlen des Ausscheidens
fihren wir die » Intensitdten

“Q+H“Q+u“"“%+t

ein. Die totale Ausscheideintensitit oy, , ist sodann
die Summe der einzelnen nach:

n

Lzy+: = Z OCE:::]-H

1

Diese Intensititen sind nur Funktionen des Alters
und der Versicherungsdauer, sie hédngen aber nicht
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ab von der Dauer der Zugehorigkeit zum ersten Stamme.
Im Gegensatz dazu sollen die Ausscheideintensititen
aus dem zweiten Stamme auch Funktion von der (un-
unterbrochenen) Dauer der Zugehorigkeit zu diesem
Stamme sein. Erfolgte z. B. der Ubertritt zum Stamme 2
im Alter [z] -+ &, blieb ferner das Mitglied bis zum Alter
[z] + ¢ zugehorig, so selen

pr(z-+§& z+1), p2(z+ & o41), - " (x+ 4 2+1)

die m Ausscheideintensititen (dauerndes Ausscheiden)
fiir diesen zweiten Stamm. Die totale Ausscheideinten-
sitit B (x + & ¢ -+ t) ist dann analog:

ﬁ(m+§,$+t):z,8"(x+§, T + 1)
1

Ferner muss noch das Mass des Ubertrittes vom
Stamme 1 zu 2 und umgekehrt festgelegt werden. Es
bedeute:

Vi die Intensitit des Ubertrittes fiir
einen [z] -+ t-Jihrigen vom Stamme
1 zu 2.

v¥ (z + & =+ ) die Intensitdt des Ubertrittes vom
Stamme 2 zu 1, wenn der Uber-
tritt von 1 zu 2 im Alter [z]+ &
erfolgte und das Mitglied bis zum
Alter [z] -+ ¢t ununterbrochen zu-
gehorig blieb.

Zur Verdeutlichung bemerken wir, dass z. B.
vig., bedeutet: Intensitit der Erkrankung, der Un-
fallbeschidigung, der tempordren Invalidierung; da-
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gegen darf diese Grosse nicht mit der Intensitit der
dauernden Invalidierung identifiziert werden, wenn keine
Reaktivierung moglich 1st.

Die Berechnung der beiden Stimme aus diesen
Grundgrossen ist eine bekannte Aufgabe 1), und sie soll

nur so weit ausgefihrt werden, als sie fiir unser Problem
unbedingt notwendig ist.

Wir betrachten einen Stamm *I(z 4 & z + &)
von [x] + &-jahrigen, soeben zum Stamme 2 iiberge-
tretenen Mitgliedern. Im folgenden Zeitpunkt s (s> §&)
sind davon noch vorhanden: *I(z -+ & x4 s). Die
Abnahme im Zeitmoment ds ist

d*¥l(z+ & ax+s) =—*(z+ & x+5) (21 (z+ & z+s) +

+ B (x4 &, :c+s)) ds (2)

Durch logarithmische Integration zwischen s = &
und s =t findet man:

t

_[(,.31(z+§, z+8) + B (z+E,z+8)) ds
iz ;

*1 (z

e
8
—

S

Tir

=p (z+ & x4 t) = Wahrscheinlichkeit, dass ein
im Alter [z] 4+ & zum Stamme
2 iibergetretenes Mitglied 1m
Alter [z] -+t noch dem glei-
chen Stamm angehort.

1) Man vergleiche hieriiber die Arbeit von E. Schoenbaum.:
«Die Anwendung der Volterraschen Integralgleichungen in der
mathematischen Statistik» (Skandinavisk Aktuarietidskrift, Jahr-
ginge 7 und 8, 1924 und 1925), und vom Verfasser: «Mathematische
Grundlagen der Unfallversicherung» (Blatter fiir Versicherungs-
Mathematik, Heft 4, 2. Band, 1931) und «Das Problem der Er-
neuerung» (Festgabe Moser, 1931).
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Im Zeitmoment dé gingen I, » - v{5, ¢ - d¢ Elemente
zum Stamme 2 iiber; davon blieben

R L

bis zum Zeitpunkt ¢ zugehorig. Um den ganzen Stamm
2 zu erfassen, integrieren wir iiber & von 0 bis ¢ und
finden:

z]+¢ fl[z]+§ "’[x]+, ple+&zt+t)dé (8)

Im Zeitmoment dt scheiden aus diesem Bestande
endgiiltig aus:

¢
<d/’z[1£]+g Viges p(cc+§,a;+t)-ﬁ(a;+§,x+t)d§)dt (4)

0

oder nur infolge der k" Ursache:

([l[:c -§ v[x}+ ($+E’$+t)'ﬁk(x+E’m+t)d§>dt (5)

An das endgiiltige Ausscheiden ist nach Voraus-
setzung immer eine Versicherungsleistung gebunden;
das Operieren mit den - Grossen ist aber kompliziert. Wir
fithren deshalb die Grosse y{‘lHt ein, die durch die
(Gleichung

Ve 2+ = fl[:c}—» vigi P+ Ex+t)- (2t &+ t)dE (6)
[-’C]J“t

definiert ist.
Aus dem Stamme [, scheiden daher endgiiltig
aus:

l‘[zz}+t ¢ 7?::]44 dt (7)
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Die Grossen ‘;"E‘I]H haben ebenfalls den Charakter
von Intensititen; wir bezeichnen sie deshalb als Pseudo-
Intensititen. Sie sind bestimmbar, sobald die beiden
Stamme auch berechnet sind.

Vom Stamme 2 treten 1im Zeitmoment dt zu 1 uiber:

i
(.[Zilr]ﬁ VPt Lzt 02 (x4 2+ 1) d§> dt =
0

st
_ ([z[;ﬁE (&, 1) d.g) dt
0

Der Stamm 1 verindert sich ebenfalls. Die Uber-
tritte von 2 zu 1 nach Beziehung (8) bedingen eine Ver-
mehrung; davon kommen aber noch die Abginge durch
endgiiltiges Ausscheiden und Ubertreten zu 2 in Abzug.
Die totale Anderung dlgxht lisst sich daher darstellen
als:

{
g = — Ugur (Ve + Xpgad) A+ ( j Uagseh (£ 1) d§> dt
0

Aus der vorliegenden Gleichung lisst sich l[lx] 41 be-
rechnen?t); wir setzen fiir die Zukunft voraus, dass diese
Berechnung durchgefithrt sei. Ist aber einmal fo] 44
bestimmt, so ist ebenfalls [, nach (3) durch eine
Integration auszuwerten. Damit konnen die beiden
Stamme als gegeben angesehen werden.

Wir schreiten sodann zur Ableitung der Reserven-
differentialgleichung. Vorerst miissen aber noch die
Versicherungsleistungen definiert werden.

1) Da die Losung der Gleichung (9) ein bekanntes Problem
und fiir unsere Ableitungen eigentlich nur eine Vorstufe ist,
dirfen wir auf eine vollstindige Durchfithrung der Rechnung
verzichten. Man vergleiche die Seite 250 angegebenen Arbeiten.

(8)

(9)
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a) Die Beitragszahlung erstreckt sich nur auf die
Dauer der Zugehorigkeit zum Stamme 1. Der
kontinuierlich entrichtbare Beitrag betrage P.
Im Falle der FEinzelversicherung sprechen wir
sodann von einer Primie I, ,, in der Sozialver-
sicherung aber von einem Durchschnittsbeitrag P,,.

b) An das endgiiltige Ausscheiden aus dem Stamme 1
infolge der n Ursachen binden sich die Zahlungen:

i1 n
S[$]+H S[zz]—H’ e F I R

¢) An das entsprechende Ausscheiden aus dem
Stamme 2 seien die Leistungen

1
Ulg+o U[Zz]w oo Ul

gebunden.

d) Sowohl den Elementen des Stammes 1 wie 2
werde die vom Alter abhiingige Rente R,
ausbezahlt.

e) Fir die Dauver der Zugehorigkeit zum Stamme 2
wird die weitere Rente T',,,, vergitet.

Wir bemerken ferner, dass die Reserve fiir den
ganzen Bestand [, , berechnet wird. Die Reserve
fiir ein Mitglied bleibt sich also gleich, ob es im Stichtag
dem Stamme 2 oder 1 angehort. Wir bezeichnen die
Durchschnittsreserve nach Ablauf von ¢ Jahren mit
¢V, Ubertragen also die in der Lebensversicherungs-
mathematik iibliche Bezeichnungsweise auch auf unsere
schematische Kasse.

Fiir den Gesamtbestand [, betrigt die Reserve
zur Zeit ¢ L.,V Dieser Betrag ist fur das Zeit-
element dt aufzuzinsen; damit betrigt die Reserve
samt Zinsen:
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Die Pramien rihren vom Stamme 1 her; sie be-
tragen:

Die Rentenzahlung an den Stamm 2 betrigt:
l?a:]%t ) T[x]+t di (1 2)

Analog dazu ist dem (Gesamtbestand die Renten-
zahlung

l[z]-u ' R[z]+t dt (13)
zu leisten.

Endlich kommen noch dazu die Zahlungen infolge
des dauernden Ausscheidens. Das Mass des Ausscheidens
ist durch die Intensititen of,., und durch die ein-
gefiihrten Pseudo-Intensititen 7{,;,, gegeben.

Infolge der 1" Ursache scheiden aus dem Stamme 1
lfz] +t"sz]—H dt Klemente aus, denen die Summe

l[lx}H : O‘Em]u Y SE:C]-H dt
auszuzahlen ist. Durch alle Ursachen wird also die
Summe fillig:

n

o .
Z[lx]+tZ:°‘Ex]+t ' SEx]+t dt (14)

1

Ubereinstimmend dazu muss an die aus dem
Stamme 2 Ausscheidenden die Summe

m

N,

2 ok k
[z]+t/_;:/[:c]+t ’ U[a:]+£ di (15)

1

ausbezahlt werden.
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Nach Ablauf der t-- dt Zeiteinheiten sind noch
lizj+1+a Plemente vorhanden, von denen jedes zu der
Reserve ;. 4V, Anlass gibt. Fiir den ganzen Bestand
betrigt somit die Reserve I, 1, 4+ 1 a0V (- Dieser letzte
Ausdruck ist noch umzuformen.

Nach (1) gilt ly. a0 = lpger + dlyyyp- Da sich
aber die Ubertritte von einem Stamm zum andern im
ganzen aufheben, kann auch geschrieben werden:

1 n- i - k
l[z]+t+d’i = l[:r]-.Li - Z{z]+: Z“[z]-u dt — Z?I]HZ’:?’MH dt (16)
1 1

Ferner 1t ,, 4V, =,V + d,Vy Setzt man beide
Ergebnisse ein, so findet man fiir:

Z[z]+l+dt't+dlv[x] = Z[a:]J-z'tV[a:] + l 1+t -d V[r}
n

— Z[l:c]—]—t ‘zV{z] Z“[z 1t At — [z}-r—! tV[:c] Z/[:c]—H (17)

1

Nun muss die Reserve mnach Ablauf des Zeit-
momentes dt gleich sein der aufgezinsten Reserve zu
Beginn, vermehrt um die Prémieneinnahmen und ver-
mindert um die Auszahlungen. Wir brauchen bloss
noch die entsprechenden Formeln gemiss dem Schema

(17 = (10) + (1) — (12) — (13) — (14) — (15)
zusammenzufassen. (Von den Gréssen unendlichklein

zweiter Ordnung haben wir gleich von Anfang an ab-
gesehen.) Ferner dividieren wir durch I,., und kiirzen

[l +
wie folgt:
z}z]+t 1 = i o i 4 5 3
lk = W44 Wahrscheinlichkeit, bei einem Fin-
Be -+ trittsalter [z] nach ¢ Jahren noch

dem Stamme 1 anzugehdren.
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oY R ,

l—[f]" = Wit Analoge Wahrscheinlichkeit nach

(z]+1 t Jahren noch dem Stamme 2 an-
zugehoren.

Indem wir noch passend anordnen, finden wir als
Reservendifferentialglerchung den folgenden Ausdruck:

/ n m
d,V ; Sﬂ
(=] 4 ;. 1 2 k
dti—! i)\ O+ W4 2 “fznt + Wiz / k,/[z]ﬂ

1 1

.
- Pw[l.fc]:*e + Wit Tyt + Baya
n m

: A i 2 ok o
+ 'u/[lx]HZ“[z]H' Stayet + “‘[;r]+f2/ (x1+¢° Upnre = 0 (18)

1 1

¢) Die Integration der Reservendifferentialgleichung.

Die Berechnung der Reserve verlangt die Integration
der Differentialgleichung (18). Zu diesem Zwecke
missen wir eine Sonderuntersuchung vorausschicken.
Unter Verwendung unserer Abkirzungen kann geschrie-
ben werden:

n m
dl[.t]—{—t - Z[:t]}—i' <'w}:chIZaEI]A! + u’.[zz]+! Z‘%Z]*f) dt

1 1

Die Klammer bezeichnen wir abkiirzend mit
H(z + t). Durch logarithmische Integration folgt so-

dann:
t

- —fH(z+r)d:
L e ¢ (19)
/%

Die Reservendifferentialgleichung hat allgemein die
Form
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dy(t)
dt

+eOy@®+7H =0 (20)

der linearen Differentialgleichung und besitzt als Liosung:

i 2
— fqo(l)dt / t f wlidt
y(t) =e ? (C’—/f(ﬁ.)e" i @D

Den Wert der Konstanten C bestimmen wir zu
C =1y (o) bei t =0. In unserm speziellen Fall wird
C =V, Ferner bedeutet nach der soeben abgeleiteten
Formel (19):

i
[’3+H(I+T)]dl’ St
/ ¢ I

— [
(& 0 == @ i e ]
1P[a] v l[;r]Jr—t
Indem wir dieses letzte Iirgebnis auf die Integration
nach dem Schema (21) anwenden, finden wir:

{

V’ lf-"f} 1 i.l 1 P 2 T
Vg =V o —+ 7 U ey aa | Wiagea £ Wiggen * Lia1an
(2] +4 1+t

n

m
L i 2 2 k
—Bpq0— 'l"fz]+;. Z“fz]ﬂ *Steya— %[x]+;.Z Vigj+2* Ul H) da
1

1

(22)

Die erhaltene Beziehung stellt uns das Deckungs-
kapital fiir eine ganz allgemeine Kasse dar; bevor wir
den Ausdruck auf die verschiedenen Versicherungsarten
hin anwenden, wollen wir ihn durch Uberlegung iiber-
prifen. Die gesamte Reserve muss gleich sein der
aufgezinsten Anfangsreserve, vermehrt um die Summe
der aufgezinsten Prémienzahlungen, vermindert um die
Summe der Rentenzahlungen an den zweiten Stamm
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und an den Gesamtbestand und vermindert endlich um
die Auszahlungen infolge des endgiiltigen Ausscheidens.
Um sodann noch auf die Durchschnittsreserve selber
zu schliessen, muss durch [,,,, dividiert werden. Wir
erkennen ferner, dass unser Ausdruck das retrospektive
Deckungskapital wiedergibt.

d) Anwendungen auf dem Gebiete der Einzelversicherung.

Nachdem wir eine allgemein giiltige Formel fiir das
Deckungskapital erhalten haben, miissen wir nun auch
zeigen, dass wir aus 1hr die Reserve fir die Einzel-
und fir die Sozialversicherung durch wvereinfachende
Setzungen erhalten.

Fiir die Ewnzelversicherung 1st die Pramie nach dem
Alter [z] -~ A abzustufen, also

1. Die Reservenformel von Loewy.

In der Einzellebensversicherung hat ILoewy 1in
seiner bereits erwdhnten Untersuchung «Zur Theorie
und Anwendung der Intensitidten in der Versicherungs-
mathematik» einen Ausdruck fiir das Deckungskapital
hergeleitet, der sich nun als Spexalfall aus unserer
allgemeinen Formel ergeben muss.

Loewy setzt die folgenden Versicherungsleistungen
fest: aus emmem Stamm [,; Versicherter scheiden die
Glieder aus m Ursachen aus; erfolgt das Ausscheiden
aus der 1 Ursache, so wird die Summe S{'I;H tillig.
Als Masszahlen des Ausscheidens gelten die n Intensi-
téten uf, ., Ferner wird allen Versicherten die Rente
R, gutgeschrieben. Die Pramienzahlung erstreckt sich
auf die ganze Versicherungsdauer. Der vereinfachende An-
satz ergibt sich aus dem Umstande, dass die Prdmien-
zahlung micht aussetzt. Mathematisch drickt sich diese
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Annahme dadurch aus, dass wir nur einen ewnzigen
Stamm zu betrachten haben. Also

wfz]+;. =1; w[2:c]—f-i. = 0.

Bezeichnen wir noch die totale Ausscheideintensitit
o+ it ., demnach

n
Hiz)+t = EMEZ]—H ’
1

so ldsst sich (22) sofort schreiben als:

¢
1
P (zm'ovw + ',[’”A lpag 1.

t
v Z{x}+t 0

tV[z] =

n
X (P[:c]+}. - R[z]+). - Z#Ex]+l : Stix]+i) dﬂ*) (24)
\ 1

Wie man erkennen kann, entspricht diese Beziehung
genau der Formel (26*) in der genannten Arbeit Loewys.
Damit ist aber auch nachgewiesen, dass sie ein Spezial-
fall der unseren ist. Es erscheint iberfliissig, die
Loewysche Formel auf die verschiedenen Arten der
Finzellebensversicherung anzuwenden; der Ausdruck
schliesst unter anderm auch die Invaliditdtszusatz-
versicherung ein, wenn die Pridmienzahlung erst bei
dauernder Invaliditdt aussetzt. Soll hingegen die Bei-
tragszahlung auch ber voriibergehender Invaliditit
unterbrochen werden, so kann unsere allgemeine Re-
servenformel Anwendung finden. Im nachfolgenden
Beispiel wollen wir das Deckungskapital einer gemischten
Versicherung mit Invaliditidtszusatzversicherung unter
der angenommenen Aussetzung der Prémienzahlung
bestimmen.
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2. Die Reserve ewner gemischten Versicherung mit In-
validitdtszusatzversicherung  und  Primienbefreiung  im
Falle voriibergehender Imvaliditiit.

Vorerst sind die Versicherungsleistungen zu um-
schreiben.

a) Erfolgt der Tod eines Versicherten vor dem FKr-
reichen des BSchlussalters [z] 4+ s, so wird die
Sterbesumme «1» fillig, gleichgiiltic ob das Mit-
glied aktiv, dauernd oder nur voriibergehend
mvalid war.

b) Erlebt der Versicherte das Schlussalter [z] -+ s
(sel es als aktiv, dauernd oder voriitbergehend
invalid), so erhdlt er die Summe «1».

¢) Wird ein Versicherter vor dem Schlussalter
[x] + s dauernd invalid, so hat er Anrecht auf
die Rente «1» bis zum Schlussalter.

d) Die Primienzahlung erfolgt nur im Zustande der
Aktivitat.

Auf eine Erweiterung der Problemstellung sei hier
nur hingewiesen. In der Praxis ist im allgemeinen
fiir die Aussetzung der Primienzahlung eine Karrenz-
frist gesetzt; prinzipiell wird aber dadurch an unserer
Formel nichts geéndert, so dass wir auf die Berticksich-
tigung dieses Umstandes verzichten durfen. FEbenso
konnte festgesetzt werden, dass auch schon der temporér
Invalide eine Rente erhilt; wir haben aber dann genau
die gleichen Verhéltnisse wie bei der Krankenversi-
cherung, die wir nachher behandeln.

Zuerst sind die Wahrscheinlichkeiten wf,., und
wsz . zu deuten. Der erste Stamm enthélt die Aktiven
(und damit die Pramienzahler), der zweite die voriiber-
gehend Invaliden. Die dauernd Invaliden scheiden aus
der Betrachtung aus, fiir sie ist ein besonderes Deckungs-
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kapital bereitzustellen. Wir erhalten also eine Zwei-
teilung des Invalidenbestandes: die eine Gruppe bezieht
noch keine Leistungen, dafiir ist ihr aber die Primien-
zahlung erlassen ; die andere Guppe umfasst die dauernd
invalid Gewordenen. Is ist:

Wi, —> Wy, Wahrscheinlichkeit aktiv zu sein,

Wiy —> w{xj +;¢  Wahrscheinlichkeit voriibergehend
mvalid zu sein.

Das endgiiltige Ausscheiden aus dem ersten Stamme
erfolgt einzig durch Tod. Alle dauernd invalid werdenden
Mitglieder ordnen wir zuerst dem Stamme der voriiber-
gehend Invaliden bei. Es 1st daher anzunehmen:

—> Wt Sterblichkeitsintensitdt eines Ak-
tiven.

Im Stamme 2 konnen zwel Ursachen ein endgiltiges
Ausscheiden bewirken. Einmal die Sterblichkeit und
dann der Austritt durch Erklirung der dauernden
Invaliditit. Es bedeute daher:

1
X241

Ylajer —> .“fx] i Sterblichkeitsintensitdt eines vor-
iibergehend Invaliden.

}'?z]H- —> }’{z}+;_: Intensitit der dauernden Inva-
lidierung eines voriibergehend In-
validen.

Wir halten noch fest, dass die Intensitidt der dauern-
den Invalidierung nicht identisch ist mit der gewcéhn-
lichen Intensitit der Invalidierung in der Theorie der
Invalidenversicherung.

Von selber erkldren sich die Setzungen:

ol _ 1 _
Tigpas = By = 05 Sy = Uy =1
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Néher zu begriinden 1st die Abfindung bei dauernder
Invaliditdt. Da die dauernd Invaliden aus unserer
Betrachtung ausscheiden, ist ihnen, wie bereits an-
gegeben, der Barwert ihrer kiinftigen Versicherungs-
leistungen mitzugeben. Aus dem Schema der Leistungen
geht hervor, dass folgende 3 Barwerte zu bestimmen
sind :

1. Barwert der tempordren Invalidenrente 1 bis
zum Schlussalter [z] + s:

]s_?a[:z +1] "“] :: +4]

2. Barwert der temporiren Todesfallversicherung:
s—?.

l’—lAinr?l_./ :c+M f“1m+11+z dr
8. Barwert der Erlebensfallversicherung:
i 5 :
s—iBz 4= v s1Pz+1]
Die Summe aller Barwerte betrigt:

Lo = iOera T oadiern + o aBery

Fuhren wir die speziellen Setzungen in die all-
gemeine Reservenformel (22) ein, so finden wir:

t

l 1

[z] i

V=V f U lgya (Wi Pl —
(2] +1 (4]

— Wiyy4a* Mz 42— w{x]+ﬁ. : #?wa. - wfx]+i. ) 7{'::]4.4. ' I[x+i]:§~7[) di (25)
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e) Anwendungen auf dem Gebiete der Sozialversicherung.

Nachdem die Anwendung unserer Reservenformel
auf die FEinzelversicherung an zwei Beispielen vor-
genommen wurde, miissen wir noch zeigen, dass auch die
Reserve in der Sozialversicherung durch vereinfachende
Setzungen aus der allgemeinen Formel (22) hervorgeht.

In der Sozialversicherung ist der Beitrag nicht
nach dem Alter abzustufen, er ergibt sich vielmehr
aus der Gegeniiberstellung der Belastung und Ent-
lastung fiir den ganzen versicherten Bestand. Ob aber
die gesamte Reserve als Differenz der gesamten Entlastung
und Belastung berechnet wird oder auch als Summe
der Einzelreserven, ist an sich methodisch ohne Belang.

In der Formel (22) ist demnach zu setzen:
P—P, (26)

wo P, den Durchschnittsbeitrag bedeutet. Die Reserven-
formel lautet daher:

{

I 1
(=] A 1 2
Vi = oV 71 + e gy a | Weaga s Pa—Wigpia® T — By

[z]+¢ [z]+¢ 5

n m (27)
1 1 i 2 k k -
— Wizj+4 Z "’:“Ez]w. ' sz]+;. — W42 zk:?’[x]w. : U[:s]—{—.l) da

1 1

Auch hier wiederum haben wir es mit dem retro-
spektiven Deckungskapital zu tun.

Anhand eines praktischen Beispieles wollen wir die
Anwendung der erhaltenen Beziehung (27) auf eine
Sozialversicherungskasse andeuten.

18
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Die Reserve einer Betriebskrankenkasse.

Es handelt sich um die Bestimmung des indivi-
duellen retrospektiven Deckungskapitals fiir einen im
Alter [z] FEingetretenen nach ¢ Jahren, wenn der
Durchschnittsbeitrag P, kontinuierlich entrichtet wird.

Wir setzen folgende Versicherungsleistungen vor-
aus: ein Unternehmen zahle seinen Angestellten im
Falle von Krankheit fiir die Zeit v; den vollen Lohn
aus, fiir die darauf folgende Zeit bis zum Termin 7,
(1, ist von Anfang an gemessen) noch den a'® Teil.
Wer linger als 7, Jahre lang (ununterbrochen) krank
ist, wird als invalid erklirt und von der Pensionskasse
titbernommen. Es sel nun eine Krankenkasse derart
eingerichtet, dass sie die Differenz bis zur vollen Be-
soldung vergiite und iiberdies das feste Krankengeld k
entrichte.

Im Stamme 1 sind die « Gesunden» If,;,; enthalten,
im Stamme 2 die Kranken [, (die wihrend der Dauer
der Krankheit natiirlich keinen Beitrag entrichten).
Im Stamme der Kranken ist fernerhin eine Zweiteilung
vorzunehmen. Diejenigen Flemente, die weniger als
7, Jahre lang krank sind, erhalten von der Kasse nur
das Taggeld k, die andern noch die Differenz bis zum

vollen Lohn. Da von der Kasse vom Jahreslohn B der

’ N\

d
Anteil (1 ——) B aufzubringen ist, so entsteht das fol-
a

gende Schema der Leistungen:

Taggeld bei einer Krankendauer von
0 bis 7, Jahren, 7; bis 7, Jahren
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Als Zeiteinheit haben wir das Jahr festgelegt,
die Taggelder sind daher auf diese Zeiteinheit zu be-
ziehen. Dem Taggeld %k entspricht dann 865,... k=K

-
k (1_?/)3 K+ (1 L) p
g~ E =)

und

Ohne weiteres bedeutet:

Wiy —> wl,y,;:  Wahrscheinlichkeit gesund zu sein.
WEyy ) —> Wiyt Wahrscheinlichkeit krank zu sein.

Die letzte Wahrscheinlichkeit ist noch niher zu
untersuchen. Wenn wir noch vE‘f] +, mit der Intensitit
der Erkrankung identifizieren und kurz »p,,, dafir
setzen, und wenn ferner p (x4 & x -+ t) die Wahr-
scheinlichkeit bedeutet, dass ein im Alter [z] 4 & Er-
krankter im Alter [z]--¢ noch krank sei, so ist
nach Formel (3) der gesamte Bestand der Kranken
gegeben durch:

i
/ oyt Vigges P (z+ & z+ 1) dé

t-14

Hs 1st zu beachten, dass zum Bestand der Kranken
nur diejenigen Elemente zu zéhlen sind, die weniger als
7, Jahre lang krank sind.

Wir fithren sodann zwei neue Wahrscheinlichkeiten
emn. Hinmal die Wahrscheinlichkeit, weniger als 7,
Jahre lang krank zu sein gemiss der Gleichung:

% 5.5
20{1]‘( -

flm“ Viges P (2 + & @+ 1) dé
Z'iar] Hi
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und analog die Wahrscheinlichkeit ** wF‘I]_:_, langer
als 7, aber weniger lang als 7, krank zu sein:

t-ry

I ] Hyrs Ve P (24 § o+ 1) dE
[z]+1 -

1

Kk gk —

T2

Offenbar gilt dann:

AP — %k k % ok
Wiyt = © Wrpy + W

Die Kasse zahlt kein Sterbegeld aus, mithin ist
EI] Ly = Uf‘;w. = 0. Ebenso werden keine ander-
weltigen Renten ausbezahlt, also R, , =0. Der
Leistung Tp,;.; entspricht dann

je nachdem die Krankheitsdauer 7; unter- oder iiber-
schritten ist. — Fiwr das retrospektive Deckungskapital
findet man bei Weglassung einer Anfangsreserve:

t

f v* Ha14a '{wfx] pt Pg=—

0

1

Vig =
i [x] vt l[:r]+t

/ \
— Wy K * wfm,.,(; ﬁ;) B} di  (28)

Wir miissen uns mit diesem einzigen DBeispiel
begniigen. Es sei bemerkt, dass in ganz &hnlicher
Weise auch die Einzelreserve in einer Invaliden- und
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Witwenkasse bei Durchschnittsbeitrigen bestimmt wer-
den kann.

f) Erweiterungen.

Es konnte sich in dieser kurzen Darstellung nur
darum handeln, einige grundsitzliche Ergebnisse fest-
zuhalten. — Nach der retrospektiven Reserve wére
sodann die prospektive zu berechnen; dabel muss aber
berticksichtigt werden, dass bei Kassen mit Durch-
schnittsheitridgen die beiden Methoden nicht auf das
ndmliche Resultat hinauslaufen. Durch neue Defi-
nitionen kann dennoch eine Formel erhalten werden,
die wieder alle Fille der Einzel- und Sozialversicherung
in sich schliesst.

An den Ausdruck fiir das prospektive Deckungs-
kapital anschliessend, lassen sich sodann die Anwart-
schaften aut irgendeine Versicherungsleistung mit Hilfe
der Intensititen einfach darstellen. Fir die Einzel-
lebensversicherung (unter Hinschluss der individuellen
Witwen- und Invalidenversicherung) sind diese Be-
ziehungen durch Loewy und Berger bereits aufgestellt
worden. Mit gleicher Leichtigkeit erhilt man aber auch
einen stilreinen Aufbau der Kranken- und Unfallver-
sicherung. Als Grundelement in der Technik der
Krankenversicherung gilt die Krankenordnung; in un-
serem Gebdude miisste sie durch die Intensitdten der
Erkrankung und Entkrankung ersetzt werden.

Als Hauptergebnis unserer Untersuchung méchten
wir festhalten: fithrt man in der Sozialversicherung
(wie z.B. in der Kranken- und Unfallversicherung)
ebenfalls die Intensitdten als Grundgrossen ein, so kann
fiir das Deckungskapital in allen Zweigen der Personen-
versicherung, wie auch fiir die Anwartschaften eine
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emzige Beziehung aufgestellt werden. Aus ihr gehen
dann durch veremnfachende Setzungen die entsprechenden
Ausdriicke in der Einzelversicherung wie in der Sozial-
versicherung hervor,

Wir behalten uns vor, in einer spitern Untersuchung
ausfithrlicher auf diese Verhiltnisse einzugehen.

Basel, Januar 1932.
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