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Lur Frage des Beharrungszustandes.

Von Prof. Dr. Walter Saxer, Ziirich.

Wer die letzten Jahrginge der Mitteilungen der
Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker
durchblittert, wird bemerken, dass eine Reithe von Ab-
handlungen die Frage des sogenannten Beharrungs-
rustandes behandeln. Sémtliche neueren Arbeiten ver-
danken wir Herrn Moser 1) in Bern und seinen
Schiilern, von denen ich in diesern Zusammenhang vor
allem die Herren Friedli, H. Wyss und E. Zwinggi
nenne, wihrend die ersten Uberlegungen iiber diesen
Fragenkreis wohl von Herrn Schaertlin 2) stammen.
Es sel mir gestattet, auf eine, wie mir scheint in
diesem Zusammenhang interessante und meines Wissens
noch nicht vollig abgekliarte Frage hinzuweisen. IThre Be-
antwortung wird nicht in hohe mathematische Sphéren
tithren, trotzdem wird siedie Fragenach dem Beharrungs-
zustand ganz wesentlich klidren.

§ 1.

Wir betrachten eine Gesamtheit von versicherten
Personen, die einer beliebigen, jedoch festen, d.h. von
der Zeit unabhingigen Ausscheideordnung unterworfen

1) Vel. insbesondere Moser: Beitrdge zur Darstellung von
Vorgingen und des Beharrungszustandes bei einer sich erneuern-
den Gesamtheit; diese Zeitschrift, 21. Heft, 1926, S. 1—24.

%) Vgl. G. Schaertlin: Die Altersversorgung der eidgendssi-
schen Beamnten ; Zeitschrift fiir schweiz. Statistik, 1889, S. 273-311.
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sei. Uber diese Gesamtheit treffen wir die folgenden
Voraussetzungen:

I. Das Alter z eines Versicherten erfiille die Un-
gleichung

a<x<w

Beispiel: @ = 20, @ = 70, wie bei einer Pensions-
kasse.

II. Die Anzahl dieser Gesamtheit sei konstant und
betrage H, d.h. ausscheidende Personen sollen ersetzt
werden, und zwar erfolge der Fintritt beim Beginn des
Jahres. Das IFintrittsalter kann beliebig sein, muss
jedoch die unter I genannte Ungleichung erfiillen. Nach
der Terminologie von Moser handelt es sich also um
eine sich erneuernde Gesamtheit. Immerhin, das sel hier
hervorgehoben, 1ist es mnicht eine kontinwerlich sich
erneuernde Gesamtheit, wie sie Moser allein betrachtet,
sondern, wie oben bemerkt, eine diskontinuierliche,
jahrlich sich erneuernde Gesamtheit.

Iis erhebt sich die Frage, ob diese Gesamtheit
gegen einen gewissen (renzzustand, genannt Be-
harrungszustand, konvergiere samt den ihr verkaiipften
Vorgangen. Will man diese IFrage beantwortea, so
muss man zunichst genau definieren, was man darunter
versteht, eine Gesamtheit habe 1hren Beharruungs-
zustand erreicht. Kine eindeutige Definition liegt fiir
unsere Gesamtheit meines Wissens bis heute noch nicht
vor. Iis war das Ziel der vorliegenden Abhandlung,
diesen Begriff festzulegen, seine Tragweite zu unter-
suchen und gewisse mit seiner Definition eng verwandte
IFragen abzuklaren. Zunichst treffen wir die folgenden
Bezeichnungen fir die Darstellung der Ausscheide-
ordnung. 7, bezeichne die Wahrscheinlichkeit, dass
ein o - k— 1jdhriger das Jahr a 4+ &k als Aktiver er-
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lebt, g, sei die betreffende Ausscheidewahrscheinlichkeit,
d. h.

(1) "+ &=1

Im Interesse einer einfacheren Darstellung treffen
wir die irrelevante Voraussetzung, dass r; >7r, >7r5.. .,
wie dies im allgemeinen in der Praxis der Fall ist. Die
Anzahl der @ + k — 1jdhrigen Aktiven im Zeitpunkt ¢
betrage 1. Gemiss Bedingung (II) muss unabhingig
von ¢ die folgende Gleichung erfiillt sein:

(2) W+ .. 4+, =H.

Definition 4: Eine Gesamtheit befindet sich im Be-
harrungszustand, wenn thre Anzahl wnd Strultur mach
dem Alier konstant bleibt, d. h. micht nur die Zahl H, son-
dern auch die Zahlen I, 1), .. .. 19 sind konstante, von t
unabhdnguge Grissen.

Fine sich erneuernde Gesamtheit, die sich 1m Be-
harrungszustand befindet, werden wir im folgenden kurz
als eme stationdre Gesamtheit bezeichnen.

Diese Definition ist sehr eng, aber wir werden nach-
her einsehen, warum der Beharrungszustand nicht
durch weniger scharfe Forderungen festgelegt werden
konnte.

Zunichst kann man leicht alle diejenigen Alters-
strukturen beschreiben, die fiir stationire Gesamtheiten
iiberhaupt in Betracht fallen. Es gilt ndmlich der

Satz (1): Bei ewner stationdren Gesamtheit miissen
die zugehirigen [, die folgenden Ungleichungen erfiillen:

(B) rly by 1l g by oo Py g by g b >

Umgekehrt stellt jede solche Struktur eine stationdre
(resamthent dar.
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Beweis: Gemiss der Bedingung (IT) miissen die
im Laufe eines Jahres Ausgeschiedenen beim Beginn
des darauffolgenden Jahres ersetzt werden. Abgesehen
von der Ungleichung (1) kann das Fintrittsalter der
Neueintretenden beliebig gewihlt werden. Der Beweis
des Satzes (1) beruht nun einfach darin, dass wir fol-
gendes zeigen: Sofern Ungleichungen (3) befriedigt sind,
kann das Alter der Neueintretenden immer so gewihlt
werden, dass die Gesamtheit stationdr bleibt. Im ent-
gegengesetzten Fall ist diese Moglichkeit ausgeschlossen.
Zunichst treffen wir die folgende Bezeichnung: Der
Beginn unserer Betrachtung der Gesamtheit sei mit 0
gekennzeichnet. Nach Ablauf des ersten Jahres, d. h.
bei Beginn des zweiten Jahres, betrage die Anzahl der
a + k — 1jahrigen Neueintretenden 2, allgemein beim
Beginn des t-Jahres z). Nun bestehen offenbar die
folgenden Beziehungen:

(4) l(12) en 2(2) 1(2) i l(i) HE 2(2) ) 1(2) =1y l;{l_)wl =R zgf),
Zg)—a =gl l:j)—a——i—*_ z:&?—a

Soll die Gesamtheit stationir sein, schliessen wir
auf Grund der Definition (A):

=@, W@ =@ =

D. h. gemiss Gleichung (4):
(5) D=1 =17,0=10—r O=1—p =] —r [,
AP =h—r b ...
oind die Ungleichungen (3) befriedigt, so erhilt
man eindeutig bestimmte Zahlen z2 = 0. Wiren die

Ungleichungen (8) nicht befriedigt, so bekéime man teil-
weise negative Werte fiir die z}”), was offenbar fiir unsere
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Zwecke sinnlos wire. Gleichzeitig geht aus dieser Be-
trachtung hervor, dass die sogenannten FErneuerungs-
zahlen z, jedes Jahr genau gleich gewihlt werden miissen,
wenn die Gesamtheit stationidr bleiben soll. Hs gilt der

Satz 2: Im Falle ewner stationdiren Gesamtheit ist die
Anzahl und Struktur nach Alter der pro Jahresanfang
Neueintretenden ewndeutry bestvmmt wund konstant. Gibt
man umgekehrt eine sich erneuernde Gesamthett mit
etnem jahrlichen Neuwzugang von konstanter Anzahl und
Struktur, so st ste stationdr.

Der Beweis dieses Satzes ist in den obigen Bemer-
kungen enthalten. Dagegen méochten wir noch folgendes
festhalten: Gleichungen (5) gestatten die eindeutige
Berechnung der Erneuerungszahlen aus den Zahlen [,.
Umgekehrt erhidlt man folgendes Gleichungssystem zur
Bestimmung der Zahlen [, aus den Zahlen z,:

b=+ 7 1%+ TaT s ot . oo Pge o 72

Schliesslich weisen wir auf eine praktisch wichtige
Bemerkung hin. In der Praxis kennt man im Falle
einer stationdren Gesamtheit sowohl die Zahlen [, als
auch die Zahlen z,. FEs lassen sich deshalb z. B. aus
den Gleichungen (5) die Zahlen », berechnen, d.h. man
kann mit Hilfe der Struktur und der Erneuerungszahlen
einer stationdren Gesamtheit 1thre Ausscheideordnung
bestimmen.
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Endlich mochten wir auf einen Spezalfall einer
stationiren Gesamtheit hinweisen, der schon mehrfach
in der Literatur und ganz besonders in den letzten
Jahren behandelt wurde 1). Essollenin den Ungleichungen
(3) die Gleichheitszeichen giiltig sein. Dann modifi-
zieren sich Gleichungen (3) und (5) in der folgenden
Weise:
7a) Hlh=bL Bl=1y «sv: ¥ ! =

w—a—1 "w—a—1 w—a’

(7b) =1, 5 =0, wobei 2Tk << w—a.

Diese Gesamtheit hat also eine Altersstruktur von
der folgenden Beschaffenheit: Irgend zwei benachbarte
Jahrgéinge verhalten sich in ihren Anzahlen genau wie
die entsprechenden Jahrginge der diese Gesamtheit
beherrschenden Ausscheideordnung. Gleichungen (7b0)
zeigen, dass in diesem Fall alle Neueintretenden das
gleiche Alter besitzen, und zwar ist dasselbe gleich dem
Minimalalter der in der betreffenden Gesamtheit iber-
haupt vorkommenden Alter. Wir treffen nun die fol-
gende

Defination B: Eine stationdre Gesamtheit wwrd als
natiirliche stationdre Gesamtheit bezeichnet, wenn zwel
benachbarte Jahrginge sich verhalten wie die zwer ent-
sprechenden Jahrginge der diese Gesamthert beherrschen-
den Ausscheideordnunyg.

Eine natiirliche stationédre Gesamtheit ist gegeniiber
einer allgemeinen stationidren Gesamtheit durch zwel
Extremaleigenschaften ausgezeichnet, was wir in einem
Satz formulieren wollen.

1) Vgl. W. I'riedli: Bevolkerungsstatistische Grundlagen zur
Alters- und Hinterlassenenversicherung in der Schweiz. Bern
1928, insbesondere S, 38—41. — H. Wyss: Lage, Entwicklung und

Beharrungszustand der eidgendssischen Versicherungskasse; diese
Zeitschrift, 24. Heft, 1929, insbesondere S. 46 ff.
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Satz 3: Von sdmtlichen stationdren (Gesamtheiten von
gleicher  Ausscheideordnung und gleicher Anzahl besitzt
die natiirliche, stationdire Gesamtheit das geringste Durch-
schnitisalter und die klewnste totale Anzahl der pro Jahr
Ausscheidenden.

Beweis: Fr ergibt sich ohne weiteres aus der Be-
merkung, dass das Eintrittsalter der bei einer natiir-
lichen stationiren Gesamtheit Neueintretenden gleich
dem Minimalalter ist.

Praktisch ist es in der Regel so, dass das Alter der
Neueintretenden zwischen gewissen Schranken a<Zz<Cb
liegt, z. B. bei einer Pensionskasse zwischen 20 und 40.
Geméss den Gleichungen (4) wird dann eine solche
stationdire Gesamtheit erst die natiirliche Altersstruktur
vom Alter b+ 1 an aufweisen. Denn in den vorher-
gehenden Jahrgingen wird dieselbe durch die Neu-
eintretenden fortlaufend gestért. Wie jedoch die vor-
hergehenden Ausfithrungen zeigen, lisst sich dieser Fall
genau so einfach wie eine im Totalen natirliche, sta-
tiondre (Gesamtheit behandeln.

§ 2.

Wir haben den Beharrungszustand einer sich er-
neuernden Gesamtheit dadurch definiert, dass wir
konstante Altersstruktur verlangten. Unter anderem
haben wir aus dieser Definition geschlossen, dass die
Anzahl der pro Jahr Ausscheidenden konstant ist. Nun
stellen wir die umgekehrte

Frage: Eine Gesamtheit von konstanter Ausscheide-
ordnung und konstanter Anzahl sei so beschaffen, dass
die Anzahl der pro Jahr Ausscheidenden oder also die
Anzahl der per Jahresanfang Neuweintretenden komstant
wst. Kanm man daraus schliessen, dass es sich in diesem
Fall wm ewme stationdre Gesamthert handelt?
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Diese Fragestellung hat uns tiberhaupt den Anlass
zur vorliegenden Untersuchung gegeben. Wir werden
durch die Konstruktion eines (Gegenbeispieles von sehr
allgemeinem Typus beweisen, dass man die Frage ver-
neinen muss. Damit ist dann nachtriglich die sehr
strenge Definition des Beharrungszustandes gerecht-
fertigt. Bei der Konstruktion dieses Beispieles halten
wir uns an die in den Gleichungen (1), (2) und (4) ge-
wihlten Bezeichnungen.

Die totale Anzahl der im ersten Jahre Ausscheiden-
den betragt:

g+ a+leg+ ... +004q,

wobel 7 = w — a und >3 vorausgesetzt werde.

Die Erneuerungszahlen bei Beginn des zweiten
Jahres seien 2%, 2%..... 2%, so dass die Gesamtheit
bei Beginn des zweiten Jahres folgende Struktur auf-
welst :

2 2 2 2 2 2
l(l)z z{l)’ 1(2) =T1 Z(11)—|_ ZZ(Z)’ et lil)zl‘rn—l 1’521—)4_‘_ 33(1)

Die totale Anzahl der im zweiten Jahre Ausschei-
denden betriigt :

q, 22+ q, (r, ) I R R I N L S z‘2’).

n

Weil die Gesamtheit eine konstante Anzahl besitzen
soll, muss die Summe der beim Beginn des zweiten
Jahres Neueintretenden gleich der totalen Anzahl der
1m ersten Jahre Ausgeschiedenen sein. Wir erhalten
die Gleichung (8):

(8) l(ll) QJ‘ _}— Zgl) qg + et _!i_ lgil) qn = ‘3(12) + z(?:z) TL e + 2;2).

Wir verlangen, dass die Anzahl der pro Jahr Aus-
scheidenden konstant bleibt, speziell soll also im zweiten
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Jahr dieselbe Anzahl ausscheiden wie 1m ersten Jahr.
Damit erhalten wir die Gleichung

2 i 2 p !
qlz(l)«{_q2(r1l(1”+zf2))_+ +Q:»(;; 1 n 1“|’—‘2 )x (12!_‘r__”z1(n2)
oder:
1 2 2
(9) 92 TI lFll) ‘Jr _7_ (In n—1 l(—z—l = 'd(l ) Tl + .Z( T.% -T_ Zﬁz) Tn'

Die Zahlen @{V.... 1" miissen sicher so gewihlt
werden, dass Gleichungen (8) und (9) positive Losungen

? Dbesitzen. Diese Bedingung muss nicht nur von der
Struktur 1m 1. Jahr, sondern iiberhaupt fiir die Struktvr
der Gesamtheit in jedem folgenden Jahr gefordert wer-
den. Wie konnen diese Bedingungen erfillt werden ?
Um eine etwas einfachere Formulierung zu erhalten,
legen wir den Erneuerungszahlen noch die Bedingung auf

4 =0,

d. h. die zukiinftigen Neueintretenden kénnen alle Ein-
trittsalter, abgesehen vom letzten Jahrgang, besitzen.
(leichungen (8) und (9) schreiben sich dann in der fol-
genden Weise:

(10) k=1 g+ W g+ . .4 B gu=2TV 4. 21D,
(11) k?. (t)ZQZ Ti + +Q)1 n—1 n) i_r Z(t+1)+ +T ~—1 nH—ll)

k, 1st 1nfolge der Forderung der konstanten Anzahl
der jdhrlich Ausscheidenden unabhéngig von t.

(leichungen (10) und (11) miissen fur alle positiven
ganzzahligen {-Werte positive Liosungen besitzen, wenn
uusere Bedingungen erfiillt sein wollen. Dazu gelten
noch folgende Beziehungen:

(12) l(H—l) z(i+1) l(t+1s 7, Z(t +z(t+1.- . l;tﬂ =7 21(” 2_}_32‘:).
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Wir haben von der gegebenen Ausscheideordnung
gefordert, dass
Tl = T2 = ?'3 ee > Tn——-l'
Wenn also Gleichungen (10) und (11) positive z,-

Losungen besitzen sollen, miissen folgende Unglei-
chungen erfiillt sein:

ke ) <m (04 L0+ = &y,

By () >7 (0 0+ =, Ky,
d. h.
(19) vk <k () <7, Ky

Zunichst stellen wir fest, dass wir von dieser Un-
gleichung bereits sehr viele Losungen kennen, denn alle
stationdren Gesamtheiten miissen natiirlich diese Un-
gleichheiten erfilllen, da fir solche unsere Forderungen
erfillt sind. Um nachher die Konstruktion unseres
Gegenbeispieles erliutern zu konnen, ist eine geo-
metrische Ausdrucksweise bequem. Wir betrachten
die Werte 1, ..., 1", als Koordinaten eines Punktes
PP im n—1 mmenalonalen l-Raum, ebenso die Werte
AU 2T als Koordinaten eines Punktes PY™" im
n—1 dimensionalen z-Raum. Ungleichung (13) ver-
langt, dass die zugehoérigen Punkte im [-Raum in einem
Parallelstreifen, d. h. zwischen zwel Parallelebenen.
liegen, die durch folgende Gleichungen charakteri-
siert sind:

QZTII _:_ +Qn n—1 n;l le =0
(12 Tl l(li) + e + Qn Tn-—l ZS?—1 - ’rnm'l kl = O

Bin Teilraum £, von diesem Parallelstreifen wird
von allen denjenigen Punkten gebildet, die stationiire
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Gesamtheiten darstellen, die also den Ungleichungen (3)
genugen.

Es werde nun eine solche Gesamtheit gewihlt, die
der Ungleichung (13) geniigt — der zugehérige Punkt
im [-Raum befindet sich demnach im ausgezeichneten
Parallelstreifen. Zunichst stellt nun, ganz abgesehen
von dieser Bedingung, das Losungsgebilde, das zu den
Gleichungen (10) und (11) gehért, im z-Raum eine n—3
dimensionale Hyperebene dar. Ist unsere Bedingung
(13) erfillt, so wird diese Hyperebene mit dem durch
die Bedingung z,>0 fir k =1,..., n—1 ausgezeich-
neten Teilraum des z-Raumes sicher koinzidieren, wie
man mit Leichtigkeit feststellt. D.h. alle diejenigen
Punkte unserer Hyperebene, die sich in diesem Teilraum
befinden, stellen mogliche Lésungen fiir unsere Glei-
chungen (10) und (11) dar. Mittels der Translation (12),
die sich im Falle einer stationdren Gesamtheit auf die
Identitit reduziert, erhilt man die auf 19, 1{,...19
folgenden Werte I ™1, 1{"Y .. .11 oder also den auf P’
folgenden Punkt P/'"Y. P{*Y muss natiirlich immer
noch im interessanten Parallelstreifen liegen, wenn
unsere Bedingungen erfiillt sein sollen. Schliesslich
stellen wir noch fest, dass diese Gleichungen (10) und
(11) eine lineare und stetige, natiirlich nicht ein-ein-
deutige Abbildung des [-Raumes auf den z-Raum ver-
mitteln, Gleichung (12) hingegen eine lineare stetige,
ein-eindeutige Abbildung des z-Raumes auf den /-Raum.

Um nun unser (Gegenbeispiel zu konstruieren, gehen
wir in der folgenden Weise vor: Wir wéihlen im Teil-
raum R, des interessanten Parallelstreifens einen innern
Punkt Pg”, so dass mit ihm noch eine Kugel mit diesem
Punkt als Zentrum und einem nicht verschwindenden
Radius zu R, gehért. Damit 1st eine ganz bestimmte
Gesamtheit 1V, LY, ... I\ festgelegh, zu der nach §1

n—
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eindeutig bestimmte Zahlen 2%, ... z/» | gehoren wiirden,
sofern wir eine stationire Gesamtheit konstruieren
wollten. Statt dessen betrachten wir alle z-Punkte,
die als Losungen der Gleichungen (10) und (11) iber-
haupt in Betracht fallen und einen Teil 7' einer Hyper-
ebene darstellen, der sicher den soeben erwdhnten
z-Punkt enthidlt, und zwar im allgemeinen als inneren
Punkt. Mittels der Translation (12) geht T'® in einen
Teil T{¥ einer Hyperebene mit Pi' als innern Punkt
iiber, in welechem nun P{® liegen muss. Infolge der
Stetigkeit unserer vorkommenden Abbildungen kénnen
wir dafiir sorgen, dass P{? immer noch im Innern von
R, liegt. Auf P{® konnen wir nun genau gleich schlies-
sen usw. Offenbar kann man nun das Verfahren so
gestalten, dass die Punkte P}’ immer innerhalb von
R, Liegen, ohne deshalb festbletben zu miissen. Denn
durch geeignete Richtungséinderungen bei der Wahl
der z-Losungen kénnen wir dafir sorgen, dass die Pi'-
Punkte nicht gegen den Rand des interessanten Parallel-
streifens konvergieren.

§ 3.

Hine Gesamtheit von konstanter Anzahl sei ge-
geben, die sich nicht im Beharrungszustande befinde.
Es 1st klar, dass diese Gesamtheit nicht nach dem Be-
harrungszustand konvergieren wird, wenn man die
Frneuerungszahlen nicht zweckméssig wihlt. Zwinggr 1)
hat z. B. bewiesen, dass dies der Fall ist, wenn alle zu-
kiinftigen Neueintretenden dasselbe Alter besitzen.
Man erhilt damit schliesslich eine natiirliche, stationire
(Gesamtheit. Fine genauere Diskussion zeigt jedoch,
dass dieses Verfahren sehr langsam konvergiert. Man

1) Zwinggi: Zum Problem der Erneuerung; Blitter fiw Ver-
sicherungsmathematik, Bd.31, Heft 1, 1931, S.18—27.
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kann die Frage aufwerfen, ob es eine Methode fiir die Wahl
der Ernewerungszahlen gebe, um ewne konstante Gesamt-
heit maglichst rasch in eine natiirliche stationdre Gesami-
heat diberzufithren. Diese Frage ldsst sich mat Leichtigkeit
entscheaden und bejahen.

Es bedeute wieder I, IV, ... 1V die Anfangs-

generation, wobel
ey 4+ =H,

7 dieser Zahl H gehort eine wohlbestimmte Alters-
struktur, sofern es sich um eine natiirliche Gesamtheit

handelt. Wir bezeichnen dieselbe mit 1}, I,, . .. [,, wobei
12 = TI ll’ l3 == To l2’ TR ln = lﬂ—l
und H=l,+10L4+ ... +1.

Stellt die Anfangsgeneration keine natiirliche Ge-
samtheit dar, so gibt es einen kleinsten Index k, so dass

1 >1,.

Es ist nun klar, dass der natirliche Zustand nicht
erreicht wird, solange diese I\"-Generation noch aktiv
ist. D.h. es vergehen mithin mindestens n—k Jahre,
bis die gegebene Gesamtheit in eine natiirliche Gesamt-
heit dberfithrt ist. Umgekehrt kann man leicht die
Frneuerungszahlen so wihlen, dass die Uberfithrung
einer konstanten (Gesamtheit in eine natiirliche Gesamt-
heit wirklich in n—F& Jahren stattfindet. Man wihle
zu diesem Zwecke die Erneuerungszahlen in den ein- .
zelnen Jahren so, dass die jlingeren Jahrginge als die
obige kritische k-Generation nie grosser sind als die
betreffenden Zahlen [, der natirlichen Gesamtheit.
Da nach n—Fk Jahren diese Generation ausgestorben ist,
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erfilllen auf Grund unserer Bedingung alle Zahlen die
Ungleichung

(=R <71 wobei 1<C 1< m.

Zudem wurde die Anzahl des Bestandes konstant
gehalten, so dass gilt

itn—h) g ek PR L4 L= H,

Aus den obigen Ungleichungen und dieser Gleichung
folgt
IR = 1., wobei 1< 1< n.

Ziirich, den 5. Januar 1932.
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