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Mathematische Untersuchungen iiber die in unter-
jahrigen Raten zahlbaren Renten.
Von Prof. Dr. Werner Friedli, Bem.

Vorwort.

In der Fnzvklopéddie der mathematischen Wissen-
schaften weist Bohlmann darauf hin, dass den gebréuch-
lichsten Niherungsformeln der Versicherungstechnik
eine Abschiitzung des Restgliedes mangle 7).

Wir setzten uns zum Ziel, fir eine der am hiufigsten
cgebrauchten Niherungsformeln der Praxis die Berech-
nung des Restgliedes durchzufithren und damit jenem
Mangel abzuhelfen. Die vorliegende Untersuchung stellt
eine Irweiterung und Frginzung zweter im Druck er-
schienenen Arbeiten dar 2).

Dem gleichen Gegenstand 1st eine 1 Jahre 1925
erschienene Arvbeit von .J. . Steffensen gewidmet, be-
titelt «On the mathematical foundations of actuarial
science». In diesem Zusammenhang interessieren uns
die Schlussbemerkungen des Verfassers 3), welche sehr
gut dem Standpunkt entsprechen, der uns in der Be-
handlung der Frage geleitet hat:

1) Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Heft [
D 45, 5.879.

3) Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versiche-
rungsmathematiker, Heft 13 (1918) und Heft 18 (1923).

3) Siehe 7. Skandinaviske Matematikerkongres 1 Keben-
havn, den 31. August bis 4. September 1925. Kongresberetningen,
S. 342, Kebenhavn 1926.
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«I have only wanted to show that it 1s possible,
and not even difficult, to find sufficiently narrow
limits for the error in some of the approximative
formulas most frequently employed by actuaries.
There is no reason why actuarial formulas should not
be established on such a basis that 1t 1s clearly seen on
what foundation they rest, and what can be expected
of them. When much vagueness can be avoided by
comparatively little trouble, there is no justification
for taking the easler course.»

Das Problem ist von Steffensen neuerdings behandelt
worden in seinen Londoner-Vortrigen vom Jahre 1930
(Some recent researches in the theory of statistics and
actuarial science, Cambridge, University Press, p. 26 ff.).
Diese gaben unmittelbar auch den Anstoss zur Druck-
legung der vorliegenden Untersuchungen, die bereits in
einigen Arbeiten von Schillern der Berner Universitit
zitiert worden sind.

*

Um das Studium unserer Arbeit zu erleichtern, sei
auf nachstehende kurze Inhaltsitbersicht verwiesen.
Die Nédherungsformel von Woolhouse

. oom—1  u, +0
q. == a™ L i |

‘ T 9m 12m?

wurde von Poterin du Motel durch den Rest R ergéinzt,
fitr welchen er den Ausdruck gab:

1 ~ [y wtidy
. 1 3 (J_T____.’
L Be= 21— dr— ™ g
4!1m / ( ’ %—a D,

Diesem konnen wir zwel weltere Restformeln an die
Seite stellen, welche wir in Anlehnung an die Bezeich-
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nung der Restglieder der Eulerschen Summenformel als
Formeln von Seliwanoff (II) und Markoff (I1I) bezeich-

nerm:

1 R=_ 1, Z:“:”T_ I
T20m° 0 Dm o -

. _ 1 — D2

[T Bl oo . B i Gu ]

720m* D,
L)

Diese Reste haben wir aut Grund des Makehamschen
(vesetzes analvtisch dargestellt und berechnet. Eine
erste Schatzung geschah mit Hilfe des in Abschnitt V
behandelten bestimmten Integrals

1

J— [ P (1 — ™ e d,

0
das sich einerseits durch eine Rethe von P = Funktionen

z

il B) == [ e de,

anderseits mit Hilfe eines speziellen hypergeometrischen
Integrals durch eime Potenzreihe darstellen lisst. Das
Verfahren wird sowohl auf (I) als auf (1) angewendet.
Der Rest (I111) ist leicht anzugeben, ist jedoch an Neben-
bedingungen gekniipft, die nicht einfach sind.

Als Resultat ergab sich, dass der Rest I in zwei
Schranken eingeschlossen werden kann und dass er
Betrage erreicht (siehe Tabelle in Abschnitt VII), die
praktisch zu vernachlissigen sind. Damit ist die Berech-
tigung der Woolhouseschen N&herungsformel gezeigt.

Eine zweite Schitzung war notig fiir die hoheren
Alter. Sie wurde in Abschnitt VII mit Hilfe der unvoll-
stindigen Gammafunktion



Q2 k)= [ e u" T du

vorgenommmen und fihrte, abgesehen von einem Propor-
tionalitatsfaktor, auf die ndmhiche Schlussformel wie die
Markoffsche Relation (IIT), wobel sich jedoch eine
praktisch  bequemer zu handhabende Bedingungs-
gleichung als bei jener ergab. Dienumerische Auswertung
nach dieser zweiten Schitzung zeitigte das erfreuliche
Lirgebnis, dass auch fiir die hoéchsten Alter der Ab-
sterbeordnung der Rest R in der Woolhouseschen Formel
vernachldssigt werden darf.

Als Anwendung unserer Formeln ergaben sich i
IX. Abschnitt die Restformeln in den Néherungsaus-
driicken der Verbindungs- und Zeitrenten, sowie der
vollen, mittleren Lebenserwartung. Namentlich der
Spezialfall der Zeitrenten bringt eine schone Bestitiguny
der im allgemeinen Fall gefundenen Resultate, wobei
bemerkenswert 1st, dass die Restformeln I, 11, 111 alle
im wesentlichen auf das gleiche Ergebnis fuhren, ndmlich
dass in der Formel

N

2 ‘

i) ( 1 m—1 . m~ —1 Y
G = Oy = i s s ] ) e )
"l " 2m 12m? /

/

der Rest R der Ungleichung gentigt
P83 / N
Re (1! )= Log (1 -4
< = 1= ), wo 0 = Log (1 - 1)
720\ mt -
also solange der Zinsfuss 6 9%, nicht Ubersteigt:

/ A
{ \

1
R < 0,000 0000 16 (1— )
‘ m

/

< 0,000 0000 16
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1. Abschnitt.
In der Lebensversicherung spielt die vom Alter «
abhingige Funktion

Z(;lf) s ]

xT?

die Uberlebensordnung, in allen Berechnungen eine
Hauptrolle.

Solche Uberlebensordnungen sind in grosser Zahl
und fiir sehr verschiedene Gesamtheiten von Personen
aufgestellt worden. Stets aber werden die Funktions-
werte auf Grund der Methoden der mathematischen
Statistik nur far ganzzahlige Werte des Argumentes x
berechnet. Fir die Ermittlung der emnfacheren Barwerte
der Versicherungstechnik gentigen dieseWerte allerdings
vollstandig; der Mangel an Funktionswerten fiir ge-
brochene Argumentwerte macht sich jedoch fihlbar,
sobald es sich um die Berechnung der kontinuierlichen
und unterjihrigen Barwerte handelt.

Es 1st
(1)" y ‘Dr a.c — 'Dt, >+_ DJJ—I—I _;_ Dz+2 + e —'L '[)w
(.3) Lo l)x a;’" - 1—)1; _1'" D;ETlm ‘é’ D_—,;.".-,_J m “:h _1" D;,;T m_ml
3 DI:I o I).r—fl%ﬂlm T Dz;l—rzm e ])x{»I;— ”—L”;l
!
T .

| B | R 1 i | i
D Dw e Dw-rlm ha L)w-_—‘ém + ssw oF L)y_;,,. =1

m

und daher

3)... 2.,== WD,
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1 m—1 w—zx
a{nu . — ,; #L j a
- S : IAL» 3
m ]) e "
0 0
14).
( ) 1" (—a) +m—1
s . ‘D T ’*
1 ’ m
m D,

0

Der gewohnliche Barwert g ist somit bekannt, wennman
die Summe (3) kennt. deren einzelnes Glied ein Produlkt
aus zwel Funktionen ist:

(5) - D.‘L‘/ = LTW’ Z.C/

Beil der in m unterjihrigen Raten zahlbaren Rente 1,
deren Barwert theoretisch durch (4) gegeben ist, zerlegt
sich jedes solche Produkt in m weitere Produkte, die
durch den Ausdruck gegeben sind

i

6). .. D, . =v" T
T om T m

Die praktische Schwierigkeit besteht nun darin, dass wie
erwithnt, keine Funktionswerte [, fir gebrochene Ar-
gumentwerte existieren und dass dw unterjihrige Ver-
zinsung (Marchzins) meistens so bemessen ist, dass sie

g _Il' 5
nicht auf den Faktor v**7 77 ,sondernaufeinen Ausdruck

) (,‘LL)

m

fihrt, welcher von jenem etwas abweicht.

Man 1st somit gezwungen, zur Berechnung von
a zu bestimmten Annahmen zu greifen und Ndherungs-
io1meln aufzustellen. Hierfur stehen verschiedene Wege
offen:
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1. man interpoliert direkt die Funktion D . ;;

]

man interpoliert sowohl »* % als 7 ;
3. man beniitzt gewisse Reihenentwicklungen.
liin Beispiel der ersten Art bildet die wohl praktisch
am meisten benutzte Formel

L m—1
m) ___

a;c ”ﬁar——‘

2m

welche der Auffassung entspricht, dass die IFunktion
D (z) innerhalb eines Jahres z/z -+ 1 linear verlaufe.

Beispiele der zweiten Art liessen sich beliebig viele
darstellen. Wir begniigen uns mit folgenden charakte
ristischen Féllen

Absterbeordnung | .
i Lauts Marchzins ,
Variante des Jahres i im Laufe
! ‘ 1 des Jahres
’ xzfr+ 1 5
]
|
I linear . exponential
I1 linear f linear
111 exponential ~ exponential
v exponential linear

Variante I fihrt auf den vielverwendeten Ausdruck?)

i al" =oa,—p

1) Wir erwihnen folgende schweizerische Arbeiten, in welchen
diese IFormel abgeleitet bzw. angewendet wurde:

Rebstein, Witwen- und Waisenkasse der Professoren der
1. T. H., Gutachten (1899), Bericht (1906).

Moser, Untersuchungen und Materialien (1901).

Kinkelin, Gutachten iber FErrichtung einer kantonalen
Anstalt fiir Invaliden- und Altersversicherung im Kanton Glarus
(1904).

Leubin, Versicherungstechnische Orientierung (1904).

Grieshaber, Rechnungsgrundlagen (1922).
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l d ’Ul m
WOrln o = — :
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Variante 117 wirde im einfachsten Fall auf Ent-
wicklung folgender Reihe fithren

| 1N\, N\ z) _
a(m; s 3 i D . ( ] l ,,ir;; zm
S b >=] 1—dos ) o) .

Wenig Beachtung scheinen die IFdlle 1T und III
gefunden zu haben, deren Ergebnisse selten Verwendung
finden und die wir hier kurz ableiten.

Vartante 11. Bezeichnet t einen Bruchteil des Jahres,
s0 dass

so wird die Berechnung von [, zu erfolgen haben nach
der Formel

b=l —tl—1.)
— Q=D i L.
Die Berechnung von »*7' nach
¥ =10" . g, ()
=v"(r—u)v
— " (1 — di)
Folglich
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DE D =N = [0 =y N, + tr Ny | (1 —

= [ —t+#) N, —trD,] (1 —di)
= [(1 +it) N, — tr D] (I — dt)

Nes 1+ it tr] (1 — dt)
o - |(1 +it) a, —tr] (1 —at)

x

= (14 at) (1 —dt)a,—tr (1 —adt)

=1 +at)(1—dt)a, —1t(r—it)

Zt N, Ay Z
0| '17 Ty ,__2_’ e ?n:‘l Dﬂ.‘ B Hl
m m m

=m-a™

T

Hierin 1ist

A=
1 2 m—1

e el R
m m m

> = N1t —d) t—ide]

—m + (i —d) 3'2_1 _ggem=diim=—1,

tm
oder wegen © —d = 1d,

(m—1)(m 4+ 1)

6m

| ) \ Y . .
> = Zt (t’r w3 ’ltz)
e 1 |

a 2 & mesd

0

Z;: m -+ d

] 3 b
m o m m
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m—1  (2m—1)(m —1)
=r —1
2 6m

m—1  (m—1)(m + 1)
— e

2 6m
Folglich
D —1(m + 1) m—1 (m—1)(m+1)
m_ g |15q™ J - [ |
22 A [ i 6m? 2m = 6m?
oder schliesslich
@ am — am_m—l_ (m —1) (m + 1) i 4

2m 6 m? z
Handelt es sich um die Zeitrente 1, so wird

A, =1—da, =0 und daher aus (9)

) m—1

= = 05— ———, wie es bel Voraussetzung
! ' 2m

des linearen Marchzinses sein soll.

a

Variante 111. Bedeutet wiederum t einen Bruchteil
des Jahres, so setzen wir voraus
¢
l..ie=¢e " 1,

—t
v =1¢" -w

z

wobel die Konstanten C, und ¢ aus den Grenzbedin-
gungen

limes I, ,, =1,
=1

" KR, 1
limeg v® 1 == ¢p* 1
b
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sich ergeben zu O, = — Log p,
¢ = — Log v,
so dass
_ t
o l:c (px)

v = p% o
und daraus
_ o N Tt T
D, = D,(vp,) =D; "D,

Zur Bestimmung von a’" fithren wir die Summation
vorerst durch iiber ¢ fiir z = konstant und hernach tiber z.

ZDH D, Z vp,)

ﬂ'l—
0,1/'m, -

1—op,
1— (Upa:)

10) ... und 2 = _— — P
( ) un _D Z z 7n 1 —(Lp )1m']

Statt dessen kann auch geschrieben werden

1 D.—D._,
(10a) . . . a = Z z 21

z 1'm

D, m {1 — (vp,)'™]
IFiir den Fall der Zeitrente geht (10) iiber in
a(m) 1 i ; 1—w
= i —
oo | m 1 — ,Dvm
0
1=
- m (1 pV m) G
1

= ———— wie eS sein soll.
m (1 —o'™)
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Aus (10) kénnten nun eine Reihe von Niherungsformeln
hergeleitet werden. Zu diesem Zwecke konnte man aus-
gehen von der Relation

Qe + 1
1 —op, =",
' I+
=g woD<eg 1
so dass
1 —uwvp_
J e Pe

m |1 — ('z'fpf)”’”—] h m[l—(1 —z)'"

welcher Ausdruck in eine nach Potenzen von z fort-
schreitende Reihe entwickelt und alsdann in dieser Form
mit D, verkniipft werden kann, woraus durch passende
Summation sich jene Ndherungsformeln ergeben miissen.

Mit den an dritter Stelle genannten Reihenent-
wicklungen werden wir uns in dieser Arbeit eingehend
befassen. Die Reithenentwicklung hat auf die praktiseh
gegebenen Grossen Riicksicht zu nehmen und muss
eine mithelose Auswertung ermoglichen.

Verteilen sich die Ratenzahlungen gleichmissig
uber die Dauer eines Jahres, so ergibt sich der Grenz-
wert

m (w—zx) +m—1

limes am — limes ~ A —D,_, %
o m=cs [)_ m m
0
w—zr+1
! /D dt
=T o
D, .

und unter Voraussetzung eines zur x-Achse asymp-
totischen Verlaufs der Funktion D,
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oo

: _ 1 7
(11) ... limesgm 7 _—=——-—j D, di
m=co DI =
0
Der Wert dieses Integrals ergibt sich als Spezial-
fall aus den einzelnen Niherungsformeln fir .

II. Abschnitt.

In allen Féllen, in welchen far die Absterbeordnung
ein mathematisches Gesetz formuliert ist (sei es zur Aus-
gleichung der Beobachtungszahlen, sei es als Ndherung),
ist die Schwierigkeit in der Berechnung unterjéhriger
Barwerte ausgeschaltet. Wie man die Zahlen I, fir
ganzzahlige Argumentwerte kennt, sind auch die
benétigten Werte

la:+1/m! l:c+2"’m: v [z-}-i./m! v

mathematisch bestimmt, der Barwert also prézis er-
fassbar. Wéahlen wir als einfachsten Ausdruck das Dor-
moysche Gesetz fiir die Uberlebensordnung, also

l, = k&,
so ergeben sich folgende Barwerte (nachschiissig):

. __%o‘\tk(vs)”’_ vs |
“—LIJ kE(s)® 1 —ws

¢

NRACH ke (vs)t™
m_— »¢ =
“ 2 k (vs)® 1 — (vs)t/m
_ 1 7
&, = — [ (vs)*'dt
(vs) a/ ) SR
' & 3)1’"” Log 1/vs
= limes —————
Moo l —(128)1 m
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ITI. Abschnitt.

Wir vergleichen nun die bekanntesten und daher
am meisten verwendeten Naherungsformeln

am — g -+ m—1 (Simpson)
o o= 6, , Simpson) 1)
2m

o , m—1 7ﬁ_1( + &) (Woolhouse) 2
o™ =a +——-—- — —— (u oolnouse

. ‘ 2m 12m* 7 ' )

i+ 1

ai’m) B p M ,i'& . + m ‘1.7] in (1 _,Dll’m)_,ﬁl'm d (T Obq‘tto)g)
13 _—_ A4 C

z ,nLZ(]__,,.l m)? x ,mg (] — ! m)?

welche im Grenzfall tbergehen in

_ 1

(1) e a, = @, + Tz"*

- 1} -0
(2) n, =6, + — — &El,_

' 2 12

- S e
3 e G, — ———5 (IJI R—
\ T (5; 62

mit der von H. A. v. d. Belt%) stammenden Formel

_ et gt 1 q
SO . T L I D DU S 'S &
() Gy y ( F) ;1(6—1’ 2——*%‘L

. _
+ ! +‘

2—8(—¢
1) T. Simpson, Select exercices for young proficients in the
mathematics. London (1752), S.283.
?) W.S. B. Woolhouse, J.1. A. XV. London (1870), S.106.
%) R. Lobatto, Verhandl. Akad. Wetensch. Amsterdam (1) 10
(1864), S.199.
4) Archief voor de Verzek. Wetenschap 8 (1906), S. 381,
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Die letztere ist als mathematisch genauer Ausdruck des
Barwertes a, anzusprechen, sobald die Absterbeordnung
dem Makehamschen Gesetz folgt

(0] +os I, =ks®g

Hierbei bedeuten die Konstanten y, ¢, g, Parameter,
welche von den Parametern s, g, ¢ der Uberlebens-
ordnung und der Verzinsungsintensitit 6 abhangen,
nédmlich

e = IJOg c
1
q = ¢® Log —
(4a) i
1
Log ~ + 9
= 41

) Logec ™

Wie stellen sich nun die Resultate nach den ver-
schiedenen Formeln (1) bis (4) zu einander ? Wir werten
sie aus auf Grund der englischen Tafel 0Y©®, 314 9
die nach Formel (5) ausgeglichen ist. Nachstehend sind
die Ergebnisse zusammengestellt; wir bleiben beim
Alter 85 stehen, weil die Reihe (4) fiir grosse Werte von
sehr langsam konvergiert (beim Alter z = 85 waren
schon 17 Glieder der Reihe zu beriicksichtigen).



4z Relativer Fehler in bezug Absoluter Fehler in bezug

berechnet nach der Formel auf (4) auf (4)
®w [.@ e | @ . | . . . _
Simpson qu}— Loksdio | P d. hei (1) bei (2) bei (3) bei (1) bei (2) bei (3)
: house Belt

20,7986 | 20,7952 | 20,7950 | 20,7951 | 0,000 168] 0,000 004/ —0,000 005 | —0,0035| —0,0001|4 001
19,0423 | 19,0388 | 19,0384 | 19,0389 | -4-0,000 179| -—0,000 005/—0,000 026 | —0,0034| - 0,0001 |- 0,0005
16,7037 | 16,7001 | 16,6996 | 16,7003 | 4-0,000 204| —0,000 012—0,000 042 | —0,0034, - 0,0002|- 0,0007
13,7815 | 13,7774 | 13,7771 | 13,7779 | 40,000 261 | —0,000 036|—0,000 059 | —0,0036| - 0,0005 |- 0,0008
10,4527 | 10,4474 | 10,4480 | 10,4476 | 40,000 488 —0,000 019]+0,000 038 | —0,0051| -+ 0,0002|— 0,0004
7,136 | 17,1056 | 7,1086 | 17,1056 4-0,001 126| 0,000 000{+4-0,000 422 | —0,0080 t),o()()()lw(),uoss(;
42705 | 42557 | 4,2652 | 4,2552 | 40,003 360 40,000 118}40,002 350 | —0,0153 —(),()005;—0,0100
3,1570 | 38,1358 | 38,1516 | 3,1338 | --0,007 403| 0,000 638|--0,005 680 | —0,0232| —0,0020 —0,0178

¢6l
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Aus dieser Ubersicht entnehmen wir die bemerkens-
werte Tatsache, dass Formel (1) eine ziemlich rohe,
(2) eine sehr gute und (3) in den untern Altersklassen
ebenfalls eine gute, in den obern weniger gute Annihe-
rung fiir den Barwert o, (und «]") ergibt. Beschrankt
man sich auf 3 Dezimalstellen, so darf die Formel von
Woolhouse direkt als genauer Aunsdruck tiir den Barwert
angesehen werden.

Dieses Resultat stiitzt sich auf ein einziges Zahlen-
beispiel, darf also nur als ein vorldufiges betrachtet wer-
den. Es bleibt uns auf analytischem Wege zu zeigen
iibrig, dass das Ergebnis allgemeine Geltung besitzt.

IV. Abschnitt.

Um die Genauigkeit der Woolhouseschen Formel auf
analytischem Wege zu priifen, gehen wir von der Euler-
Mac Laurinschen Summenformel aus. Sie stellt eine
wichtige DBriicke zwischen Summen- und Integral-
rechnung dar und eignet sich infolgedessen vortrefflich
zur Aufsuchung einer Beziehung zwischen ¢ und «,.
Da aber die Fulersche Summenformel eine semikon-
vergente Reihe darstellt, so geniigt es nicht, eine Néhe-
rungsformel aufzustellen, sondern der zweite ebenso
wichtige Schritt besteht darin, den Grad der Naherung,
d. h. den «Rest» zu bestimmen. Angeregt durch die
Bemerkung von Bohlmann ') «Diesen simtlichen Nahe-.
rungsformeln mangelt jedoch eine Abschétzung des Rest-
gliedes. Der Praktiker beurteilt die Giite der Anndhe-
rung dadurch, wie die verschiedenen Néherungsformeln
unter einander ibereinstimmen» hat Poterin du Motel 2)
als erster einen Ausdruck fir den Rest der Woolhouse-

1) Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften I, D 45,
S. 879.
2) Encycl. sciences math. I. 4, 4, p. 527.
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schen Formel aufgestellt, den wirunseren Untersuchungen
zugrunde legen wollen. Diesem allgemeinen Restaus-
druck lassen sich zwei weitere an die Seite stellen, nim-
lich, wenn die Woolhousesche Formel geschrieben wird

_ 1 1
oy (m) I =] )
1 ... a,=o0; 5 1om? (n, + 0) + R,
"*: W), (Poterin d
21 g2 (e d—) ermm du
= 41m? t 4= -~ Motel)
o DW .
R %) o et
- T20 W D,
0
1 — DY
R=y— s s ,0< y <1

9] 4
(20 m* D,

wobel fiir alle Werte 0 < 2 < oo stets gleichzeitig
gelten miissen

DY > O] DY < 0'[
- oder aber (1L @)
und D > OJ DR < OJ

Die Formel II erhielten wir durch Anwendung der spe-
ziellen Restformel fiir die Eulersche Summenformel,
wie sie D. Seliwanoff gegeben hat 1), Formel (III) mit
1thren Bedingungsgleichungen aus dem von A. 4. Mar-
koff ?) stammenden Restausdruck. Die letzte Restformel
hat von den drei Ausdricken die einfachste Gestalt,
die Schwierigkeiten ihrer Anwendung liegen in den
Bedingungsgleichungen III a.

1) Differenzenrechnung, Leipzig (1904), S.57 (14).
) Differenzenrechnung, Leipzig (1896), S.120 (21).
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Zur Herleitung von (1) gehen wir aus von der von
Markoff gegebenen Form der HKulerschen Formel 1),
wobei wir jedoch die Grenzen der Summe in der ge-
wohnten Schreibweise angeben:

(2) s ?f (@) +f(e+h)+fle+2h)+ ... +f0b—h)
§ 2
= [ 1)+ 4, (f ¢) —f (@)
e e
Ay B (5 — )
+ R,
& f(x+h—z
(2a) ... R=— / @, (2) Z YT ) dz, wom > 2
dz
== === [qoira ("’) m+h—z _’_fé:zni?—‘zh—z) + fb—z)) T
Hierin 1st
oM y h Zm——l | " hz Zm—? N + A hzm—l
(pm(z)—";n_! T =1 T fm—g)! ' Ca T

welche Funktion im Falle h = 1 Bernowllische Funktion
mten Grades heisst. Die Koeffizienten haben die Werte

A, = 1/12 4, = —1/720

1) Differenzenrechnung, 5. 112,



Ay = "l A, =
1
Ay = —— Usw.
30240

Um die Formel unsern Zwecken dienstbar zu
machen, multiplizieren wir sie mit h, ersetzen R h = — R
und fithren eine Laufzahl « ein.

= m—2

®).. hme>/W@m+'7AM"‘“#fkﬂ
a, a-ihb:_ht a=0
worin
g | S‘ - dz
=t b/ b (Z)a, a;—h,;gi. ..b—h f\m) T - Z) ﬁ h

Wir substituleren z = h#, so dass wegen
(pm (ht) = h,n QTH (t)

1
" (86)... R=R"1 / @, ) - Zrc ™ (z 4 h—ht) dt
0

a, a+h, a--2h,...b—h

worin

t) = " + 4 I A ¢
gpm(‘) ~ m! < m— T e e + —1 “f!_

Zur Vereinfachung setzen wir 1 —¢=1,, so dass

¢
Re=—i [gi—t) Do " (z+hiyds
1

a,a+h...b—h

1
— gt / g, (1 —1) Zx f™ (& + ht) dt

0 a, ath...b—h
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Nun gilt nach Seluwanoff 1)
fiir gerades m: ¢, (1 —1{) = o, (1)
fiir ungerades m: ¢, (1 —1t) = — @, (i),

also bei gleichzeitiger Ersetzung des Parameters m durch
r und Einfithrung einer Laufzahl n:

b—a
! . :
(4a)... R=Hw"" /{7", N, f7(at+nh-ht)dt, wen
AP,
r gerade.
b—a
F oo '
(4b)... R = —h™! /m,(t)Zn {7 (a-+nh-+ht)dt, wenn
0 0
r ungerade.
* " ¥

Setzt man an Stelle von m in (3) ebenfalls r und
alsdann auf unseren Fall angewendet:

f(z) = D (z) = v* I(a)

|
h=—

m
da=21z
b =
r =4

1) Differenzenrechnung.



so geht (3) iber in

oo =2 141
1 O , .
—— 1'.3 . == P r\ﬂ) —_— \’4} _ R
m >T D(F'?-’:;) J w8 I Z A ( m ) (D —P) — &
Setzen wir nun voraus, dass
D (o) = D' (s) = D' () = 0
und dividieren mit D (z), so kommt
?Dk +ﬂ) - it
() ,. (o e (z\,
- Z d“’_ZAa 1( ) i S ——
m D (z) D (z) m D, Dy

Wir losen nach dem Integral auf, ersetzen den Rest
kurzerhand durch R, dann kommt

1 1 D (a)

¢ ¢ +§rﬁ 12m® D (z)

1R

— 1 w -+ 0
5 a, =" 4+ — "5 - LR
(5) “ ¢ 2m 12m:
wobei wegen (4a):
5 1 (‘ﬂ A
- 1 o 4 % (’ﬁ—'— A= )
B = m—) @, (t 2 dt oder
(m ) [ ) 5
0 n=0 &
; D
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Im Spezialfall m =1 folgt:

(6) : n 1 Hy + 0 LR
= (b —_—
e = 2 12
1, LNy DY
(6a) B =— [2(1—n? Yol g
4! . ()

und durch Elimination von @, aus (5) und (6):

M) ap ma, L s =R
[, = [, _ — I
l ( om 12m> (a1

Dies 1st die eigentliche Formel von Woolhouse, erginzt
jedoch durch den Restausdruck, der analytisch erfasst
ist und einer genauen Untersuchung unterworfen werden
kann.

Nach Selwanoff kann nun das Restglied zu (3)
in der Form dargestellt werden:

] K 2K 2K (2K)
—R =A2Kh2 A (ﬁ;—} ) +fa—{—)h—f ----- + frb—hL h)

b—u
A

= A, }LZK“Zn fl2

(a+nh-+ch)

0

worin ¢ eine unbestimmte Grosse 0 << ¢ << 1 bedeutet.
Setzen wir hierin K = 2 und fithren im brigen die
gleichen Substitutionen durch wie oben, so erhalten wir
an Stelle von (5 @) die einfachere Restformel:

=]

(8) Rt e




SR |1

Ferner lautet der von Markoff!) angegebene Aus-
druck fiir den Rest

—RB=04,; h (f%’f—ll _ f&;’@—l))’

wobel 0 < 8 < 1. Vorausgesetzt 1st, dass fir alle Werte
von z zwischen a und b besténdig

(2K
f(z) ) b 0 \

2K +2

<0
und f2F7¥ >0 l

oder bestindig e :
féz)x ) < 0 ]

Auf unsern Fall zugespitzt ergibt dies die weitere
Restformel
I
720m* D

\L)

(9)... R=6

wobel 0 < 0 < 1 und vorauszusetzen 1st, dass fur alle
Werte von z zwischen 2 und o< stets gleichzeitig D} > 0
und D > 0, oder aber

DW¥ (z) < 0 und D¥ (2) < 0

V. Abschnitt.
Wir betrachten das Integral

i
... Ja/ﬂ*u—wwﬂwm
, b

in welchem wir m und n endlich und zwar n >1, m >1,
ferner ix} < 1 voraussetzen wollen. Es stellt eine Er-
welterung des Binetschen Integrals

1) Differenzenrechnung, S.120, Formel 21. Wir haben noch den
Faktor h zu beriicksichtigen.
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1
B = f £ (1 —ym dt
0

dar.
Fithren wir die Substitution ein 2t = 2z, so kommt

T

1
of = ”iﬁfz"_l (2 —2)" e * da.
0

i

Entwickeln wir das Binom im Integranden und
integrieren hernach gliedweise (was wegen der Voraus-
setzung eines endlichen m gestattet ist), so folgt

T : .
1 ‘m
J = mw/ 2 le? a:’”—(] "z 4

0

/Wl'\ m—2 2 m /m\ 0,.m
i (2):1' P N (m)as 2 )dz
1 m ’ n—1 ,—z l’)l\ m—1 ’ n 2
J=——oH/uz /z e (Zz—(l). /ze dz +
v 0 0
/'m m—2 %,.,'n-.l-l —2 7, 1 L (__1\ym /,’n.f m-+n—1 ,—z
—{—(2) l-]/ e fdzt ... (—1) (\m_‘,) e dz)
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Das Integral .J stellt sich also dar als eine im Parameter
um die Einheit fortschreifende Summe von Funktionen
von der Form

P2, a) = / 21 g0 s
0
also von Funktionen, welche mit den sogenannten un-
vollstindigen Gammafunktionen P die dussere Form ge-
meinsam haben, jedoch einer anderen Funktionsklasse
angehoren 1). (Bei der unvollstindigen Gammafunktion
1st  Parameter, n Argument, hier ist n Parameter und
die obere Integralgrenze Argument.)

Das némliche Integral .J kann nun auch mit Hilfe
einer speziellen hypergeometrischen Reihe berechnet
werden. Wir entwickeln im Integralausdruck (1) die
Exponentialfunktion wiederum in die bekannte (absolut
konvergente) Potenzreihe, welche wir wie folgt schreiben

9

s 2P af attty.  ab
"= (1 —af) + 27(_1—3) I (1——0;/)+.
B °°_ 1 S | af *
- Z @yt R 1)
folglich wird
- a;f — ' T \

Die damit durchgefﬁhrte Umordnung der Glieder und
Vertauschung von Integration und Summation (glied-
weise Integration) sind gestattet, weil wir es mit einer
gleichméssig konvergenten Reihe zu tun haben.

1) Wir haben sie zum Unterschied von jenen anliisslich eines
Vortrages in der Mathematischen Vereinigung Bern als Nielsen-
Funktionen bezeichnet.
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Bezeichnet man mit F («. f, y, 2) die allgemeine
hypergeometrische Reihe

% p o(x+1)B(p+1) 2"

€T
TR TN TR TR

( ﬁ/’_”): +

41
/

wo x| < 1 vorausgesetzt ist, so gilt fir das hyper-
geometrische Integral

1
: r A
/ 1 =ty (1 —at) " dt = ) () b )F(a,ﬂ,;uw

0

E(p)>1
l vorausgesetzt werden muss.

R(;’—ﬁ)>ll

wobei

Frsetzen wir 2 durch , worin & << 1 und daher

y + 1
um so mehr
x
1,
2v + 1
ferner o =—1
f=2v+n

so kommt

/ rr

T
Fl—1,2y+n,2v+m+n+1, ——
( s I T 2y + 1,.)

1 T t\ dt_F(2v+n)F(m+I)
( 2?—{—1) MF(Q)'+m+n+1'
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Ist o oder f eine negative ganze Zahl, so geht die Reihe
F (a, B, y, ) in eine ganze rationale Funktion iiber,
in unserem Fall

F (_ 2y +n, 2y —}—m%—n—%—],—jﬂf»-r , ) =14 Iﬁ !

2741 y 2v+4+1
g P 2
Ty 291
i 2v +n T

- 2y Lm4+n+12y 4 1

folglich

fl'_ 2y +n—1)!m! (1 2y +n T )
6/ @y +m4+n! T 2y tmAtn+12y+1

und somit

Y=o

J=mfZ((2"+""“‘])i 2y @rim! 2 1)

@r+m+n!@nN! @v+mtnt+1)! (1))

v=0

was einfacher geschrieben werden kann wie folgt:

, +n—10)1 o
v+m+n! vl

6 J=m!) (1)

0

oder anders dargestellt:

(=1 Tn4)
v! T'm+n+v+1)

(5a) J=TI(m+ 1)

0
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Die Reihe (5) bzw. (5 @) konvergiert fiir jeden endlichen

. T
Limes r+1

y=0o0

== {}.

Wert von z, denn

»

Damit haben wir zwischen der in (2) angegebenen Summe
von P-Funktionen und der Gammafunktion folgende
Relation gefunden:

X 7

1 N m
- (— 7 )n—l'. _

B NV (=) T+ .
_F(”“Ll); v Tmtntr+1)

Sie ist durch unsere Ableitung nur fiir # << 1und endliche,
ganzzahlige Werte von m und n bewiesen. Ferner
handelt es sich ausschliesslich um reelle Gréssen.

VI. Abschnitt.

Wir kénnen nun daran gehen, die in Abschnitt IV
aufgestellten Restformeln I, II und IIl auszuwerten
bzw. den Rest R abzuschitzen. Wir setzen voraus, dass
die Absterbeordnung dem Makehamschen (esetze folge,
dass also

I(z) = ks®¢**
und D(z) = k(vs)* ¢

Ferner wird

1 1
p, = Log — + ¢® Log ¢ Log —
8 g

10
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1
Log — + 0

Log ¢

und p, + 0 = + ¢ Log i Loge

setzen wir abkurzend

1
Log — + 0
s
K=——
... Log ¢
1
A(z) = ¢* Log —
9
s0 wird
p, +o=[—K + A(z)] Log ¢
y = A(z) (Log =
(9). 4“: (z) (Log ¢)
p, = A(x) (Logc)®
W' = 2(@) (Log o)*
* *
*

Um die in unseren Restformeln auftretenden hohe-
ren Ableitungen der Funktion D (z) zu bilden, empfiehlt
es sich, die von Prof. Dr. Ch. Moser 1) eingefithrten
«Nebenfunktionen» oder Sekundérfunktionen anzu-
wenden, weil sie ohne weiteres auf die Intensititen der
Sterblichkeit und Verzinsung, also auf bekannte Grossen
fihren.

Nach der bekannten Definition ist

)
f(.r)

1) Vorlesungen an der Universitit Bern, S.-S. 1916.

p(z) =
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oder unter Weglassung des Arguments

—f'=fnp
hieraus —f=fut+uf
=f(u —p?)
/ d
=1 )

. d . . :
worlin In — w1 als Operationszeichen aufzufassen ist.
¥

Analog ist

Allgemein 1ist

=g =) ()

d )nfl
- f(% - ! Ju"

wobeil symbolisch angedeutet ist, dass die Operation

' d
(— — )nach und nach (n—1) mal angewendet werden

dz
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soll. Moser bezeichnet als nte Nebenfunktion von f(z)
den Ausdruck

(3) Ay, = (i == ‘u")“ s
\dzx )

so dass

(4) f = 1(— d,_)

in Worten:

«Die nte Ableitung der urspriinglichen Funktion
wird erhalten, indem man die urspriingliche Funktion
mit der negativen Sekundirfunktion (n — 1)ter Ord-
nung multipliziert.»

In unserm Fall ist die urspringliche Funktion

folglich
g =0+ u,
woo=

(O) o n n
=g
M’ 11 sy ‘Lﬂ;l r ,

wo u die Intensitiatsfunktion von D (z), u, die Sterblich-
keitsintensitat darstellt.
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Die 4. Ableitung ist

(6)...Dig=D (z) (— 4s)

o)) )

Nun ist wegen

= (L)
n—(diﬁ—/ n—1»

A =p —p
Ap=p' — 3 pu' + p°
Ag= " —dp’ + 6 p® ' —B(u)? —
in unserem Fall wegen (5):
Ay = py —4 (1, 4 6) py + 6 (, + 0) ,—3 .2 — (1, + 6)*
so dass wegen (6):
(7). D =D(@)(—p," +4 (. +0) pr;—6 (s, 46) sy +-3 124 (e, +6)’)

Im Fall des Makehamschen Gesetzes gilt wegen (2), wenn
gleichzeitig nach Potenzen von 1 (z) geordnet wird:

(8).. D =D (2) (Logo)* (x + B4, +7 22+ dA2 + 22)
Die Koeffizienten haben folgende Werte:

o == K"

f=K'*—({1 + Ky

| y=14+601+ Ky

d=—2(3 4+ 2K)
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und gehorchen wegen — 1 << K <C 0 den Ungleichungen

O<a< +1
—1l<fg<+1
Fl<y < +7

(80)

—b6<d<—2

|
Nun gilt wegen (1) allgemein:

9).. Az +h)= - i(z)

und daher |

D, =D 5 (Loge) (a+p2,+y 22 +-d A3 ™ +-A2c™)

so dass

4)

D ; ,
(10}, - —g—ﬂ = (Logc)* e’z (vs)" e (a+pA, "+
()

+y A2 d 23 P At o™
oder abgekiirzt:
D@

(11).. 1(;*”“ — (Log ¢)* é*= (vs)" f (z, h)
()

wobel

(11a).. f(z, h)=e~" (a+B 4, I+ 2P +d A ™+ aie™)

Ersetzt man in (11) und (11 @) den Parameter & durch
b — n -+t
m

, so nimmt die Restformel I die Form an:

Logo) , [, - S
(12) Rz( 4‘;,”:5) e’z 6[ 2 (1—1)® (vs) Z (vs)™ f(z, m, t) dt
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Hier setzt nun die Schitzung ein. Setzen wir abkiirzend

n+t
(13) m

m
e =wu

g0 wird
(14) f(z,n, )=f(w)=¢ " (a+putyw'+du'+u')

und da die Koeffizienten der ganzen rationalen Funktion
im der Klammer den Ungleichungen (8 b) geniigen, so
gilt fur jeden positiven, endlichen Wert von

e (0—u—+w—6%° +u') <fluw)<e ™ (1 +ut+Tu—2u’ +u')
oder

S 1—ut-6ut—a 1+u+7u—2u° -t

1 —< f(u) < 4!
36 (q;+l>+18fu.—|—6 W

folglich
— 36 < f(u) < 4!
oder
3 f ()
15 —_——<—< 1
1) 2 = 4! =
Aus (15) folgt sofort
3, o L&y, o i
——E (vs)" < — D (v5)" f(2,m, ) < O (vS)
0 0 0

und wegen

0 <rvs< 1

EIERTTESTT R T



welter
3 1 _ 1~ : )gj—f( » 1

_ e ———— < En vs)” f(x,n, _
2 l (1’8)1m -i - ]—"(’US)U”L

Nach einem bekannten Satze tiber bestimmte Integrale
gelten daher die Ungleichungen:

3 Log o)* Lo 1 .
(16). _5 Dc)r_ng<:R<: _( gc)y da
2 m° (1 —(Sl‘:) m) me (1 . (S'U) m)
worin
1 L
(16a) J = [ &{1—t)?(vs)" dt
0
. 1
Setzen wir ¢ = Log—
V8
, 1
(17).. oder e =0 + Log—,
s
g0 wird
1

J= [ #1—t e udt
0
Der Wert dieses Integrals ergibt sich aus 17, (5) fir
&

n=3939, m=2, x=—:
m

D, Y e
(18) J = 2! FJ)EZZ?E« J .

m
0 N
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Diese Reihe konvergiert fiir jeden endlichen Wert — und
m

ist wegen 1hrer raschen Konvergenz zur numerischen
Berechnung des Integrals .JJ geeignet.

—1) v+ 2)! 5!
(19).. Setzen wir 4, = (=1 +2) 5 .

so lauten unsere Ungleichungen zur Abschitzung des
Restes:

/

s &y
SN (—)
- m 1 /

1 (Log ¢\, ™, Tog ¢
20‘ . - — D _) e/., goiifj,* R '__,(_____) . O ; —
(20) 20 ( m m(l—e ™) 55 30\ om m(l—e ™)

Diese Formel eignet sich sehr gut zurraschen Abschitzung
des Restgliedes der Woolhouseschen Formel. Wir haben
sie denn auch zur numerischen Berechnung des Restes
(Abschnitt VII) benutzt. Die Reihe im Zéhler konver-
glert noch rascher als die Exponentialreihe, so dass
infolge des der Summe vorangehenden numerisch kleinen
Faktors nur wenige Glieder der Reihe zu berechnen
sind.

Lediglich der Vollstindigkeit halber sei noch er-
wihnt, dass es gelingt, in (20) die Division der beiden
unendlichen Reihen auszufithren und eine nach Potenzen

oo / v
&
A s
4 Z Y\ m
by 0

€ ; : . :
von — fortschreitende Reihe zu finden, welche innerhalb
m

eines gewissen Konvergenzkreises um 0 konvergiert.

Wir setzen abkiirzend

(21) ;‘;— = z, sodass der Quotient in (20) lautet:



In (22) bedeuten die C, die Koeffizienten der gewohn-
lichen Exponentialreihe, wihrend die B, die Koeffi-
zienten in der Reihenentwicklung von Euler

2 B, B, B

B)
— 254 e Et L.l
e’ —1 1! o1 u!

also die sogenannten Bernoullischen Zahlen bedeuten.
Fihrt man in (22) die gliedweise Multiplikation der drei
gleichmiissig konvergierenden unendlichen Reihen durch,
so gelangt man auf eine Reihe von der Form:

o0

o L 8 X, . 1f 1 32+ 12
9gy L P s
(28) T e e 144" a( 3721 ' 2.5.7 4!
5 ZG —I— \)
2.3.7.11 6! .

deren Glieder sehr rasch abnehmen. Von einer eingehen-
den Untersuchung der Reithe wurde jedoch abgesehen.

Unter Beniitzung einer unbestimmten Grosse
0 < ¢ < 1 kann man nun (20) auf die Form bringen:

L T A
( )t ._g' m ) 20\ 42m® " 1680m* 66528 m>
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Die Durchfithrung des Verfahrens ist auch bei der
«Seliwanoffschen Restformel» I1I mdglich. Es ergibt
sich

3  (vs)™ (Loge)' | vsF™  (Loge)* |
3 (ogg' g (s (Legd)'
2 1—(vs)' ™ 30m° 1—(ws)'™  30m°

oder mit Benuitzung einer weitern unbestimmten Grosse ¢’

. (5™ (Loge)*
ﬁe'$

20) v RY = .
(2) T 1—ws)'™ 20m?

b

worin 0 < ¢ <1 und 0 < ¢ < 1.
*k E

%

Die Durchfithrung der Berechnung von R nach der
Markoffschen Formel fihrt auf die einfache Schluss-
formel:

(Logec)® .
(P + 4, (1302,

(26) B"= 0

1))

wo 0 <0< 1 und K = -

oo e (vgl.1). Sieistnurgiiltig,
- te)

wenn D und D stets gleichzeitig positiv (bzw.
negativ) bleiben oder anders ausgedrickt: Die Rest-
formel (26) ist gultig fiir alle Alter z, fur welche die
Moserschen Nebenfunktionen

As und A

angewendet auf D, fiir alle Werte z zwischen z und =
dasselbe Vorzeichen aufweisen.
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VII. Abschnitt.

Bezeichnen wir mit ', . den Ausdruck

()
(m)

\N Y

s >
(1) - 1 ( Logc)‘“’?J Ly
T30\ m m(l—e M)’

s0 konnen wir den Rest R der durch Poterin du Motel
erginzten Formel von Woolhouse IV (1) fiir einen be-
stimmten Wert des technischen Zinsfusses in folgende
zwel Schranken einschliessen:

s E pa g i
(2) - 1-‘ I F(m) e"\®) < R{m, ) T~ i [m) e*(z)

Der Rest wird also um so grosser ausfallen, je hoher
das Alter z ist, dagegen um so kleiner, je grosser die
Zahl m der Ratenzahlungen ist.

Halten wir uns an das frither behandelte Beispiel,
die Tafel 0M®, 314 90), so gewinnen wir folgende
Ubersicht :

1
¢ = Log—— - 0 =0, 040 29004
S

m Fo
1 0,000 0438 006
2 0,000 0027 376
4 0,000 0001 711
12 0,000 0000 021
oo 0,000 0000 000

Widmen wir uns vorerst dem Spezialfall m = 1. Fur die
nachstehend angegebenen Argumentwerte ist der Rest
R (1, z) in folgende 2 Schranken eingeschlossen:
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Ra, oz ;
T 6’“1 = “— e “v—“—i
untere Schranke obere Schranke

(negativ) (positiv) |
20 | 1,006 989 | 0,0000 6616 0,0000 4411
| 30 | 1,017 242 0000 6684 0000 4456
|40 | 1,042856 | 00006852 0000 4568

50 | 1,108 499 0000 7282 0000 4855 1
60 | 1,287 694 0000 8460 0000 5640
70 1 1,860 194 0001 2222 0000 8148
80 | 4,588 674 0003 0148 0002 0099
90 | 42,09687 0027 6581 ‘ 0018 4387
100 | 9706,3463 6377 1616 ! 4251 4411

Der Rest bleibt also nach dieser Berechnung bis
fast zum Alter 70 unter dem Betrag 0,0001 und beriihrt
infolgedessen die 4. Dezimalstelle im Rentenbarwert
nicht. Wenn man also vorldufig von den.héchsten Altern
der Absterbeordnung absieht, so muss die gewoéhnliche
Formel ohne Restglied als praktisch genauer Ausdruck
des Barwertes «, angesehen werden.

Vergleichen wir das Frgebnis mit dem in Abschnitt
1IT gefundenen Resultat, so erkennen wir, dass die dort
angegebenen Differenzen (Tabelle, Absoluter Iehler
bei (2) in bezug auf (4)) tiber unsere theoretische Iehler-
grenze R (1, z) hinausgehen. Es riihrt dies davon her,
dass die in jener Tabelle enthaltenen, fiir die Formel von
Woolhouse geltenden Barwerte auf Grund der Commu-
tationswerte berechnet wurden, also einer fiir praktische
Ziwecke hergestellten Tabelle. Dabei wurden die Zahlen

[, ausgehend von [, = 107 324, sowie D, und N,
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ohne Dezimalstellen nach dem Komma angegeben und
verwendet (abgesehen von den hohern Altern). Jene
Tafeln sind, einem rein praktischen Zwecke dienend, auf
elnen moglichst geringen Zahlenumfang gestellt, wihrend
die der Makehamschen Funktion [, = ks” ¢°"  ent-
sprechenden Zahlenwerte, wie sie in unsern Formeln zum
Ausdruck kommen, solche «absoluter Genauigkeit» sind.

Diese Verschiedenheit der Grundzahlen — eine
Mustration zu den Begriffen Approximations- und
Prazisionsmathematik — bedingt die Abweichung in

den Ergebnissen. Stellen wir uns zum Schluss auf den
Boden der Praxis, der Approximation, so muss die
Ubereinstimmung der Resultate beider Methoden als
durchaus befriedigend bezeichnet werden.

Wir wenden uns nun wieder dem allgemeinen Fall
za und berechnen den Wert der obern Schranke
von R (m, z) fiar die verschiedenen, in der Praxis vor-
kommenden Fille m = 2, 4 und 12 und verschiedene
Werte von z. Die untere Schranke ergibt sich durch
Multiplikation der nachstehenden Zahlwerte mit dem
Faktor — 1,5.

Obere Schranke von I (m, z): ¢ F(m)

. |
m = 2 i m=4 ; m = 12

20 | 0,000 00276 0,000 00017 0,000 00000 (2)
30 | 00000278 00000017 = 000 00000 (2)
| 40| 00000285 00000018 000 00000 (2)
50 | 00000303 00000019 | 000 00000 (2)
60 | 00000853 00000022 = 000 00000 (3)
70 | 00000509 00000082 000 00000 (4)
80| 00001256 00000079 000 00001
90| 00011525 . 00000720 000 00089

100 | 0,026 5723b | 0,001 66079 = 000 20504
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Sowohl der Rest R, , als auch R, erreichen
somit, von den hochsten Altern abgesehen, so kleine
Betrige, dass sie praktisch zu vernachlissigen sind.
Umsomehr gilt dies von der Differenz

R(1,z) — R(m, z)
so dass die gewohnliche Formel von Woolhouse

m — 1 m* —1 ‘
T - (JMJT + O)'

oIm 12m?

m) |
r — G, T

e

i welcher R (1, z) — R (m, z) = 0 gesetzt ist, 1hre volle
Berechtigung hat. Es ist lediglich eine Spezialunter-
suchung fiir grosse Werte von x (also die obersten Alters-
stufen) notig. Diese ist im folgenden Abschnitte durch-
getiihrt.

Wir stellen fest, dass fitr m = 12 die obere und untere
Schranke von R (m, z) kleiner ist als 107" Ls qult also
die Gleichung

1 p,+ 0
24 123

fiir alle x < 80 mat derselben Genawigkeit, mit welcher
der Logarithmus ewner Zahl aus ewner §-stellygen Logarith-
mentafel entnommen werden kEann.

VIII. Abschnitt.

Zur Abschidtzung des Restgliedes R (m, x) fiir grosse
Werte von © gehen wir aus von VI (12), indem wir zur
Abkiirzung setzen:

I oo

1
(1) .. y= /t2(1 — % (vs)" Z (vs)" ™ f(z, m, t)di
0

0



so dass
; (Logo)*
(2). R('ﬁl,ﬂ?)ims—er'y

Im Integral y kénnen Summation und Integration
vertauscht werden. Alsdann substituieren wir:

n ’-i
3) ... A,¢™ =u, Grenzen: {1 | u
0 ) Gn m
] ‘ /" cn%lm
so dass
n -+t 1 U
= Log —
m Loge )
1/ o 3
fi e (m Log — —n Log c)
Log ¢ A /
m du
e
Logec wu
ferner

4) flz,n, b) = e (a0 + Bu+ yu’ + du’ + u') = f ()

Somit geht das Integral y iiber in
n-+1'm

(m Log - ———nLog ) ((n+ 1) Loge—

ni=oco iC

A

nm

9 (Log % + !5) (Log v — Log %)

= d
—m Log _;?) e Loge . f (:u) _’I:L_
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oder unter Beniitzung des Parameters

Y
Mn.lm

mATF / u be
e - - n “ L G e _.___L o L __
Iy (Logc)"zoi L/m \m 0g 7 og C,) ((n+1) ogc

\

—m Log Tu) W (u) du

oder
Wll_* &6 @n+rm
(5) ... y:(IJ—tagc)"’Ei{,?:f;' () " f () du

wo wir die Abkiirzung
N2/

(6} (v wiw) = ((fm Log ? — n Log c)d((n+1)Logc~

3

3\

—m Log %)d

/7

eingefitlhrt haben. Letztere Funktion dient uns zur
Schétzung des Integrals. Es gilt wegen ¢ > 1

n n+1
Ac™ < w << A"

i 41
somit g% <f T < "
n U n+1
und — Log ¢ < Log— < — Loge
m A m

11
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_ 2%
n Log ¢ << m Log o < (n+ 1) Log e,

woraus einerseits:

u
0 < m Log T n Log ¢ << Log ¢;

anderseits:

u
—nloge>—mlog— >—(n+1)Loge

u
lLoge > (n 4+ 1) Loge—m Liog — > 0
A

also
/ 7 N\ 2 ] )
0 < (m Log — — n Loge¢ ) < (Log ¢)7;

3

, w \2 ,
0 < ( (n + 1) Log ¢ — m Log j) < (Loge)®

so dass lings des ganzen Integrationsweges gilt
(ba) ... 0 < w(u) < (Log ¢)'.

Bezeichnet also & einen positiven, echten Bruch, so ailt
folgende (ileichung

n+1
ic™
(7 ... f" () W f () du = & (Log ¢)*-
:«c?
n+1
o

- / oW (u) du

st
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vorausgesetzt, dass auf dem ganzen Wege bestindig
(8) W f (w) > 0,
dass also die Funktion
W () = e (0 - fu oy - dud - ud)

auf dem ganzen Integrationsweg keine Wurzel aufweist.

Im Integral (7) ist nun der Integrand von der Lauf-
zahl n unabhdngig, so dass sich ergibt, symbolisch ge-
schrieben:

n-+1
n=co icM ielim L2 m ic3m )
NS / L / 1+ / f
n = — T e e e :/
né?; /C? i0m fel/m ie2m H
und daher aus (4), (5) und (7)
IFm P
(9] «e» Yy =&——- [u"“’ f(w) du
Logec

ok /o

mA )

e ( o f W e du
Log ¢

/.

o0

+ B fu"-e““ du
7
<

+ / W e v du
/.

o2

4 d / e du
/
-

\

e [u"*se’“ du)

.
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oder unter Beniitzung der Definitionsgleichung

oo

(10) . . QL) = [w e du
) ma*

(11) .. y=¢§ (@ (4, F)
Logec

+EQULE+T)
QG E 4 2)
+dQ (1% + 3)

+ QA k+4)

womit wir das gesuchte Integral durch eine Folge von
unvollstindigen Gammafunktionen ausgedriickt haben.

Fiir die unvollstindigen Gammafunktionen gleichen
Parameters gilt die Rekursionsformel

QA Kk +1) =kQ (k) + e Ak

Thre Anwendung fithrt bei Gleichung (11), deren
Koeffizienten «, 8, y, d nach unsern Feststellungen in
Abschnitt VI lediglich von k abhangen, auf einen
Ausdruck von folgender Form:

mAi ; i W
y= &5 —— QAR g (k) + e 2 gy (R)
ogc
so dass
(Log ¢)* [ & A" @, (k)
12)...R=¢ A, k) @y (k) +
(12) 4”#(L%C@< ) @ () L%c)



oder
(Logo)* ([~ @ (k) )

( . — " k ’
(126) .. B =¢ 4! m! (ax P (k) + Log ¢ .
denn es gilt1):

_ e A F

), == = (A, K

U Q4 k)

Die Durchfithrung der angedeuteten Reehnung;fiihrt.
auf die Werte

(18) ... ¢, (k) =0
@ () = (A —k)P + A (1—3 (2 —F))
so dass schliesslich

(Loge)®

4! mt

(14)... R(m,z) =¢& (AT +4,(1—8 (—K)))-

wo 0 < &£E< 1

Die Ableitung ist giiltig fiir jene Werte von A,
und %, fiir welche die Bedingung (8) erfiillt ist, welche
wiederum aequivalent ist mit

(15) ... o+ fu-t+yud+dud +ut>0

Da diese Bedingung auf dem ganzen Integrations-
weg erfiilllt sein muss, so kann sie auch so formuliert
werden. Bedeutet wu, die grosste positive Wurzel der
Gleichung vierten Grades w' + du® + yu* + fu + «
=0, =0 1st unsere Ableitung giiltig fiir alle jene Werte
von 4 (z), welche grosser als u, sind. Nun sind die
Koeffizienten «, f§, y, d ihrerseits vom Parameter k
abhéingig, so dass die Bestimmung der gréssten positiven
Wurzel 4, auf etwelche Schwierigkeiten stosst.

1) Vgl. hiezu unsere Arbeit: Mitteilungen Schweizerischer
Versicherungsmathematiker, Heft 13 (1918), S.169.
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Bs lasst sich jedoch zeigen, dass |4 + 1 eine obere
Grenze der positiven reellen Wurzeln darstellt und daher
unser Ausdruck (14) gilltig ist fiir alle Werte von z, fir
welche

A, =T+ 4k.

Die Ableitung gilt also in unserem Fall mindestens
fir alle > 95 und die Restformel (14) ergibt folgende
spezielle Werte:

1
- R (m, x) |

8
e

W =1 W =4 I m = 4 \ m — 12

|
0,0000 000 |
0.0000 000

95 10,0001 468 | 0,0000 092 i 0,0000 006
100 10,0006 405 | 0,0000 400 1 0,0000 026

Wir schliessen daraus, dass awch fir die hichsten
Alter der Absterbeordnung die Formel von Woolhouse
die Barwerte a, und o)} sehr genaw wiedergibt, dass man
also den Rest R vernachldssigen darf.

Wir weisen darauf hin, dass unsere Restformel
(14) — abgesehen von einem Proportionalitdatsfaktor
— mit der auf Grund der Markoffschen Restformel ab-
geleiteten Schranke VI (26) i1dentisch ist, wobel es uns
gelungen 1st, fir ihre (iiltigkeit eine handlichere Be-
dingung aufzustellen.

IX. Abschnitt.

Wir behandeln nunmehr als Anwendung unserer
Resultate einige Spezialfille.

1. Im Spezialfall g= 1 (Dormoysches (Gesetz) ergibt
sich statt einer Ungleichung eine Gleichung fiir den
Rest R, indem 4 (z) = 0 und daher
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(’Log % Je ay

flu) = o = — oz o , so dass
tel

Ol
() Bt = 720m ( - —e M ZO‘A( )

2. Verbindungsrenten. Ist statt an eine einzige
Person an eine Verbindung von p Personen eine in unter-
jihrigen Raten zahlbare Leibrente auszurichten, so-
lange als die Verbindung besteht, so wird der Barwert
gefunden, indem die diskontierte Zahl D ersetzt wird
durch

[ - (U:E l.z: ly Z: v
D, . ... (p Personen) I

ryz

T '/ I

WO = >y >z ... vorausgesetzt sei. Die Intensitéts-
funktion besteht dann aus (p + 1) Komponenten.

B= Tyt + 0
Es folgt ohne weiteres

2).. @ =3/%) : l‘--—wi—k(u + u, +
CToEE R T T

+uw,+...+0)+RB(mz,y,2...)

worin
1 >0
1 ® LN
3).. Rim, 2,9y, 2...)= — __/t‘(l—t‘)z n
4!'m? 4 =
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Bei Geltung des Makehamschen Gesetzes kann dieser
Restausdruck in genau gleicher Weise wie frither ge-
schitzt werden, indem zu setzen 1st

>

1
(4). /.IyZ'_A:(C'T’ﬂi*Cy—:—C:—:— )Log_g_

) 1
(5) s e :pLogT+é,

worauf man wiederum auf die im Spezialfall der Rente
auf ein Leben abgeleiteten Restformeln gelangt.

3. Zewtrenten. Die Relationen fiir die Bewertung der
Zeitrenten folgen aus den entsprechenden fiir Lieibrenten,
mdem man die Intensitit der Sterblichkeit vernach-
lassigt, also setzt

(6) .. u, = 0

Vorerst ergeben sich die Barwerte beir ganzjahriger
Zahlungsweise der Renten wie folgt

a) Ewige Renten

oo

_ - 1
O = /eri(}t dt = —
i 0
(7) - - -, ] ]
e €
(LN - v C_IV — 3: 3 _
-~ 1—e™ e—1 ()
b) Tempordire Renten.
‘ 7],‘1‘1 = 71051 i e‘é” _&'oo = (1 e—é”) Ew}
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Bei unterjihriger Zahlung der Renten gelten folgende
Formeln

g 1 5
G:N- = 0. T 9 + Ri’m
! " om 19m? ol

- 15
oy = o+ - — 15 + B()

oder wegen (7)

m) / m—1 m—1
(9) b =0, (1 T om v Tome 1041 (B, — By)

/

und nach FErweiterung mit (1—e™*"), wegen (8):

/ N

(m) ( Lom—1 ; m*—1
| _

(10) @ = a; o {9m? i5+i(R(1)—R(m)))

n| n|

In diesem Fall ist man fiir den Rest nicht auf eine
Schitzung angewiesen, sondern kannihn genau darstellen.
Far g, = 0 wird

=0z
D(z) =i
N4 _ —0z g4
Diz) =& =0
(1)
D (x om »H) i
m G—(S pat L 1
————— 2 m
D(I)

Somit nach der Restformel (5a) von Abschnitt IV:

ot : e
/ 9 2 —d —s
R\‘m) — 4’ lm/:,)— u/ t (1 i t) € m L._,j € m dt
0 0
& J
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wo J wieder das frither behandelte I[ntegral darstellt.
Damit ist der Rest genau bestimimt. Zur numerischen
Berechnung konnen wir die Division der Potenzreihen
wie 1m allgemeinen Fall durchfithren, so dass sich er-
aibt

0
_ 5 ;—j m % 1 O\
30,4l mt 2 LS ’(,};)
g1 o

63 1 é ! 04 66 _|— )
__TQOﬂ%*(\ 49m2 ' 1680m* 66528 m® | )’

i = 70|

5 (1 SRR 56 . )
42 7 1680 (6528 FIED g
folglich

. i [/
(11). . (B — Ry) = 2o {1

' 1y o 1y o )
+(,1WTLS)_1_6_8(—)_(1_'77?6‘/_)665287—@....;

Dieser Rest kann iibrigens direkt durch das Integral
ausgedriickt werden:

163 ,1. ]‘ e—r,St
118y TR e= B, e { P o .
( 1@) /L( (1) mz)) 4’ t]/ ( ) li 1__8.__{”
_a
L € m : ]di
m® (1—6 m)»
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Weil D, = e, so wird ferner
[ D = et >0

(12).. 1 e _ —dz 56
TR ECE R i 81

Die Markoffschen Bedingungen sind also erfillt, so dass
die nach ithm benannte Restformel in diesem Fall lautet :

1 —D(““\
R . =286 =
" 720m* D,
53
=0
720m*

.
3

, 0 :
Ry=6 20 folglich

4

. T
(18)..  i(Ry— R,,) =0 —-,-.—--:---—(lm ?1>

wo 0 eine unbestimmte Grosse 0 < 0" < 1.

Die nach Seliwanoff benannte Formel

oo D n+
T 3 SECY
™ To0md s D
’ 0 (z)
ergibt
(31 {L% - 6 (n+s)
R(m = 720"7};540-‘ € m
ot 1
= D e —3'm
720m”° 1—e
. s »
0 — {1 olm



0 O m/) B )
B, = CNY P (9
& 720 m? 2—5 »! n/—;l) n! (\ m
5° Vo jo(l—p)  1N\/0\?
= To0m? (9“*)“_("""; 19 )
120m 2/m \ 2 12/\m
By=— (1—(o—L)s
(1) — 720 ( I (\\Q I _2“/) T e e e s s s s e s e s e s )
so dass
(19)... 4 (Ry — By) = = ((1 — )= )

In diesem Spezialfall fuhren also die drei Restformeln
von Poterin du Motel, Seliwanoff und Markoff im wesent-
lichen auf das gleiche Resultat, nimlich

i y LAt 1
(15)... i(By — By,) = 720 (l_ﬁ)

Nun gelten praktisch die Grenzen
0< 1 <01
0< & < 0,001

10° 107
o
720 0,72

0 <

i

(16) ... also i Ry — R,,) < 0,000 00014 (1 — ;%z)
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Die am meisten gebriuchlichen Zinsfusse liegen jedoch
unter 10 %,. Solange der Zinsfuss 6 %, nicht tbersteigt.
ailt

0 < v < 0,06

0 < & < (5,827)3.10

1 \
(17) ... 1 (R (1) — R (m)) < 0,000 0000 16 ( - —4)
\ m*,
Fiir die praktisch am meisten gebrduchlichen Zins-
fisse liefert also die Formel

5\

18 (m) (1 i m—1  m?—1 '(5)
a™ =g 17—
(18) o " 2m 12 m?® !

einen bis auf mindestens 7 Dezimalstellen genauen
Barwert.

Louis Maingie erhilt in seinem Buche iiber die
Theorie des Zinsfusses ') durch direkte Anwendung der
Fulerschen Summenformel die Néherungsformel:

(Formel 52 ) m— 1
i % " . e a’ﬂ! f— a’:nl _{.._ (1 - ,v?i) _
bei Maingie) oIm
& (mPe==1
sy .__(M_MW__“BM_Z (1 . ’U“),
12 m=

ohne jedoch den naheliegenden Ubergang auf unsern
Ausdruck (18) zu machen und ohne sich auf eine Unter-
suchung des Restes einzulassen. Der Autor bemerkt
daran anschliessend folgendes:
«Lorsqu'une grande précision n’'est pas éxigée.
on peut méme négliger le dernier terme de (52).
(‘ette formule est commode; elle donne

1) L. Maingie, La théorie de 1'Intérét et ses Applications,
Bruxelles (1911), S.47.
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a” =a, + 0,25 (1 — ")

n| n

(4)

@, =a, + 0375(1—2"

(12)

@, =a, + 0,458 (1 —1")

n

. 1

(L n| = n| + —5-- (1—'1“”) ]
An diese Bemerkung ankniipfend sei noch kurz bewiesen,
dass die von Maingie genannte Niherungsformel, welche
wir schreiben kénnen

m ] ——1 ‘\
(19) ... W =, (14 Lt B

: 2m

unter gewissen Voraussetzungen nicht nur zu ausreichend
genauen, sondern zu den praktisch richtigen Resultaten
fihrt. Bekanntlich berechnen die Sparkassen den Mareh-
zins linear. Wird eine periodische Einzahlung von jéhr-

lich 1 gemacht, die in m unterjihrigen Raten von —-
m

entrichtet wird und fiir welche der Zins am FEnde des
Jahres zum Kapital geschlagen wird, so wachsen die
m Raten mit ithren Zinsen in einem Jahr an auf

i 1 /¢ m—1 )\ / m—2 ) |
me (1) (1 i)+ ..+
bom A\ m ! m
7 ] -\
+ ( 14+ — ‘L) + 1
. m
m—1 .
= G 1, so dass
2m
{m) - (m) .
aﬂ;_')1{'a'n B

womit Formel (19) bewiesen ist.



Es 1st in diesem Zusammenhang von Interesse, die viel
beniitzten Formeln

1 ¢ m—1 m—2
(m) Loy !
oM — = |y m rom ‘% ) N
0| m - o :
und
1 ni--1 n—2
(m) o r o
LY E SU
m
d. h.
lin) g ____‘__._.Z___
i m (",l‘m . 1) n|
(20). . . und
“(m) !
T )

mit unseren, aus der Spezialisierung der Hulerschen
I'ormel gewonnenen Relationen zu vergleichen. Wir
haben zu diesem Zwecke den Ausdruck

m) 1

T 1)

m eine nach Potenzen von 1 fortschreitende Reihe zu
entwickeln. Soll diese lauten

T B e S e 7 e sl
so gult
1/ 1y LN L \
1—— (m) +(m )@+(33L)@‘+ 'lr( in )7'/—{—- )
m \ \1q L9 J A+1



woraus
1 /1
W(m) O(0:1
m \ 1
1 (1N I L
L) a L ) s
m \1q m \ o,
1 /13 1 /1° 1 411
.(E)Otg—}——(m)ocl—}——(m)o&o—o
m 1/ m \9. \ 3
und damit
g =1
m — 1
g == o
(m—1)(m + 1)
oy = — 2
12m
so dass
- m—1 m—1)(m-+1) ,
A1 _ ) ( » LR
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und infolgedessen

\

(m) ( m—1. (m—1)(m+1),
ol sl e o alle B\
i - 2m ' 19m?2 v /) 7
@21). ,
(m) m—1 ) (’771-—1) (771*,'#]) .
i :(1 +——t— 55—V +R e,
2m 12m*® !

wo der Rest R durch eine Potenzreihe darstellbar ist.
Interessant ist nun der Vergleich mit (18). Wir haben
eine schone Bestitigung unserer frithern Resultate, indem
mit grosser Genauigkeit gilt

T . m:—1
— 1=
12m” 12m=
£ *
*

4. Volle Lebenserwartung. Wenn wir die Verzinsung
vernachlidssigen, also 6 = 0 setzen, so geht die Formel

— I p+9
R R TR
tiber in
(22) s b Mg
. - T 2 12 (z)

worin ¢, die volle Lebenserwartung oder volle mittlere
Lebensdauer einer Person (z) und e, die mittlere
Lebensdauer darstellt. Diese Relation, ohne den Rest,
findet sich bereits in der Arbeit von Woolhouse 1). Der
Rest ist darstellbar durch

H J LA, XV, S5.112, Formel 23.



1 n=co
/5 S
23).. R, == [fa—p*) Fnr gy
5 n=0 Z“‘

WO Z}:;’ die vierte Ableitung der Funktion I nach

x bedeutet.

Die vielgebrauchte Néherungstormel fiir e, lautet

e, =e, + 1/2,
. . . .
sie ergibt also einen Betrag, der um nahezu - , 21 gross
2

18t. Abgesehen von den hochsten Altern 1st die Néhe-
rung ausreichend.

Im Falle des Makehamschen (esetzes ist der Rest
R, durch die Grenzen bestimmt, welche sich durch
Spezialisierung unserer Restformeln ergeben.  Wir
konnen uns mit diesem Hinweis begniigen.

In analoger Weise findet man die volle mittlere
Dauer einer Verbindung durch Sperzialisierung unserer
Ausdriicke (2) und (3) am Anfang dieses Abschnittes.

Im Spezialfall s = 1 (d. h. wenn das (Gompertzsche
Gesetz gilt, 1, = ]cgca'} ergeben sich Beziehungen zum
Integrallogarithmus; denn in diesem Iall st die volle
mittlere Lebensdauer durch diese Funktion darstellbar.
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