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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Die Elemente der Lebensversicherungs-
Rechnung.
Von Prof. Dr. H. Kinkelin.

Neue Ausgabe, veranstaltet von der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker zur Erinnerung an ihren ersten
Priisidenten auf dessen 100. Geburtstag, 11. November 1932.

Vorwort.

Am 2. Januar 1913 ist im Alter von 80 Jahren
Herr Professor Dr. Hermann Kinkelin, einer der Grunder
der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathe-
matiker, gestorben. Hr war ihr erster, langjédhriger und
hingebender Président. Im 8. Heft der «Mitteilungen»
findet sich aus berufener Feder eine Wiirdigung der
Téatigkeit Kinkelins als Kantonsschullehrer und Hoch-
schulprofessor, als Politiker und namentlich als Sach-
verstindiger im Gebiete des Versicherungswesens. Die
besondere Vorliebe Kinkelins galt dem Hilfskassenwesen,
dessen Forderung und versicherungstechnische Fun-
dierung ihm sozusagen ein Herzensbediurfnis war. Fines
der hauptsdchlichen Mittel zur Hebung des Verstind-
nisses fir versicherungstechnische Fragen erblickte er
in der Abfassung klarer, leicht verstdndlicher Abhand-
lungen und Gutachten.

Mit seinen «Elementen der Lebensversicherungs-
Rechnung» (1. Auflage 1869, 2. Auflage 1875) verfolgte
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er den besondern Zweck, die Versicherungsrechnung in
den Unterricht an den Grymnasien einzugliedern und den
Lehrern der Mathematik ein brauchbares, kurz gefasstes
Lehrmittel an die Hand zu geben.

Im Vorstand der Vereinigung schweizerischer Ver-
sicherungsmathematiker wurde vor einigen Jahren der
Wunsch gedussert, es mochte jene Schrift einer Neu-
bearbeitung unterzogen und wieder herausgegeben wer-
den. Die Anregung fiel auf fruchtbaren Boden. Der
Vorstand der Vereinigung hielt es allerdings fiir wiinsch-
bar, die Herausgabe der «Elemente» auf den 100. Ge-
burtstag Kinkelins zu verschieben. s wurde vor-
gesehen, die Kinkelinsche Arbeit in den «Mitteilungen»
des Jahres 1932 abzudrucken und auf diese Weise das
Andenken des langjihrigen ersten Prisidenten der Ver-
elnigung in sinnfilliger Weise zu ehren.

Dieser Plan kommt heute zur Ausfihrung. Die
Schrift von Kinkelin erfuhr zunéchst eine Neubearbei-
tung. Insbesondere erwies es sich als wiinschbar, im
wesentlichen zu der internationalen Bezeichnungsweise
itberzugehen. Dann aber mussten alle durch die Ent-
wicklung der Verhiltnisse veralteten Hinweise, sei es auf
(regenstinde der Literatur, sei es auf solche des
praktischen Versicherungswesens, ausgeschaltet werden.
(Gleichzeitig musste die Darstellungsform durch leich..
Anderungen an die moderne Rechtschreibung und Aus-
drucksweise angepasst werden.

Bei den Anderungen hat man sich jedoch auf das
Notwendigste beschriankt. Es wurde Wert darauf ge-
legt, an der urspriinglichen Fassung der «Elemente»
moglichst wenig zu dndern und so das kleine Meister-
werk 1n der urspriinglichen Form vor dem Leser neu er-
stehen zu lassen.
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Die Beibehaltung der urspriinglichen Fassung gilt
namentlich hinsichtlich der methodischen Seite. Die
Stirke der Kinkelinschen Schrift liegt darin, dass mit
ganz wenigen Begriffen die Hauptprobleme der Ver-
sicherungsrechnung behandelt werden. So wird bei-
spielsweise in der ganzen Arbeit bloss der nachschiissige
Rentenbarwert verwendet und auch nur dieser eingefiithrt.
Ferner hatte sich Kinkelin in seinen Formeln bloss der
Aufzinsungsfaktoren bedient; in dieser Hinsicht erschien
eine gewisse Erweiterung durch Einbezug der so wich-
tigen und heute allgemein verwendeten Abzinsungs-
faktoren wiinschbar.

Beibehalten wurde namentlich auch die Sterbe-
tafel. Es ist die der 17 englischen Gesellschaften, die,
wenn auch noch da und dort in praktischem Gebrauch,
doch als veraltet angesehen werden muss. Zur Durch-
fithrung von Beispielen im Unterricht und beim Selbst-
studium spielt jedoch die Wahl der Tafel keine wesent-
liche Rolle, so dass kein Grund vorlag, zu einer Tafel
aus neuerer Zeit iiberzugehen. Dagegen wurde Wert
auf Nachprifung aller Zahlenbeispiele gelegt.

Die Schrift wird demnéchst als besondere Broschiire
im Buchhandel erscheinen. Mége sie, wie schon zu ihrer
Zeit die in der Schweighauserschen Verlagsbuchhand-
hing in Basel erschienene urspriingliche Abhandlung des
Meisters Kinkelin, viele aufmerksame Leser finden und
das Verstdndnis filr versicherungstechnische Fragen in
der privaten und offentlichen Versicherung vertiefen
helfen. Prof. W. Friedli, Bern.



Einleitung.

Bei der wachsenden Verbreitung der Lebensversiche-
rung und angesichts der unvollstindigen Kenntnis ihrer
Grundlagen auch 1im gebildeten Publikum muss es auf-
fallen, dass die Literatur auf diesem Gebiete nicht reicher
1st und dass die Lehrer der Mathematik an mittleren
und hoheren Lehranstalten es héufig etwas vernach-
lissigen. Der Verfasser hat schon frithzeitig (Die gegen-
seitigen Hilfsgesellschaften der Schweiz, Bern 1868)
auf diegsen anregenden und bildenden Unterrichtsstoft
aufmerksam gemacht und ibn jeweilen in den oberen
Klassen der Basler Gewerbeschule behandelt. Aus diesem
Unterricht heraus sind dann seine «Elemente der Lebens-
versicherungs-Rechnung» entstanden. Bei ihrer Heraus-
gabe leitete den Verfasser das Bestreben, Lehrern und
anderen Personen, welche sich darum interessieren und
in den Fall kommen kénnen, im gegebenen Fall zu be-
lehren und zu raten, nitzlich zu sein. Er hat dabel
lediglich die Absicht verfolgt, ithnen eine klare Einsicht
in das Wesen der Versicherungsrechnung zu verschaffen
und einen Wegweiser zu bieten, an dessen Hand sie ein-
schlagige Fragen beurteilen kénnen.

Was die Ausfihrung betrifft, so musste sie sich,
der Absicht des Verfassers gemiss, ebensosehr von der
Ausfihrlichkeit eigentlicher Lehrbiicher fernhalten
als von dem Versuche, das Versicherungswesen ohne ma-
thematische Hilfsmittel zu behandeln. Die Formel-
sprache ist die kiirzeste und ausdruckvollste und lésst
sich nicht ersetzen.

Der Begriff der Wahrscheinlichkeit 1st ganz aus dem
Spiel gelassen und durch den Begriff des Durchschnittes
oder des Mittels, der an sich schon verstidndlicher ist,
ersetzt worden.
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Die Formeln sind nicht weiter, als es fir passend
erachtet wurde, reduziert und fiar die Reserve meistens
nicht in die bet den grissern Versicherungsanstalten,
welche jahrlich Tausende solcher Rechnungen zu machen
haben und den hierfir geeignetsten Ausdruck wihlen,
beliebte Form gebracht worden, um den Umfang der
Schrift nicht iberflissig zu vergrossern. Dagegen ist
besondere Ricksicht auf die Rechnungen fiir kleinere
gegenseitige Versicherungsvereine genommen.

Jeispiele, die nach den beigegebenen vier Tabellen
gerechnet sind, erlautern die einzelnen Aufgaben.

Beim Unterricht lohnt es sich, durch die Schiiler
graphische Darstellungen der Sterblichkeitsverhéltnisse,
Primien u. dgl. machen zu lassen, wobei die Jahre als
Abszissen, die darzustellenden Zahlen als Ordinaten auf-
getragen werden.

Erstes Kapitel.
Von der Sterblichkeit.

Das Leben des Menschen ist begrenzt. Beispiele von
mehr als 100jdhrigen Menschen sind so selten, dass unter
Hunderttausenden kaum einer an ein so hohes Alter
hinanreicht. Man darf daher hundert Jahre als Alters-
grenze betrachten. Wenige kommen an dieses Ziel.
Natur und Lebensweise sorgen dafiir, dass bel dem einen
Menschen friher, bei dem andern spéter die das Leben
unterhaltenden Organe in ihrer Tétigkeit erlahmen,
dieselbe einstellen und dadurch den Tod veranlassen.
Je dlter der Korper, um so weniger widersteht er im all-
gemeinen zerstorenden Einfliissen. Im Kindesalter,wo er
noch unausgebaut ist, beeinflussen ebenso die dussere Um-
gebung, die Pflege, die natiirliche Anlage sein Gedeihen,

1*
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das durch die geringfuigigsten Ursachen unterbrochen und
vernichtet werden kann. Schon aus diesen allbekannten
Beobachtungen ergibt sich, dass die Sterblichkeit des
Menschen im Kindesalter sehr bedeutend ist, mit den
Jahren allméhlich abnimmt, bis sie ein Minimum erreicht,
und von da an wieder wichst bis zur obern Altersgrenze.
Eg ist richtig, dass die Sterbenshdufigkeit nicht allein
durch das Alter, sondern auch durch andere Verhiiltnisse
mitbedingt wird, welche mit demselben in keiner direkten
Jeziehung stehen, durch Ungliicksféille, Totungen,
Selbstmorde u. dgl. Die Statistik hat aber anhand
sorgfiltiger Beobachtungen gezeigt, dass das Alter im
grossen und ganzen der wesentlichste Faktor ist und
dass die Sterblichkeit einer Bevolkerung sich nach ithm
richtet. Das nidmliche gilt von Personen des nédmlichen
Berufs oder in sonst gleichartigen dusseren Verhiltnissen.
Diese Erfahrung stiitzt sich auf so zahlreiche Félle und
wiederholt sich bei den Versicherungsanstalten fast
téglich, dass an ihrer Richtigkeit nicht mehr zu zweifeln
ist. Die betreffenden Verhéltnisse sind allerdings im
Zeitenlauf Verdnderungen unterworfen, wie denn z. B.
nachgewiesen ist, dass die Sterblichkeit seit der Einfiih-
rung der Kuhpockenimpfung merklich abgenommen hat.

Hievon ausgehend, wird man die Sterblichkeit fiir
die verschiedenen Altersklassen durch Zahlen auszu-
dritcken haben. Fine Tabelle, welche dies leistet, heisst
Mortalitits- oder Sterblichkeitstafel. Sie kommt in zwel
Formen vor.

Die eine besteht darin, dass angegeben ist, wie viele
von einer gegebenen Anzahl von Personen eines bestimm-
ten Alters nach 1, 2, 3, 4, ... Jahren noch leben. Tab. I,
Rubrik «Lebende», enthélt eine solche Tafel nach den
Erfahrungen von 17 der &ltesten Lebensversicherungs-
gesellschaften Englands an 62537 Personen wéhrend
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der Jahre 1762—1840. Sie beginnt mit dem Alter von
10 Jahren und 1st so zu verstehen, dass von 100000
zehnjihrigen Personen nach 1 Jahr noch 99324, nach
2 Jahrennoch 98650 usw.leben. Man sieht ausihr zugleich,
wie viele von irgendeinem andern Alter nach einer
gegebenen Reihe von Jahren noch am ILeben sind,
z. B. von 93268 zwanzigjihrigen nach 1 Jahr noch
92588, nach 2 Jahren 91905 usw. Die Zahl, welche in
dieser Tabelle neben einem gegebenen Alter steht, wird
in Zukunft mit dem Buchstaben [, dem das betreffende
Altersjahr als Zeiger angehiingt ist, bezeichnet werden.
Iis bedeutet also [;, = 100000 die Zahl der Lebenden von
10 Jahren, l,, = 93268 die von 20 Jahren, allgemein
I, die von z Jahren, I ., [, ,, ... diejenigen im Alter
von © + 1, x 42, ... Jahren. — Die Differenz zweler
Zahlen der Lebenden gibt die Anzahl der in dem beziig-
lichen Zeitraum Gestorbenen an. So z. B. sterben vom
10. bis zum 11. Jahre 100000 — 99324 = 676, vom
10.—12. 100000 — 98650 = 1350, vom 40.—60. 78653
— 55973 = 22680 Personen. Die Anzahl der zjéhrigen
Personen, welche im Laufe eines Jahres sterben, wird die
Zahl der im xten Altersjahr Gestorbenen genannt und ist
gleich I, — 1 _.,. Man bezeichnet sie nach der inter-

nationalen Schreibweise mit d_, so dass gilt
d,=1,— 1,

Bei der zweiten Form wird angegeben, welche ein-
jéhrige Lebenswahrscheinlichkeit fiir eine Person ge-
gebenen Alters vorhanden ist. Man versteht darunter
die Zahl, welche angibt, wieviel mal kleiner die Zahl der
Lebenden am Ende des Jahres 1st als die an selnem An-
fange, und findet sie, wenn man die erste durch die
zweite dividiert. Ist demnach [, die Zahl der Lebenden
vom Alter z, [, die vom Alter £ 4 1 und bezeichnet

2
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man die einjihrige Lebenswahrscheinlichkeit fiir eine
Person vom Alter x mit p,, so ist
[

l b

z

P, =

Z. B,
99324 5 95965
Pro= 100000 0,99324, p,,= S 0,99306.
Multipliziert man die Zahl p, mit 100, so erhilt man
die Zahl der zjdhrigen Personen, welche nach einem
Jahr noch leben, in Prozenten der anfangs Lebenden aus-
gedriickt, z. B.von den Funfzehnjédhrigen leben nach
1 Jahr noch 99,56 %. — Auf @hnliche Weise wird die
einjihrige Sterbenswahrscheinlichkeit gefunden, d. h. das
Verhiltnis der im Laufe des Jahres Sterbenden zu der
Zahl der Lebenden zu Anfang des Jahres. Bezeichnet
man sie mit ¢, fiir das Alter z, so 1st also

l’r _._ l.’c+ Cl:c lz:—%—
Q:t:;l;zl.zl_l1=]_pz’
z. B. gy = 1 — 0,99324 = 0,00676,

s = 1 —0,99306 = 0,00694.

Die mit 100 multiplizierte Sterbenswahrscheinlich-
keit gibt die Anzahl der Personen eines gegebenen Alters,
welche 1im Laufe eines Jahres sterben, in Prozenten der
anfangs Lebenden ausgedriickt. (Tab.I, Kolonne
«Lebenswahrscheinlichkeit» und «Sterbenswahrschein-
lichkeit».)

Wie man nach dem Vorigen aus der ersten gebréduch-
licheren Form der Mortalititstafel zur zweiten iber-
gehen kann, so kann man auch aus der zweiten die erste
ableiten. Kennt man nédmlich die g, fiir alle Alter, so
folgt aus der Gleichung



z+1

Py = sofort: I, ., =p, - 1,.

T

Nimmt man daher z. B. [,; = 100 000 an, so wird

L= Pl = 0,99324.100000 = 99324
Lo = Pyy+ 1y = 0,99321 - 99324 = 98650
by == Py elys = 0,99819: 98650 = 97978 usw.

Es 1st somit vollkommen gleichgiiltig, welche der
beiden Formen der Mortalitdtstafel als die urspringliche
vorausgesetzt wird.

Wenige Ziige mogen andeuten, wie man aus Be-
obachtungen Mortalititstafeln angelegt hat. Die ein-
fachste Methode wiirde darin bestehen, aus den Sterbe-
listen mehrerer Jahre die Verstorbenen nach den Alters-
klassen zu ordnen. Da es gleichgiiltig ist, wann dieselben
geboren waren, vorausgesetzt, dass die Sterbeverhélt-
nisse die némlichen geblieben sind, so darf manannehmen,
alle so beobachteten Personen seien gleichzeitig geboren
worden. Das Alter von 1 Jahr wiirden dann alle die er-
reichen, welche bei dem Tode 1 Jahr oder mehr alt waren,
das Alter von 2 Jahren alle die, welche im Alter von
2 oder mehr Jahren gestorben sind, das von 3 Jahren die,
welche 3 oder mehr Jahre alt waren usw., auf welche
Weise die Zahl der Lebenden fiir jedes Alter leicht ge-
funden wird. Nach diesen Grundsitzen ist die erste
Sterblichkeitstafel von Halley aus Beobachtungen in
Breslau wéhrend der Jahre 1687—1691 zusammengestellt
worden und nach seinem Beispiel die weiteren Tafeln
von Duvillard fir Frankreich, Price fiir Northampton,
1735—1780, Siissmilch fur Deutschland 1741 u. a.m.
Man sieht aber bald ein, dass diese Methode unrichtige
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Resultate geben muss, sobald nicht in jedem Jahr gleich
viele Personen geboren werden und die Bevélkerung
nicht stationér bleibt. Denn ein Jahr, das zufillig
weniger Geburten als gewohnlich hervorbringt, wird fir
die ganze Zeit, wo noch Personen aus ihm am Leben sind,
eine gegenitber normalen Jahren zu kleine Zahl von
Absterbenden ergeben. Ebenso ist bekannt, dass die
européische Bevolkerung seit den letzten 100 Jahren
bestindig zunimmt, womit auch die Geburtenzahl von
Jahr zu Jahr wéchst. Dies hat zur Folge, dass bei
iibrigens gleichbleibender Sterblichkeit die Zahl der in
den ersten Liebensjahren Sterbenden im Verhiltnis zu
den iibrigen zu gross erscheint. Eine so konstruierte
Mortalitdtstafel wird also eine zu grosse Sterblichkeit,
namentlich in den jiingeren Jahren, aufweisen, was wirk-
lich bei den oben genannten der Fall ist.

Richtigere Resultate gibt eine zweite Methode,
welche auf der Verbindung der Volkszihlungen mit den
jihrlichen Geburts- und Sterbelisten beruht. Bei der
Volkszéhlung verlangt man bekanntlich die Alters-
angabe einer jeden Person, wodurch man Kenntnis von
der Zusammensetzung der Bevolkerung nach den Alters-
klassen gewinnt. benso hat man aus den Sterbelisten
das Alter der Verstorbenen jedes Jahres. Hieraus ergibt
sich das Verhdltnis der Zahl der in einem Jahr Gestor-
benen zu derjenigen der bei seinem Anfang Lebenden,
d. h. die einjahrige Sterbenswahrscheinlichkeit ¢,, aus
der man wiederum p, = 1 — ¢, und damit die Mortali-
tatstafel herstellt. Nach dieser Methode wurden die
Tafeln fir ganze Bevolkerungen berechnet, so die von
Quételet fir Belgien 1856, von Heym fiir Sachsen 1840
bis 1849, von Gist fiir die Schweiz 1850—1865 usw.
Obgleich auch dieser Methode Fehler anhaften, da sie
die Aus- und Eingewanderten nicht beriicksichtigt, so
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ist sie doch die einzige, welche hier brauchbar ist und an-
nihernd richtige Resultate bietet.

Nach einer dritten Methode, welche einzig tadel-
lose Ergebnisse liefern kann, beobachtet man eine grosse
Anzahl von Personen von der Geburt oder von gegebenem
Alter an bis zum Tode. Die Lebensversicherungs- und
Rentenanstalten notieren von jedem ihrer Versicherten
das Ein- und Austrittsalter resp. Todesalter. Man be-
merkt sich nun alljahrlich, wie viele Personen der ver-
schiedenen Altersklassen jeweilen am Jahresanfang der
Gesellschaft angehérten, wie viele darunter im Laufe
des Jahres gestorben oder sonst ausgetretensind. Hiedurch
erhilt man, wie bei der zweiten Methode, die Werte der
¢, und p, und aus ihnen die /.. Auf diese Weise sind u. a.
konstruiert die Mortalitdtstafeln von Morgan fir die
Equitable Society 1815—1828, von Deparcieuz fiir die
franzosische Tontinenanstalt 1689—1696, von Brune
fiir die allgemeine preussische Witwenkasse 1776—1845,
die der 17 englischen Gesellschaften und viele andere.
Es bedarf nicht der besondern Erinnerung, dass diese
Tafeln nur wieder fiir Personen in &hnlichen Verhilt-
nissen gelten und nicht auf ganze Bevélkerungen ange-
wendet werden diirfen. Die im folgenden benutzte Tafel
der 17 englischen Gesellschaften war lange Zeit bei den
meisten englischen und vielen kontinentalen Versiche-
rungsanstalten im Gebrauch. Eine eingehende Darstel-
lung derselben gibt Jomes (A new rate of mortality,
London 1843).

Erste Aufgabe. Iis ist anzugeben, wie viele Personen
einer gegebenen Gesellschaft nach einem Jahr noch am
Leben und wie viele gestorben sein werden.

Auflésung. Es befinden sich L Personen vom Alter
z bei der Gesellschaft. Wenn nun von [/, Personen zu
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Ende des Jahres noch [ .
solchen die Proportion

g X =1, 81

by
also X:L-Il'lzL-pI,

z

, leben, so hat man bei L

z4+1?

d. h. man multipliziere die einjihrige Lebenswahr-
scheinlichkeit mit der Personenzahl. Die Summe dieser
Produkte fiir die verschiedenen Alter wird die verlangte
Anzahl Liebender am Ende des Jahres sein.

Weil ferner von I, Personen d, das Jahr hindurch

sterben, so ergibt sich die Zahl der von L Personen
Sterbenden durch die Proportion

Lii¥ =1 4d,,
i d,
also Y-——L-Z_zL-qI.

Z

Einfacher findet man sie durch Subtraktion der
Ziahl der Lebenden am Jahresschlusse von derjenigen
am Jahresanfang. Man nennt diese Zahl die erwartungs-
mdssige Sterblichkeit. 7. B.:

Alter Personen Lebende Sterbende
T L Py nach 1 Jahr in1 Jahr
20 30 0,99271 29,78 0,22
25 40 0,99223 89,69 0,31
30 60 0,99158 59,49 0,51
35 25 0,99071 2477 0,23
40 90 0,98964 89,07 0,93

245 242 80 2.90

Auf analoge Weise findet man die Anzahl der Per-
sonen, welche nach 2, 3, ... n Jahren noch in der Gesell-
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schaft sein werden, indem man die einjdhrige Lebens-
wahrscheinlichkeit durch die 2, 3 ... njihrige ersetzt,
welche fur das Alter x beztiglich den Briichen gleich
sind:

Zweite Aufgabe. s ist anzugeben, wieviel eine auf
den Todesfall versichernde Anstalt voraussichtlich 1im
nichsten Jahre zu zahlen haben wird.

Auflosung. Es werden wieder L Personen vom
Alter z angenommen, an welche im Falle des Todes
je T Tr. Versicherungssumme zu zahlen seien. Da im
néchsten Jahre nach der ersten Aufgabe L - ¢, sterben,
so ist an sie im ganzen die Summe von L - ¢, - T Fr.
auszuzahlen, an eine von ihnen also durchschnittlich

L-q -T ;
il oder ¢, - T. Man findet also die erwartungs-

mdssige Zahlung des néchsten Jahres fir jeden einzelnen
Versicherten, wenn man seine einjihrige Sterbenswahr-
scheinlichkeit mit seiner Versicherungssumme multi-
pliziert. Die Summe aller dieser Produkte ist die er-
wartungsméssige Totalausgabe des Jahres. Z. B. :

erwartungs-
Versicherte Alter Versicherungs- méssige
z summe T-Fr. ¢, Zahlung, Fr.

A 36 10000 0,00948 94,80
B 40 3000 0,01036 31,08
C 53 2000 0,01909 38,18
D 67 5000 0,05147 257,35

Total Fr. 421,41
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Die erwartungsmaéssige Zahlung wird mit der wirk-
lichen im allgemeinen nicht so gut stimmen, wie es bei
der erwartungsmissigen Sterblichkeit geschieht, weil die
Versicherungssummen der einzelnen Versicherten sehr
ungleich sind.

Dritte Aufgabe. Die mittlere zukiinftige Lebensdauer
einer Person gegebenen Alters zu finden.

Aufléosung. Die Aufgabe besteht darin, anzugeben,
wie viele Jahre eine jetzt zjihrige Person im Durch-
schnitt noch zu leben habe. Man soll also den Dureh-
schnitt aus allen zukiinftigen Lebensjahren einer grossen
Anzahl «jéhriger Personen nehmen. Er wird gefunden,
wenn man die Summe dieser Jahre durch die Anzahl
der Personen dividiert. Wahlt man der Einfachheit wegen
die in der Mortalitdtstafel stehende Personenzahl I
so leben nach 1 Jahr noch 7, ,. Unter der vorldufigen An-
nahme, dass der Tod bei allen wihrend dieser Zeit Ge-
storbenen gleich am Jahresanfang eingetreten sei, werden
also von den [, Personen [, , je 1 Jahr durchlebt haben,
somit alle zusammen [ ., Jahre. Auf die gleiche Weise
erhélt man fiir das néchste Jahr die Summe von [,_,
Lebensjahren, 1im folgenden [, , usw. Die anfidnglichen
!, Personen werden demnach bis zu ihrem génzlichen
Aussterben I, ., 4+ 1,.5 4+ [, 5 ... zukiinftige Lebens-
jahre haben, wobei die Summe bis an das Ende der Tafel
fortzusetzen ist und Swmme der Lebenden vom Alter
z + 1 genannt wird. Die durchschnittliche zukiinftige
Lebensdauer einer Person wiirde somit gleich

lz—l—l + la:+2 + l:r—’ri} + v
7 .

z
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Man bezeichnet diese (rosse mit e,, so dass

o l:-%1+lz+2+la:+3+"’ .
T !

z

Die Annahme, dass sémtliche Todesfille auf den Anfang
jedes Jahres eintreten, ist aber insofern nicht zutreffend,
als sich dieselben vielmehr iiber das ganze Jahr ungefahr
gleich verteilen, so dass man richtiger annehmen wirde,
dass sie im Durchschnitt in die Mitte des Jahres fallen.
Es ist demnach durch die vorige Annahme jede Person
um ein halbes Jahr verkurzt worden, und die mittlere
Lebensdauer wird gleich

R S B S SO |
+1 +El +3 +_2_.

z

Jahren sein. Man findet sie also, wenn man die Summe
der Lebenden des nédchsthéhern Altersjahrs durch die
Zahl der Liebenden des gegebenen Alters dividiert und den
Quotienten um 145 vermehrt (Tab. I, vierte Kolonne).
Man bezeichnet diese Grosse mit e, so dass gilt

éz: lz+1+l.’:+2;|_' lz+3+"' _1_%

z

Beispiel. Die mittlere Lebensdauer eines 90jahrigen
ist €4y = (892 4570 +339 4184 + 89 437 +13 +4-+1)
: 1819 + 0,5 = 2,11 Jahre.

Vierte Aufgabe. Eine Anzahl gleichalter Ehepaare
sei gegeben ; man soll finden, wieviele von ihnennacheiner
gegebenen Zeit noch leben, wie viele ausgestorben sind,
wie viele Witwen und Witwer zuriickgelassen wurden.



— 16 —

Auflésung. Die Anzahl der Ehepaare sei L, die
Méanner selen je x, die Frauen je y Jahre alt und der zu
betrachtende Zeitraum betrage n Jahre. Zuniichst
findet sich die Zahl der nach n Jahren noch lebenden
Frauen durch die Proportion

L:Y=1,1

y+n?

Y= L.
z

y

Die Zahl der noch lebenden Ehen ist darin enthalten nach
Massgabe der noch lebenden Ménner. Von den Ménnern,
welche anfangs mit obigen Y Frauen verbunden waren,
seien noch X am Leben, so verhilt sich

L.,
L. 22 X =11,
l
Yy
Zr—Ln l:c‘—n
X=[. .20, 2 (1)
L, l,

und dies ist die Zahl der Frauen, welche 1thre Manner
noch besitzen, d. h. die Zahl der noch lebenden Ehen.

Die iibrigen I'rauen, deren Ménner nicht mehr leben,
sind Witwen,; ihre Zahl 1st gleich

. ! !

W Xy o080 [ JUEB, FH0
ly ly l,
L./ N
= YR 1 . L ) 2
L, ( L ) (2)

Ganz auf gleiche Weise wird die Zahl der Witwer
gefunden. Die Zahl der iiberhaupt noch lebenden Méanner
ergibt sich aus der Proportion



l_. .. .
Z-—X - L' T+n - . yrn TSN
[, L, [,
L. ( [
— T+n 1 y+n) (3)
L, \ I,

Die ausgestorbenen Ehen werden durch Subtraktion
der lebenden Ehen, der Witwen und Witwer von den ge-
gebenen Ilhen erhalten, ndmlich

B o L e X o [ Y e X (== )

| l i l | Z . Z y \

= I, [1 __yin Yzdn  Pydn (1 _ ban ‘)
L 4 L, l, /

e lx“" (1 . Zy§~n )J
I, L
Ly e L., 1
01- g L (1 _ yrn o T-+n + z4+n y_n)
L, L, L, l,

T l-i:J—n li¢n
oder U=L|[|1—-2X T x| (4)
L, L

Beispiel. Von 400 Ehen, wo die Ménner 30, die
Frauen 25 Jahre alt sind, gibt es nach 10 Jahren
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L, !
400 . -2 (1 —%> — 82,55 Witwen,

l25 30
l -
400 » 2 1—ﬁ> — 29,44 Witwer,
30 25
135 l40
400 - « — = 885,15 lebende Ehen,
25 30
L Lo - ;
400 (1— ; 1—-—")= 2,86 erloschene Ehen.
: 25 30

Es ist eine weitverbreitete Meinung, dass schon
die ersten Jahre des Bestandes einer Witwenkasse auf
ihr zukiinftiges Gedeihen schliessen lassen. Ferner wird
gewohnlich angenommen, dass ein grosser Zugang junger
Mitglieder einer morsch gewordenen Kasse aufhelfen
konne. Die Irrttimlichkeit dieser Ansichten wird durch
nachfolgendes Beispiel dargetan.

Tine Witwenkasse enthalte 400 Ehepaare, in denen
die Manner 30, die Frauen 25 alt sind. Sobald eine Frau
stirbt, trete der Witwer aus. Die gestorbenen und die
ausgetretenen Mitglieder werden jeweilen nach 10 Jahren
durch neue Ehen von den angegebenen Altern ersetzt,
so dass die Gesamtzahl alle zehn Jahre wieder auf 400
steht. Dann sind vorhanden:

Witwen Lebende | Witwen
| i o erste |der ersten
Anzahl i der Ehen | Mitglieder| Mitglieder

nach Jahren

10. . . . . .| 8255 8,14 | 335,15 | 32,55
20. . . . . o] 69,79 | 17,45 | 267,00 | 64,43
30. . . . . .]116,23 | 29,06 | 183,31 99,29
40. . . . . . 115936 | 39,84 | 86,46 | 121,72
50. . . . . .| 158,96 | 89,74 | 16,53 | 90,78
BO. « + 5 # s 123,50 | 30,87 0,37 | 23,75




Hieran kniipfen sich folgende Bemerkungen. Wiir-
den zunéchst keine neuen Mitglieder eintreten, so zeigen
die die ersten Mitglieder betreffenden Zahlen, dass die
Witwenzahl bis zu einem zwischen dem 30. und 40. Ver-
einsjahr (genauer zwischen dem 37.und 38.) liegenden
Zeitpunkt unter der Mitgliederzahl bleibt, von dort an
aber rasch grosser wird, so dass nach 60 Jahren die zah-
lenden Mitglieder ausgestorben, dagegen noch 24 Witwen
am Leben sind. Ahnliche Umsténde wiirden eintreten,
wenn wihrend ldngerer Zeit keine oder nur wenig neue
Mitglieder dem Verein beitrdten. Auch bei Wiederer-
setzung der gestorbenen und ausgetretenen Mitglieder
zeigt die Witwenzahl eine bestédndige Zunahme bis zum
40. Vereinsjahr, erreicht dort ein Maximum von nahe
40 9, der Mitgliederzahl, nimmt vom 50. Jahr an wieder
ab bis auf etwa 30 9%, und wichst spéter wieder 1).
Etwas giinstiger gestaltet sich die Sache, wenn die Mit-
gliederzahl selbst 1m Zustand des Wachsens ist; aber
dies Wachstum kann nicht ins Unendliche fortgehen, und
es wird einmal ein Stillstand oder Riickgang eintreten,
und von diesem Moment an wird das Verhéltnis der Zahl
der Witwen zu der der Mitglieder in um so stérkerem
Masse zunehmen. Diese Beobachtung hat grosse Wichtig-
keit fiir Witwenkassen, welche die zu verwerfende Ein-
richtung haben, dass der Betrag der Witwenpension

) Dieses von Kinkelin aufgeworfene Problem ist spiter
durch O. Schenker einer eingehenden mathematischen Behand-
lung unterworfen worden (Mitteil. schweiz. Versicherungsmathe-
matiker, Heft 11, Bern 1916). Es fiihrt auf eine Integralgleichung.
Die Aufgabe bedeutet einen Spezialfall der von Prof. Moser
betrachteten «sich erneuernden Gesamtheiten», deren Vorginge
mathematisch durch Integralgleichungen festgelegt sind (vgl.
Ch. Moser, Beitrage zur Darstellung von Vorgéingen und des
Beharrungszustandes bei einer sich erneuernden Gesamtheit,
Mitteilungen schweiz. Versicherungsmathematiker, Heft 21,
Bern 1926).
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von dem Stande der Kasse, d. h. von der Anzahl der
zahlenden Mitglieder, abhiingt. Finem derartigen Ver-
eine kann nichts Schlimmeres begegnen als ein plotz-
licher starker Zugang neuer Mitglieder, dem ein Stillstand
folgt. Denn in diesem Fall wichst die Zahl der Witwen
anfangs beinahe so, wie in der ersten Abteilung obiger
Tabelle angegeben ist ; infolgedessen nehmen die Witwen-
gehalte ab, was wieder eine Riickwirkung auf den Zu-
tritt neuer Mitglieder ausiibt und nun eine um so raschere
Zunahme der Witwen, wie sie die zwelte Abteilung der
Tabelle zeigt, verursacht. Wer es mit unsern Witwen-,
Alters- und Sterbekassen aufrichtig meint, muss aufs
dringendste vor dem Abhingigmachen der Bezugs-
betrige von der Mitgliederzahl warnen, weil sie dies mit
mathematischer Gewissheit einer traurigen Zukunft
entgegenfiihrt.

Wenn die Anzahl L der Ehen von den resp. Altern
xund y des Mannes und der Frau gleich [, - [ ist, so ver-
einfachen sich die Ausdriicke (1) bis (4), und man er-
hdlt nach n Jahren die Zahl der

lebenden Ehen Bl L,

Witwen Y—X sl b —dan i S E b — Yo i)
Witwer Z—X=1l b =l =L, 0,—1,.,)
erloschenen Ehen U = (I, —1 .,)(,—1,.,)

Es mag schliesslich bemerkt werden, dass, was
soeben fir Ehen aufgestellt wurde, auf irgendwelche
andere Paare verbundener Personen gilt, z. B. Vater
und Sohn, Mutter und Tochter oder dgl. Ebenso wird
es keine Schwierigkeit haben, dhnliche Formeln fiir den
Fall von je 3 verbundenen Personen abzuleiten.




Zweites Kapitel.
Von der Verzinsung.

Ein wesentliches Moment im Versicherungswesen
bildet die Verzinsung der ein- und ausgehenden Gelder;
bei den eingehenden im Sinn einer Vermehrung des
Kassabestandes, bel den ausgehenden in dem einer Ver-
minderung. Obgleich nun die biirgerliche Gesetzgebung
nicht gestattet, von riickstindig gebliebenen Zinsen
noch einmal Verzugszinsen zu verlangen, so kann doch
niemand hindern, dass man eingehende Gelder jeder
Art sofort wieder zinsbar macht, und es wird an eine gute
Verwaltung sogar diese Forderung gestellt werden
miissen. Man hat demnach bei den Kinnahmen mit
Zinseszinsen zu rechnen. Was die Ausgaben betrifft,
so gibt jeder Posten dieser Art von dem Augenblick des
Ausgebens an keinen Zins mehr. Die Zinse des ganzen
Kapitals laufen daher bloss bis zum Zeitpunkt der Ver-
minderung desselben. Man kann nun entweder die
Rechnung so stellen, dass man wirklich jeden Zins
nur fir die Zeiten rechnet, innerhalb welcher das Kapital
jeweilen unverdndert bleibt; oder, was einfacher ist,
man rechnet den Zins des ganzen Kapitals von Anfang
an bis zu Ende der ganzen Zeit und zieht von ihm die
Zinsen der ausgegebenen Posten ab von dem Augenblick
thres Ausgangs ebenfalls bis zu Ende des ganzen Zeit-
raums, wie es z. B. in den gewoéhnlichen kaufménnischen
Konto-Korrenten geschieht. Der ibrigbleibende Rest,
nachdem man die Ausgaben samt Zinsen von den Ein-
nahmen samt Zinsen abgezogen hat, bildet das Schluss-
kapital.

Beispiel. Am 1. Januar werden 350 Fr.zu 49,
angelegt und hiervon am 15. August 120 Fr. abgelost,
welches Guthaben besitzt man am 31. Dezember ?
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850 Fr. geben vom 1. Januar bis 15. August Fr. 8,75 Zins
230 » » » 15. August bis 31. Dez. » 3,45 »

Es bleiben Ir. 230 Kapital + Fr. 12,20 Zins
= Fr. 242,20

oder einfacher:

850 Fr. geben vom 1. Januar bis 81. Dezember Fr. 14,00

Zins, zusammen . . . . . . . . . . . Fr. 364,00
120 Fr. geben vom 15. August bis 31. Dezem-
ber Fr.1,80 Zins, zusammen . . . . . » 121,80

Es bleiben wie vorhin  Fr. 242 20

Ganz auf gleiche Weise verfihrt man bei der Rech-
nung mit Zinseszinsen. Sémtliche Posten, sowohl die
eingehenden als die ausgehenden, werden von dem Da-
tum ihrer Einzahlung oder Auszahlung an bis auf den
Schlusstermin verzinst, hierauf wird die Summe aller
Ausgaben samt Zinseszinsen von der Summe der Fin-
nahmen samt Zinseszinsen abgezogen.

Erste Aufgabe. Den Wert eines Kapitals samt
Zinseszinsen nach einer gegebenen Anzahl von Jahren
zu bestimmen.

Auflésung. Das Kapital I sei zu p 9%, angelegt,

) Cr . Kop . )
so 1ist der einjdhrige Zins = 100 - K .1, wenn wir
——1}(% =1 setzen. Dieser zum Kapital geschlagen, gibt

dessen Wert nach einem Jahr

K-p P 2 . ;
K‘*=K+W’:K'(1+ 100)=A(1+z).

N /
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Die Zahl 1 + ¢ nennt man gewdéhnlich den Zinsfaktor;
bezeichnet man sie mit », so 1st also »r = 1 -+ 7 und um-
gekehrt © = r — 1. Folglich

fy = K - (1)

d. h. man findet den Wert eines Kapitals nach einem
Jahr, wenn man den Anfangswert mit dem Zinsfaktor
multipliziert.

Legt man nun das ganze Kapital /{; wieder ein Jahr
lang an Zins, so ist sein Wert am Ende desselben

- £ e B - s
Bo= B, * Pom K ~ T

am Ende des dritten und vierten Jahres wird das Kapital
angewachsen sein auf

Key=H, 7 =F -8 Ky=s K, ~ = K ~ ¥4
allgemein ist sein Wert am Ende des nten Jahres
K., = K72, (2)
Man findet ihn also, wenn man den Anfangswert mit der
nten Potenz des Zwnsfaktors multipliziert.
TFir emme Verzinsung von 314 9% ist r = 1,0825,
von 315 9, 1,085, von 334 9, 1,0375, von 4 9%, 1,04. In

Tabelle II sind die Werte von " von 1 bis 100 Jahren
angegeben fiir die Verzinsungen von 3% und 4 9.

Beispiel. 4563 Fr.wachsen in 27 Jahren mit
4 %, Zinseszinsen an auf
4563 - 1,04*° = 4563 + 2,8834 = Fr. 13157.—.

Bei dieser Aufgabe wurde eine jdhrliche Verzinsung
vorausgesetzt. Man sieht aber leicht ein, dass die nim-
3
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liche Schlussweise gilt, wenn die Zinszahlung halb-
oder wierteljihrlich oder monatlich erfolgt. In diesem
17all 1st mit dem halb- oder vierteljihrlichen oder monat-
lichen Prozentsatz und der Anzahl der Halb- oder Viertel-
jahre oder Monate zu rechnen.

Beispiel. Wenn die vorigen Fr. 4563 auf halb-
jéhrliche Verzinsung angelegt sind, so 1st der halb-
jihrliche Prozentsatz 2 9, also r = 1,02 und das Kapital
nach 27 Jahren oder 54 Halbjahren gleich

4563 - 1,02 = 4563 - 2,9135 = Fr. 13294,30.

Diese Bemerkung gilt aueh fir alle folgenden Auf-
gaben.

Zaweite Aufgabe. Wenn am Ende jedes Jahres gleiche
Summen an Zinseszins gelegt werden, so soll man an-
geben, wieviel das Guthaben nach einem gegebenen
Zeitraum betrigt.

Auflésung. Die jihrliche Einzahlung sei B und
die Anzahl der Finlagen gleich n, so i1st am Fnde des
nten Jahres der Wert

der ersten Zahlung = D -7
» zweiten  » = B2

» vorletzten » =B-7r

» letzten » = B

also das ganze Kapital

S=B+B-r4+B-r*4+....B.-r"" 24 B.ym!

oder, da dies die Summe einer geometrischen Reihe ist,
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) r—1 o rm—1
S=B:—--vpder S= B——, (3)
I e [ 1

Beispiel. Wieviel macht eine jihrliche Einzahlung
von Fr. 100 in eine Sparkasse, welche sie zu 314 9, ver-
zinst, in 20 Jahren?

1,085 —1 _
Antwort: 100 —————— = Fr. 2828. —.
0,035

Dritte Aufgabe. Ein Kapital ist unverzinslich in
einem gegebenen Zeitpunkt zu bezahlen (fillig); man
soll seinen gegenwértigen Wert (Barwert) finden.

Auflésung. Der Barwert eines verzinslichen,
wenn auch spiter filligen Kapitals 1st seinem Nominal-
betrag gleich, da es, theoretisch genommen, gleich-
aiiltig ist, ob der jetzige Schuldner dasselbe verzinst
oder, falls er es vorher zuruckzahlt, emmanderer, dem man
es wieder leiht. Die Verhéltnisse werden aber andere,
wenn das Kapital dem Gléaubiger, solange esder Schuldner
in Hinden hat, keine Zinsen abwirft und er nach Ablauf
des Termins nur die Kapitalsumme zu empfangen hat.
Denn wihrend dieser Zeit geniesst der Schuldner das
ganze Zinsertrignis, das thm verloren ginge, wenn er das
Kapital sofort auszahlte. Alsdann hédtte umgekehrt
der Glaubiger die Nutzniessung der Zinsen. Soll dem-
nach das Kapital sofort abgetfithrt werden, so i1st daran
ein angemessener Abzug zu machen. Die Barsumme
wird nur so gross zu sein brauchen, dass der Gliaubiger,
wenn er sie an Zinseszinsen legt, nach Ablauf des Termins
verade den Nominalbetrag hat. Auch der Schuldner
hatte, wenn er die so bestimmte Barsumme, statt sie aus-
zuzahlen, an Zinseszinsen legte, nach Verfluss des Ter-
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mins den Nominalbetrag in Hénden, den er dann aus-
hindigen konnte. Bezeichnet man daher den Nominal-
wert des Kapitals mit K, seinen Barwert mit  und nimmt
an, es sel nach n Jahren fillig, so muss z mit den n-
jihrigen Zinseszinsen gleich K werden, also

. I 1
R I!_’ T = = = . _ (4)
>

d. h. man findet den Barwert eines nach n Jahren filligen
unverzinslichen Kapitals, wenn man es durch die nte Po-
tenz des Zinsfaktors dividiert oder mit dem reziproken
Wert desselben multipliziert. Tabelle II gibt diese
reziproken Werte von »" fiir 31%5- und 4 %ige Verzinsung.

Man pflegt den reziproken Wert des Zinsfaktors »

als Abzinsungsfaktor v zu bezeichnen, also » = —. Dann
T

gilt an Stelle von (4):

pes K" ... (4a)

d. h. man findet den Barwert eines nach n Jahren fdlligen
unverzinslichen Kapitals, wenn man es mit der nten Potenz
des Abzinsungsfakiors mulivpliziert.

Man ist leicht geneigt, zu glauben, dass man den
Barwert einfach dadurch finde, dass man die Zinse oder
Zinseszinse von dem Kapital abziehe, ohne zu bedenken,
dass dadurch der Glaubiger zu kurz kommt. Denn von
dem Abzug (Diskonto) kann er keine Zinsen mehr er-
halten und hat also am Ende des Termins auch nicht das
volle ithm gehérende Kapital. Wenn man z. B. von Fr. 100,
die nach einem Jahr fillig sind, sofort den Zins von Fr.4
abzieht und nur Fr. 96 entrichtet, so geben diese nach
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Verfluss des Jahres mit den Zinsennur Fr. 99,84. Rechnet
man aber nach Formel (4), so ist der Barwert dieser

Fr. 100 gleich 1199 = Fr. 96,15, welche nach 1 Jahr mit
den Zinsen Fr. 96,15 + 3,85 = 100 geben, wie es sein
soll. Man sieht ibrigens aus diesem Beispiel, dass
allerdings die Resultate nach beiden Verfahren fiir
Fristen innerhalb eines Jahres unbedeutend von-
einander abweichen. Dieser Umstand rechtfertigt es,
dass im Geschéiftsleben die Diskontierung der Wechsel
nach der bedeutend einfachern Methode des Zinsabzugs
geschieht. Dagegen ist dies fiir lingere Termine ganz
unzulidssig, wie folgendes Beispiel zeigt.

Der Barwert von Fr. 10 000, fillig nach 30 Jahren,

1st bel Annahme von 4 9, Zinsen gleich 10 000 - YED

,
= Fr. 3083,20. Die Zinsen von Fr.10000 wiren
Fr. 12 000. Wollte man diese nach kaufménnischer Weise
einfach vom Kapital abziehen, so hitte der Glaubiger
dem Schuldner noch ¥r. 2000 herawszuzahlen, statt etwas
von ihm zu empfangen.

Zum Schlusse dieser Betrachtungen fiige ich noch
die Bemerkung bei, dass, wenn zwei Kapitalwerte in
irgendeinem Zeitpunkt einander gleich sind, sie diese
Eigenschaft zu jeder Zeit besitzen miissen, solange ihr
Zinsfuss der ndmliche ist. Sind sie ungleich, so bleibt
ihr Verhéltnis unverdndert. Denn, sind K und K, die
beiden Werte, so sind sie nach n Jahren beziiglich

= N " und I, - »" und ihr Verhéltnis

Ka": K, -"=K: K,

BEs ist somit vollkommen gleichgiltig, welcher Zeit-
punkt fiir die Vergleichung zweler Kapitalwerte gewéhlt
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wird; sle miissen aber immerhin auf den ndmlichen
Zewtpunkt gestellt werden.

Beispiel. Welches Angebot ist mehr wert: Fr. 7000
nach 4 Jahren zahlbar oder Kr. 7500 zahlbar nach
5 Jahren? — Ihre Barwerte sind

1 . 1 y -
7000 - 1040 = I'r. 5983,60; 7500 - 108 = Ir. 6164,47;

letzteres ist grosser im Verhdltnis von 5983,60: 6164,47
= 1:1,0302.

Thre Werte auf Ende des 5. Jahres sind dagegen
7000 - 1,04 = Fr. 7280; Fr. 7500

und 1ihr Verhaltnis = 7280 : 7500 = 1:1,0302, wie vor-
hin.

Vierte Aufgabe. Den Barwert einer vom Ende des
Jahres an alljdhrlich innerhalb eines gegebenen Zeit-
raums erfolgenden gleichbleibenden Zahlung zu finden.

Auflosung. Der Wert dieser Zahlungen, die wir
mit B bezeichnen, ist nach Formel (3) der zweiten Auf-
gabe auf das Ende des nten Jahres

N 1
G Bl
r—1
also 1thr Barwert
1
S Pt —1 1— e .
V{I:——-—_—_B.v ,,,,,, - \::B_ - (!))
r" r* (r—1) r—1
oder
1—"
W=D (5a)
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Beispiel. Der Barwert einer zu Ende jedes Jahres
falligen Rente von Fr. 500, zahlbar wéhrend 30
Jahren, ist beil 4 9, Zinsen gleich

1

l—
1,04
500+ ———— = Fr. 8646. —.
L.od—1

Wiirde die erstmalige Rentenzahlung nicht schon
nach Ablauf des ersten Jahres erfolgen, sondern z. B.
erst am [inde des siebenten, so wiirde die gefundene Zahl
den Wert der Rente auf den Anfang des siebenten oder
Ende des sechsten Jahres darstellen, und der heutige
Wert wire gleich

1
8646 - —— = T'r. 6833,10.
1,04°

-2

Drittes Kapitel
Die Lebensversicherung im allgemeinen,

Ein Vertrag zwischen zwei Parteien, durch den sich
die eine verpflichtet, der andern oder deren Rechts-
nachfolgern gegen eine im voraus zu entrichtende Ent-
schidigung (Beitrag, Prdmie) 1n einem bestimmten
Fall, der von dem Leben oder Tod einer oder mehrerer
gegebener Personen abhéngt, eine gewisse (eldsumme zu
zahlen, heisst eine Lebensversicherung. Das Giber den Ver-
sicherungsvertrag ausgefertigte Schriftstiick heisst Po-
lice. Die nihern Bestimmungen tiber das Inkrafttreten,
die Fortdauer oder das Ungiiltigwerden des Vertrages,
ither die Erledigung von Streitigkeiten u. dgl. sind in
den Versicherungsbedingungen, bei den kleinen Sterbe-
vereinen usw. in den Statuten enthalten. Diejenige der
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beiden Parteien, welche der andern fur den voraus-
bestimmten Fall die Zahlung der Geldsumme (Ver-
sicherungssumme) zusichert, heisst der Versicherer oder
Versicherungsgeber, die andere, der die Zahlung ver-
sprochen wird, heisst der Versicherte oder Versicherungs-
nehmer. Die Person, von deren Leben oder Tod die Aus-
zahlung der Versicherungssumme abhédngt, ist meist der
Versicherte selbst oder seine Gattin.

Sieht man von den vereinzelten Féllen ab, wo eine
Person einer andern ein gewisses Vermogen, Haus oder
Feld gegen lebensléingliche Verpflegung tibergibt, welche
bei Spitalpfriindern, Landleuten, die thr Heimwesen den
Kindern abtreten, usw. vorkommen und in denen das
finanzielle Interesse, wenigstens bel der einen Partei,
eine sehr untergeordnete Rolle spielt, so wird sich sonst
kaum jemand finden, der einem einzelnen gegeniiber
eine Versicherung ttbernehmen wollte. Denn fur einzelne
Personen 1st der Zeitpunkt des Todes nach menschlichen
Begriffen durchauns unbestimmt., Anders aber 1st es,
wenn die Zahl der Versicherten eine grossere 1st. Wenn
zwar auch da noch der Sterbemoment fitr den einzelnen
ungewiss bleibt, so ist es doch moglich, anhand der
Mortalitdtstafel annéhernd die Zahl der Todesfille fur
die verschiedenen Altersklassen in den kommenden Jah-
ren anzugeben. Abweichungen der wirklichen Todes-
tille von den vorausgesehenen werden immerhin noch
vorkommen, werden aber um so geringer sein und der
(resamtheit gegeniiber um so weniger ins Gewicht fallen,
je grosser die Zahl der versicherten Personen ist und je
mehr Gleichmassigkeit in ithren Versicherungssummen
vorhanden i1st. Ls liegt daher im natiirlichen Interesse
des Versicherers, zundchst moglichst viele Versicherungs-
vertrdge abzuschliessen, um gegen ungiinstige Ereignisse
geschiitzt zu sein. Ferner darf er nicht Summen ver-
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sichern, die weit uber das durchschnittliche Mass der
tibrigen hinausgehen, da er fiir sie dem reinen Zufall
preisgegeben wire. Kann er trotzdem solchen Fillen
nicht ausweichen, so versichert er selbst wieder einen
Teil der Versicherung bei einem oder mehreren anderen
Versicherern (Riickversicherung).

Den Versicherten ihrerseits gebietet das Interesse,
nur solide Versicherer aufzusuchen, um sich gegen maog-
liche Verluste zu decken. Iir findet bei einer Kollektiv-
gesellschaft grossern Schutz als bei einer einzelnen Person,
wie anderseits ein einzelner Versicherer sich selten finden
wird, der die Garantie fur so betrichtliche Summen,
wie sie auf diesem Gebiete vorkommen, tibernehmen
wollte. Diese beiden Umstiinde begriinden die Erschei-
nung, dass die Versicherer meistens als (resellschaften
(Versicherungs jesellschaften) auftreten. Die Organisation
derselben 1st sehr verschieden. Im grossen und ganzen
lassen sie sich in zwel Hauptgruppen sondern, dieiitbrigens
auf mannigfache Weisen ineinander tibergehen konnen.
Entweder wird die Versicherung durch den Staat oder
eine oOffentliche Korporation oder durch eine Aktien-
gesellschaft ibernommen, welche dann das ganze Risiko
tir allfdllige Verluste iibernehmen und daher gewohnlich
einen Teil des Gewinnes beanspruchen; oder aber die
Versicherten bilden unter sich eine Gemeinschaft, welche
als solche die Verluste trigt und allen Gewinn den Teil-
nehmern (Mitgliedern) zuwendet. In den Namen,
welche sich die Gesellschaften selbst beilegen, Versiche-
rungsbanken, -anstalten, -vereine, -gesellschaften, -kassen
usw., ist kein durchgehendes Prinzip zu erkennen.
Um aber doch die beiden Hauptgruppen voneinander
zu unterscheiden, wollen wir in gegenwdrtiger Schrift
jedes Institut, bei dem man sich versichern kann, eine
Versicherungsanstalt, die Anstalten der ersten Gruppe
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Versicherungsbanken und die der zweiten nach dem ge-
wohnlichen Sprachgebrauch gegenseitige Gesellschaften
oder Versicherungsvereine nennen. Die inneren Fin-
richtungen der Versicherungsanstalten sind ausser-
ordentlich mannigfaltig und richten sich nach den Landes-
gesetzen, den Bediurfnissen und der Konvenienz; fir
eine Beschreibung derselben wiire hier nicht der Ort.
Nur das sei bemerkt, dass man nicht ohne weiteres den
Vorzug der Aktiengesellschaften vor den gegenseitigen
oder umgekehrt behaupte, indem sich bei beiden Formen
sehr gewichtige Griinde datiir und dagegen beibringen
lassen.

Es ist nun das allgemeine Prinzip aufzusuchen, nach
dem sich die Versicherungen richten sollen. Wer irgend-
ein finanzielles Unternehmen beginnen und zu einem
guten Ende bringen will, muss vor allem iiber die Mittel
klar sein, mit denen er arbeitet, und iiber die beste Art
threr Verwendung. Was den ersten Punkt betnfft, so
st einleuchtend, dass fiir die Hinrichtung einer Ver-
sicherungsanstalt zunidchst ein Griindungsfonds von an-
gemessener (Grosse vorhanden sein muss, aus dem die
ersten Anschaffungen und notigenfalls die ersten Aus-
zahlungen fillig gewordener Versicherungssummen be-
stritten werden konnen. Bei Aktiengesellschaften leisten
die Aktiondre, bel Staatsunternehmen der Staat, bel
Versicherungsvereinen die Mitglieder selbst die hiezu
notigen Einzahlungen, die spiter wieder zuriickerstattet
oder wenigstens verzinst werden miissen. Von dem Augen-
blick der vollendeten Einrichtung an aber sollen einzig
die Beitrige und Pramien der Versicherten sowie die
Zinsen derselben den Versicherer resp. die Gesellschaft
fur die Auslagen jeglicher Art decken. Dies gilt eben-
sowohl fiir Aktien- wie fiir gegenseitige Gesellschaften.
Dem Versicherer ist demnach die Summe der verfiigbaren
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Einnahmen genau umschrieben; er wird daher auch die
Ausgaben fiir die Versicherungssummen danach ein-
richten miissen, d. h. er hat vor allem aws die Gleichheit
der Einnahmen und der Ausgaben herzustellen. Erst wenn
er auf dieser Grundlage seine Preise berechnet hat, kann
er fiir die Verwaltungskosten, zur Deckung mdglicher
Verluste, zur Realisierung eines Gewinnes, zur Abtragung
oder Verzinsung des Griindungsfonds, zur Auffnung des
Stammkapitales entweder Aufschlige auf die zu for-
dernden Primien oder, was auf dasselbe herauskommt,
Abziige von den zu zahlenden Versicherungssummen
machen und danach die Tarife aufstellen.

Ist hiermit der allgemeine Grundsatz der Gleichheit
der Ausgaben und Einnahmen in ihrer Gesamtheit fest-
gestellt, so fragt es sich weiter, wie sich die Anstalt dem
einzelnen Versicherten gegeniiber zu verhalten habe.
Mannigfache Vorurteile bestehen iiber diesen Punkt
und machen eine einldssliche Besprechung notwendig.
Stellen wir uns zunédchst auf den Boden, wo der Ver-
sicherer und Versicherte verschiedene Personen sind,
d. h.in die Verhdltnisse einer Versicherungsbank. Die
Bank wird dann so rechnen: Wenn das (Geschift gedeiht,
so werden sich eine grossere Anzahl von Personen gleichen
Alters und mit gleichen Versicherungssummen, auf
welche Bedingungen es allein ankommt, beteiligen. Da
man bei keiner von ihnen den Todestag im voraus weiss,
so muss fiir jede ein Durchschnitt in der Weise genommen
werden, dass die voraussichtliche Summe 1hrer Gesamt-
beitrige gleich wird der Summe aller Auszahlungen,
nachdem alle gestorben sein werden, wobel die Zinsen
ebenfalls mitzurechnen sind. Auf diese Weise findet
weder Gewinn noch Verlust statt. Personen gleichen
Alters, aber mit ungleichen Versicherungssummen,
miissen nach Verhéltnis der letzteren ihre Prdamien
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bezahlen. Personen mit gleichen Versicherungssummen,
aber ungleichen Alters miissen ebenfalls verschiedene
Primien entrichten nach Massgabe der durch die Mor-
talititstafel normierten Sterblichkeit. Hiedurch ist dann
das Gleichgewicht zwischen Einnahme und Ausgabe so-
wohl als das zwischen den Versicherten der verschiedenen
Klassen hergestellt. Sollte ein  Versicherungsverein,
wo jeder Versicherte der (Gesamtheit aller andern gegen-
ubersteht, wo es also umsomehr darauf ankommt, die
Pflichten und die Rechte der einzelnen so genau als
moglich gegeneinander abzuwidgen und das Prinzip
der Gleichberechtigung aller nach Massgabe threr Lei-
stungen zu befolgen, anders verfahren? Gewiss nicht.
Wenn er Bestand haben soll, so wird er seine Anforde-
rungen an die Mitglieder ganz ebenso zu seinen eigenen
Leistungen ins Verhéltnis setzen miissen. Die Gerechtig-
keit verlangt, dass kein Mitglied gegen die andern weder
In ungiinstigere noch in giinstigere Umstiinde versetzt
werde, und es 1st ungerecht, wenn eme Klasse von
Mitgliedern durch Befolgung mrrtiimlicher Statuten ver-
kiirzt wird. Man hort hiegegen von gegenseitigen Ver-
einen meistens den Einwurf, dass sie, wenn sie auf die
gleiche Art, wie die Aktiengesellschaften rechnen wollten,
keine gemeinniitzigen oder wohltdtigen Anstalten mehr
wiren, sondern zu Spekulationsgeschiften herabsinken
wiirden. Ich frage aber, ob das eine gemeinniitzige oder
wohltitige Anstalt sei, bel der nach Willkiir verfahren
und nicht jedem das Seine zugeteilt wird, je nach den
Leistungen ? Liobt man nicht vielmehr jeden Hausvater,
der seine Mittel richtig abwigt und seine Ausgaben so
einrichtet, dass er fir die Zeiten, wo die grossen Kosten
fiar Ausbildung der Kinder beginnen, zum voraus das
Notige auf die Seite legt und jedem von ihnen je nach
seinen Higentiimlichkeiten nach DBilligkeit zuteilt?



Tut dies ein Hausvater an seinen Kindern, die doch nichts
fir thn geleistet haben, um wieviel mehr muss ein Verein,
dessen Mitglieder alle an seine Kasse beigesteuert haben,
nach diesen Regeln handeln! Freilich kann man die
voraussichtlichen Leistungen des einzelnen Mitgliedes
nicht mit Bestimmtheit angeben, da weder der Versicherte
noch die Anstalt seine Todesstunde kennt. Thre Kennt-
nis wiirde jede Versicherung tiberfliissig machen und die
Sparkasse an deren Stelle treten lassen. Fasst man aber
die Leistungen eines Mitgliedes als durchschnittliche auf,
und zwar von solchen Personen, die in gleichen Um-
standen beziiglich des Alters und der Versicherungs-
summe stehen, so 1st der Gerechtigkeit Greniige geleistet,
sowohl gegeniiber der Anstalt wie gegeniiber den Ver-
sicherten. Auch ist es unmoglich, den Mitgliedern zu
allen Zeiten die ndmlichen Vorteile zu bieten, wenn nicht
streng an diesem Prinzipe festgehalten wird; denn im
andern Fall erhalten entweder die nachkommenden oder
die frihern Mitglieder mehr aus der Kasse, wodurch
entweder die einen oder die andern notwendig verkiirzt
werden und die Gegenseitigkeit, die in der Gerechtigkeit
und Billigkeit fiir alle Mitglieder und alle Zeiten beruhen
soll, aufgehoben wird. Alle die Streitigkeiten und Rekla-
mationen, von denen die Geschichte der gegenseitigen
Versicherungsvereine unzihlige Beispiele bietet, fliessen
daraus, dass die durchschnittliche Leistung und Gegen-
leistung aus iibelverstandener und itbelberatener Gemein-
niitzigkeit nicht fir jedes einzelne Mitglied gleichgestellt
werden. Nicht dadurch, dass eine Versicherungsanstalt
eine wohltdtige zu sein behauptet, ist sie es schon;
sie wird es erst, wenn sie jedem und zu jeder Zeit das
Seine in gleichem Masse zukommen lésst. Dabei ist es
vollkommen einerlei, ob die Anstalt von einer gegen-
seitigen oder einer Aktiengesellschaft getragen wird;
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denn die Wohltat besteht in der Moglichkeit einer
soliden Versicherung.

Uberblicken wir, bevor zur speziellen Ausfithrung
geschritten wird, noch einmal das gewonnene Resultat und
vervollstindigen wir es. Das Rechnungswesen einer jeden
Lebensversicherungsanstalt soll darauf beruhen, dass die
samtlichen voraussichtlichen Einnahmen einer grossen
Zahl von Versicherten gleichen Alters und mit gleicher
Versicherungssumme gleich sein miissen den simtlichen
voraussichtlichen Ausgaben an dieselben mit Inbegriff der
Zinsen auf den Zeitpunkt, wo alle gestorben sein werden.
Hir einen einzelnen Versicherten gilt der Durchschnitt.
Mit andern Worten: Der Durchschnittswert simtlicher
Finnahmen mit Zinseszinsen soll gleich sein dem Durch-
schnittswert siimtlicher Ausgaben mit Zinseszinsen auf
den Moment des Aussterbens aller unter den nidmlichen
Bedingungen Versicherten. Wenn aber die Gleichheit der
Werte auf irgendeinen Zeitpunkt besteht, so wird sie
auch fur jeden andern vorhanden sein, wie in der 3. Auf-
gabe des I1. Kapitels gezeigt wurde. Daher gilt es voll-
kommen gleich, auf welchen Zeitpunkt man diese Werte
berechnet. s hat sich der GGebrauch gebildet, die Bar-
werte anzunehmen und miteinander in Beziehung zu
setzen. Da alle Zahlungen unverzinslich geleistet
werden, so gilt zur Berechnung der Barwerte die 1"ormel
(4) des 11. Kapitels. Das bet allen Aufgaben gleichmissig
anzuwendende Verfahren ist also folgendes: Man wdhlt
cine grosse Zahl von Personen gleichen Alters (z. B. die
bei diesem Alter in der Mortalititstatel stehende) und
mat gleichen Versicherungsbedingungen, rechnet fiir jedes
Jahr, wo laut Vertrag Ein- oder Auszahlungen vorkommen
konnen, diese selbst sowve thre Barwerte aus und setzt den
Barwert aller Einnahmen der Kasse gleich dem Barwert
aller Ausgaben. Diese (leichung gibt das Verhiltnis,



in welchem die von dem Versicherten zu leistende Pramie
zu der beanspruchten Versicherungssumme steht. Die so
berechneten Priimien sind die sogenannten Nettoprdmien.
Sie werden um einen Zuschlag fir die Kosten der Ver-
waltung u. dgl. erhéht und geben dann die in den
Anstaltstarifen geforderten Bruttoprdmien.

Was den Zinsfuss betrifft, mit dem die Barwerte
reduziert werden, so ist es geraten, ihn nicht zu hoch
anzusetzen, da sonst leicht einmal die Wirklichkeit
hinter der Voraussetzung zuriickbleiben kénnte. Uber-
dies 1st es micht immer moglich, die eingegangenen
(relder sofort auf sichere und vorteilhafte Weise anzu-
legen; hiedurch entstehen Zinsverluste, welche ungiinstig
auf den Gesamtzinsertrag einwirken. Mehr als 49
sollten der Berechnung nicht zugrunde gelegt werden;
noch besser 1st es, nur 314 % anzunehmen. Gelingt es der
Administration, einen hohern Zinsertrag herbeizufithren,
so liegt der Vorteil aut seiten der Anstalt resp. der Ver-
sicherten, insofern ihnen ein Anteil am Gewinn zukommt.

Stinde nun das wirkliche Ergebnis in allen Teilen,
d. h. sowohl 1n der Sterblichkeit als in der Verzinsung,
mit dem vorausgesetzten im Einklang, so hétte die An-
stalt von dem Moment des Vertragsabschlusses mit dem
Versicherten an nichts weiter zu tun, als den Dingen
thren Lauf zu lassen und bloss fiir die gute Verwaltung
und den Betrieb zu sorgen. Da dies aber bei keinem finan-
ziellen Unternehmen zutrifft, so wird es fiir sie notwendig,
sich in bestimmten Terminen Gewissheit iiber den Stand
des Geschiftes zu verschaffen oder die Bilanz zu ziehen,
d. h. nachzusehen, ob der Erfolg den Erwartungen ent-
sprochen, oder aber um wieviel er dariiber oder darunter
steht. Dies ist um so mehr geboten, wenn der Uberschuss
als sogenannter (GGewinn ebenfalls periodisch verteilt
werden soll. Strenge genommen, kann freilich nur das



— 88 —

Ergebnis der bereits vollstindig abgewickelten Versiche-
rungen ermittelt werden. Allein abgesehen davon, dass
diese jeweilen einen im Verhiltnis zum Totalbestand un-
bedeutenden Bruchteil ausmachen (man denke nur daran,
dass die meisten Versicherungen iiber 20 Jahre dauern)
und daher keinen Schluss auf die Ergebnisse der noch
bestehenden gestatten, so bringt z. B. jede Lebensver-
lingerung eines auf den Todesfall Versicherten iiber die
erwartungsmissige Zeit der Anstalt einen entsprechenden
Gewinn und ebenso jede zu einem héhern als dem an-
genommenen Zinsfuss ausgefiihrte Geldanlage, sowie
das Umgekehrte Verlust bringt. Gewinn und Verlust
gehoren aber den gegenwiirtigen Versicherten oder Ak-
tiondren und nicht den zukiinftigen. Man ist somit
gendtigt, auch die noch laufenden Versicherungen mit
in Berechnung zu ziehen, wobel selbstverstindlich nur
wieder derselbe Durchschnittsmassstab beziiglich Sterb-
lichkeit und Zinsfuss zur Anwendung kommt, der bei
der Bestimmung der Primien angesetzt wurde. Die
Aufstellung der Bilanz erfordert die Kenntnis der zu-
kiunftigen Ausgaben, d.h. die der Anstalt obliegenden
Verpflichtungen als Passiva, sowie der zukiinftigen
Priamieneinnahmen als Aktiva, beide auf ihren Barwert
reduziert, und zwar fiir jede einzelne Person aus dem
Durchsehnitt vieler unter den nédmlichen Bedingungen
Versicherten. Der Uberschuss der Passiva iiber die
Aktiva muss fir jeden Versicherten durch den Kassa-
bestand gedeckt sein und sich daher als Vermogens-
bestandteil der Anstalt vorfinden. Man nennt ihn die
Primienreserve oder das Deckungskapital. Die perio-
dische, meist jahrliche Feststellung des Deckungskapitals
bildet einen wesentlichen Teil des Rechnungswesens
einer Versicherungsanstalt; denn das Deckungskapital
ist nicht etwa, wie vielfach geglaubt wird, bloss eine
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Hilfsquelle zur Deckung allfilliger Verluste, sondern es
muss in der Kasse unumgénglich vorhanden sein, damit
sie die ihr obliegenden Verpflichtungen iiberhaupt zu
erfilllen imstande sel.

Die Reserve eines Versicherten fiir einen gegebenen
Zeitpunkt gibt tiberdies den Wert der Police in diesem
Moment an, d.h.den Wert der Versicherung sowohl
fiir die Anstalt selbst wie fur den Versicherten. Wiirde
nédmlich die Anstalt die Versicherung aufheben und dem
Versicherten die Reserve auszahlen, so kénnte sich dieser
mit derselben als einmaliger Nettopramie bei jeder andern
Anstalt unter den ndmlichen Bedingungen wieder ein-
kaufen. Denn die betreffende Versicherung muss fiir
beide Anstalten den gleichen Wert haben. Wenn sie
also von der einen aufgegeben und von der andern wieder
aufgenommen wird, so muss diese sich gerade mit der
nidmlichen Summe fiir die zukiinftigen Verpflichtungen
Deckung geben lassen wie jene. Ebendasselbe misste
der Fall sein, wenn der Versicherte selbst den Vertrag
aufheben wollte. Er kann kein anderes Aquivalent fiir
die bereits geleisteten Prédmien ansprechen als diese
Reserve, weil er sich, theoretisch gesprochen, mit ihr
wieder bei einer andern Anstalt einkaufen kann. In
der Praxis gestaltet sich freilich die Sache dadurch anders,
dass erstens die zweite Anstalt beim Eintritt nicht nur
die theoretische Nettopramie, sondern die DBrutto-
pramie mit dem Aufschlag verlangt, und dass zweitens
jede Anstalt ein Interesse hat, moglichst wenige Versich-
erte durch Austritt zu verlieren, und daher den frei-
willig Austretenden gewdhnlich nicht die vollen Reserven
auszahlt.

Bei der Berechnung der Reserven ist selbstver-
stdndlich, dass fiir den Barwert der zukiinftigen Ein-
nahmen von den einzelnen Versicherten nicht ihre

4
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Bruttopramie genommen werden darf, sondern nur die
Nettoprimie, weil der in jener enthaltene Aufschlag
fir die Bestreitung der Verwaltung und allfillige Ver-
luste bestimmt ist und kein Aquivalent fiir die Versiche-
rung selbst bildet. Dies diurfte hochstens bei gegen-
seitigen Vereinen und nur dann geschehen, wenn der
Staat oder eine andere Korporation oder der Zinsertrag
eines anderweltigen grosseren Vermogens den Aufwand
tiur Verwaltung und Austélle deckt.

Ifiir eine solide Anstalt 1st es durchaus erforderlich,
dass der Betrag der Reserven in verzinslichen Wert-
schriften bestindig in der Kasse vorliege. Dagegen darf
der Uberschuss des Vermégenshestandes itber die Reserven
und sonstigen Verpflichtungen hinausgegeben werden.
Bei Abschluss der Bilanz sind zunéchst die filligen Ver-
waltungskosten auszuweisen und eine angemessene Ab-
schreibung an den Grindungskosten und Vermdégens-
bestinden in Mobilien und Immobilien vorzunehmen.
Was sich sodann iiber die Reserven und sonstigen
Verpflichtungen hinaus in der Kasse befindet, bildet
den sogenannten Gewinn. Er wird nach den Bestim-
mungen der Statuten an die Versicherten oder Aktionére
usw. verteilt und entweder ausbezahlt oder in irgendeiner
Form gutgeschrieben.

Ileinere Vereine kitmmern sich leider selten um die
Reserve, sondern begniigen sich mit der gewohnlichen
Kassarechnung des Verwalters und einem Vorschuss in
derselben. Sie bedenken dabel nicht, dass ein vermeint-
licher Vorschuss mit einem wirklichen Riickgang ver-
bunden sein kann, wenn er ndmlich kleiner ist, als er
nach der genauen Reserveberechnung sein sollte. Das
Ubel wird dann immer schlimmer und macht einen um
so bemithenderen Eindruck, als die Mitglieder nur sich
selbst Vorwiirfe machen konnen, da es einer kleinen



41 —

Mithe bedurft hitte, um sich jeden Augenblick durch
eine Reserverechnung Gewissheit iber die Vereins-
finanzen zu verschaffen. Freilich miisste man das Vor-
urteil fallen lassen, dass ein Versicherungsverein etwas
ganz anderes sel als eine Spekulationsanstalt. Sei man
doch tberzeugt, dass jede solide Spekulationsbank
ihren Reservefonds aufs sorgfiltigste bestimmt in dem
Bewusstsein, dass eine Verkiirzung desselben spiter
einen sichern Verlust hervorbringt, der bei den betricht-
lichen anvertrauten Summen mdéglicherweise zur Liqui-
dation und zur Einbusse des Aktienkapitals fithren kann.
Um so mehr sollte man von den gemeinniitzigen Gegen-
seitigkeitsvereinen erwarten, dass sie nicht wie ein sorg-
loser Haushalter in den Tag hinein leben und den nach-
kommenden Witwen oder Invaliden das Nachsehen
lassen oder umgekehrt die gegenwirtigen zugunsten der
spatern benachteiligen. Die Stelle des Deckungskapitals
wird bei thnen gewdhnlich durch das sogenannte Stamm-
kapital vertreten. s ist dieses ein unangreifbares Kapital,
das durch die Eintrittsgelder, Nachzahlungen, Geschenke,
Vermichtnisse, einen Teil der Jahresbeitrige der Mit-
glieder und oft durch einen Teil seiner Zinsen gespeist
wird. Der iibrige Teil der Jahresbeitrige und Zinsen
wird fiir die Auszahlungen verwendet. So loblich der
dem Stammkapital zugrunde liegende Gedanke an sich
1st, so wenig erfillt er seinen Zweck. Denn entweder ist
es zu gross; dann ist der an die Mitglieder in Form von
Witwen- und Invalidenpensionen zuriickkehrende Teil
der Einzahlungen zu gering und jene selbst also zu klein
und erst fiir spiatere Geschlechter erspriesslicher; oder
aber er ist zu klein, und dann tritt das Umgekehrte ein.
Der Umstand schon, dass mit der Aufstellung des Stamm-
kapitals die Mitglieder durchschnittlich nicht ihre ganzen
Einzahlungen in Form von Beziigen wiedererhalten, son-
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dernvoneinem Teilnur die Zinsen, muss davon itberzeugen,
dass es unrichtig ist, ein solches Stammkapital zu bilden.
Die Reserve soll zwar jewellen auch unantastbar sein,
aber sie richtet sich nach der Mitgliederzahl und ihrem
Alter, 1st also verdnderlich und steigt bald an, bald fallt
sie, je nach dem Frgebnis der Berechnung; wihrend das
Stammkapital sich nur sehr langsam dndert und sich den
Bewegungen 1m Mitgliederbestand nicht anschmiegt,
iiberdies nie abnehmen kann. Die Folge davon ist, dass,
wenn einmal die Zahl der Genussberechtigten abnimmt,
ihre Beziige steigen; dadurch werden neue Mitglieder
angezogen, es treten eine grosse Anzahl solcher ein,
das Stammkapital gentigt nicht mehr, und es erfolgt
die schon im 1. Kapitel in ihren Folgen beschriebene
Erscheinung. Wir denken uns vielmehr die richtige
Organisation so: Wenigstens alle 3 Jahre ist eine
Berechnung der Reserve vorzunehmen. Zeigt sich ein
Uberschuss des Vermdogensbestandes iiber dieselbe,
wozu neben sorgfiltiger Verwaltung Geschenke u. dgl.
mit beitragen konnen, so bilde man daraus ein Stamm-
vermogen, aus dem ein allfdllig sich ausweisender Verlust
des Reservefonds bei dem nichsten Abschluss ersetzt
wird. Dem Stammvermégen sind zuzuweisen alle Ge-
schenke, Verméchtnisse, Subventionen, denen nicht aus-
driicklich eine andere Bestimmung zugedacht ist, und
seine Zinsen; dagegen sind aus ithm alle Verwaltungs-
kosten zu bestreiten und die nicht aufgezehrten Zinsen
ganz oder teillwelse an die (enussfihigen zu verteilen.
Von einer Berechnung der Reserve bis zur néchsten
verindert sich dieselbe so, dass die Eintrittsgelder und
Beitrdge der Mitglieder in sie fliessen und aus ihr die
Beziige der Berechtigten bezahlt werden. Bei jeder
ausserordentlichen Verumstdndung, z.B. starker Zu-
oder Abnahme der Mitgliederzahl, Statuteninderungen
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u. dgl. sind die Tarife zu verifizieren und die Reserve-
berechnung vorzunehmen. Zeigen sich ungewdohnliche
Verluste, so sind sofort unter Zuziehung eines sachver-
stindigen Mathematikers die zu ihrer Wiederersetzung
erforderlichen Massregeln zu beraten und auszufithren.

Viertes Kapitel
Versicherungen auf eine Person.

Den Irlduterungen des vorigen Abschnittes zu-
folge ist jede Versicherungsrechnung auf die Gleich-
setzung der durchschnittlichen Barwerte der Einnahmen
und Ausgaben der Anstalt fiir den betreffenden Ver-
sicherten zuriickgefithrt. Der Durchschnitt ist von einer
grossen Zahl Personen, die unter den gleichen Bedin-
gungen versichert sind, zu nehmen. Die beiden ersten
Aufgaben haben die Ausmittlung von Barwerten, als
Grundlage der Versicherung, zum Gegenstand.

Erste Aufgabe. Den Barwert einer Zahlung zu finden,
welche wéhrend einer Anzahl von Jahren unter der
Bedingung geleistet wird, dass eine bezeichnete Person
noch am Leben 1st.

Autlésung. Die Person sei z Jahre alt, der Be-
trag einer jeden Zahlung ser B Fr. und ihr Gesamtbar-
wert = W Fr. Man kann nun mehrere Fille unter-
scheiden: 1. Die Zahlung wird nur einmal geleistet;
2. die Zahlung erfolgt alljahrlich bis zum Tode der Per-
son oder 8. nur wihrend einer bestimmten Zeit. Den
zweiten Fall behandeln wir unter zwei verschiedenen
Voraussetzungen.

Erster Fall. Die Zahlung wird einmal,
nach n Jahren geleistet.

Von [, Personen, welche in der Sterblichkeitstafel
bei dem Alter = verzeichnet sind, leben nach n Jahren



nochl, . ,. Andiesesind je B I'r. zu zahlen, also im ganzen
.., B Fr., deren Barwert gleich I, 6 B:»"=1_,6 B"

ist; demnach der durchschnittliche Barwert fiir eine der
[, Personen

T+n

n
v l.r +n

l i

", 1

z-+n

W =B (1)

x

Man hat zur Vereinfachung mancher Formeln
einen besondern Ausdruck eingefithrt, die sogenannte
diskontierte Zahl der Lebenden, die fur das Alter o mit
D, bezeichnet wird und gleich ist der Zahl der Lebenden
{, dividiert durch die xte Potenz des Zinsfaktors r oder
multipliziert mit der zten Potenz des Abzinsungsfaktors
v, d. h.

l
D,=—==0v"1,. (2)

r®

Die Werte von D sind in Tab. I1I fur 314 9 Zinsen
angegeben. — Multipliziert man Zéhler und Nenner von
(1) mit »*, so kommt

,U.r-j—n l.r%n D

W=B.— %" _p. =" 1a
vel D (14

Obgleich bei den am héufigsten vorkommenden Versiche-
rungen die Anwendung der Zahlen D_ nicht notwendig
1st, so sind sie doch hier aufgenommen worden, da sie
die Berechnung zusammengesetzterer Aufgaben ausser-
ordentlich vereinfachen. Indessen werden die meisten
Formeln mit und ohne Anwendung der D, angegeben.

Beispiel. Der Barwert emer Zahlung von Fr. 1000,
welche nach 15 Jahren an eine jetzt 30jahrige Person
entrichtet werden soll, ist nach (1) und (1a)
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I,
W=1000. —=_ — Fr. 514,90;
1,086 1

2 D‘is o
W = 1000 - = F'r.514,90.
D

30

2. Fall. Die Zahlung B wird nach einem
Jahr zum erstenmal und von da an alljdahrlich
bis§zum Tode der Person geleistet.

Nach dem vorigen Fall, Formel (1), sind die Bar-
werte der einzelnen nach 1, 2, 3, ... Jahren geleisteten
Zahlungen der Reihe nach:

also 1thre Summe

1 71, - Loy
W = L’-g( 2o Ry “3i o ),
by r P P
wobei die Reihe bis ans Ende der Mortalititstafel fort-
zusetzen 1st. Nimmt man die Zahlung B gleich IFr. 1 an
und bezeichnet ihren Barwert mit a,, so wird

Die Berechnung einer Tabelle fiir a,, welches wir
Renteneinheat tiir das Alter x nennen, geschieht am ein-
fachsten auf folgende Weise. Aus (3) folgt



l
. T4: T T-+4
Loy s 6= p A 2 ¥ - R

Dividiert man die letzte Gleichung durch r, so be-
merkt man sofort, dass

| . — =+l 4 ZJ;-{-i Qg _ Za:--,L1(1+az+1)
z x 7 - n ’
also
Ls{d ,
o, — 0T ). (3a)
I 7

T

Man bestimmt nun zuerst nach (3):

1 Icm .
gy = ————— = (,249,
lys 1,085
hieranf nach (3a)
lyg (1 +

”)::(L369,

[ —_——
T 1y,-1,085

auf gleiche Weise @, dann ag, usf., was leicht aus-
zufithren ist.

Fine andere Methode zur Berechnung von a, ergibt
sich mittels der diskontierten Zahlen der Lebenden.
Die Formel (3) kann nédmlich geschrieben werden:

“. _ (,UxH . ZI_H + Ur%:z l - _11 ¢ L3, Zr-}u.’; _+_ . ) —

=05 (I)r‘-ﬂ “+ ]:)‘1:-;-‘7 e Dr--l-B _}_ 5@ ')'
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Die Grosse in der Klammer ist die Summe der dis-
kontierten Zahlen der Lebenden vom Ende der Mortali-
tatstafel bis und mit derjenigen vom Alter z + 1 und
wird kurz die Summe der diskontierten Zahlen der Lebenden
genannt. Bezeichnet man sie fir das Alter z mit N,
also

N,=D,+D,,,+D,, s+ D5+ ---,

so 1st die Grésse in der Klammer = N_,,, demnach

= (3b)

Die Renteneinheit bildet das Hauptelement der Versiche-
rungsrechnung und ist 1n Tab. IIT sowohl zu 315 als zu
4 9%, angegeben. Die ndmliche Tabelle enthélt die Werte
von N, zu 3% 9.

Beispiel. Der Barwert einer am Ende des ersten
Jahres beginnenden lebenslinglichen Jahresrente von
Fr. 300 1st fir eine 50jdhrige Person und zu 314 %, gleich

300 - as, = 300 - 13,116 = Fr. 3934,830.

3. Fall. Die Zahlung B wird nach m Jahren
zum ersten Male entrichtet und jdahrlich bis
zum Tode der Person fortgesetzt.

Die Barwerte der bezuglich nach m, m + 1, m + 2,
... Jahren geleisteten Zahlungen sind der Reihe nach,
- zufolge (1)




1 /1. l .. . -
H/‘: B T ( r-tm + rfnffl 1 »cfni.oi + . .),
Zr \ 7 g e |

welche man auch so schreiben kann:

VV:B armol & er_'_ 1277:;'{‘1 +>
l.’s : TMAI Z‘v +m—1 r r- .
oder wegen (3)
1 ll:*l"m—l "
W=D l ?.m—l a.r~%—nif1' (e))

T

Die Formel gestaltet sich mit Hilfe der DD einfacher.
Multipliziert und dividiert man den ersten Ausdruck
far W mit 2%, so wird

r® £ b bt s
I’VZB’—( z+m + r+m+i z4+m42 + ”')

ZI “\,)..’H-m ,),J:-.i—m—i-l T-H-‘m—'}-ﬁ
oder
" 1 N . B
W==r D (Dl‘+m ’ Dl‘]’inél T e T )
z
oder
N
‘l"irz B- Tr=m (Sa)
Da:

Beispiel. Der Barwert einer in 10 Jahren erstmals
filligen lebenslédnglichen Jahresrente von Ir.300 ist
fiir eine 50jihrige Person, zu 315 9%, nach (5) und (5q)
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l.,-as
59 %9 Fr. 1847,40;

L, 1,085

Ng . _
W = 300. —~ = Fr. 1847,40.
Dy,

4. Fall. Die Zahlung B wird nach m Jahren
zum ersten und nach s Jahren zum letzten
Male geleistet.

Die Barwerte der beziiglich nach m, m + 1, m + 2,
... s Jahren fdlligen Zahlungen sind der Reihe nach,
zufolge Formel (1),

I__) r-+-m ] r+m-+1 9 r+m+2 > ‘x-+s
3 s

m? m1? T A s’
L1 [, L7 Lr

demnach ihre Summe

1 /1 - [

T E L--m z+m-+1 +m+2 | r-4-8

VV— B 1 P + ,rm—}-l + ,ranZ e + rs .
z

Denkt man sich die Summe bis an das Ende der Mor-
talitdtstafel fortgesetzt, so sind die hinzugefiigten
Glieder wieder abzuziehen. Dies gibt

1 /1 [
];:V:B__(I-E-m‘:_ T+m--1 +>

,rm Tm+1
z
1 /1 b o
) rts41 T+s+2
— B 7 ( 541 + S+2 +
o r 7

oder auch

: l.z:4m—1 1 lm~‘m z+m—+1
W= B-X iy L |

om—1
Ly byt



oder

’

Z- +m— Tk
W =B ( = 7,1..11 a'.c+m—1 - T% aITS)- (6)
2T ,

7

Um eine Formel mit den D, zu erhalten, multipli-
ziere und dividiere man den ersten Ausdruck von W mit
r*, 80 kommt

T Z:::—:m Zz—i-m-’ri l:c+s\
W= BT(rI*”‘ T g Tt r“”)

x 7
oder

1

W= H‘ﬁw (Dz+nz +‘Dx-+—m-—]—1 + .. +1)x*s)

Denkt man sich, wie vorhin, die Summe bis ans Ende der
Tafel fortgesetzt und subtrahiert die Summe der hinzu-
gefugten Glieder

'Dz-:—s--s--l + 'Dx-f—s—%2 + e T N:r-+~s—:1

wieder, so kommt

Nz+m—_N:r+s+1
W=B8. 5 : (6 a)

z

Im Fall die erste Zahlung schon nach einem Jahre
fallig wird, hat man m = 1 zu setzen und erhilt aus (6)
und (6a)

W = B(az— ) (M)
. P
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Beispiel. Den Barwert einer von einer 25jihrigen
Person wihrend 30 Jahren, heute zum ersten Male zu
leistenden jéhrlichen Zahlung von Fr.100 bei 315 9,
Zinsen zu finden.

Antwort: Die erste Zahlung hat den Barwert
Fr. 100, und fir die ibrigen vom Ende des ersten Jahres
an filligen 1st =z = 25, s = 29, also der Gesamtbarwert
nach (7a) gleich
,

N"G_A;BS e
100 4100 - _—D—— = Fr. 1708,20.

25

Zweite Aufgabe. Den Wert einer Zahlung zu finden,
welche bel dem iInnerhalb einer bezeichneten Frist er-
folgenden Tod einer Person geleistet wird.

Auflésung. Die Person sei z Jahre alt und der
Betrag der bei threm Tod félligen Summe, von der vor-
ausgesetzt wird, dass sie am Schlusse des Todesjahres be-
zahlt werde, gleich 7. Wir unterscheiden zwei Fille,
nidmlich: 1. wenn die fiir die Zahlung festgesetzte Frist
eine unbegrenzte 1st, d. h. wenn die Summe 7' bezahlt
wird, wann immer die Person sterben maége ; 2. wenn diese
T'rist eine begrenzte 1ist.

1. Fall. Die Zahlungsfrist ist unbegrenszt.

Wihlen wir wieder [, Personen, so leben nach einem
Jahr noch [, . |, und die Zahl der Gestorbenen des ersten
Jahres ist [, —1,.,, ebenso die des zweiten [, —1, ,,
des dritten I, ., — [, 5 usw. Da fir jeden Toten T Fr.
bezahlt werden, so sind am Ende des 1., 2., 3. ... Jahres
die Summen



T &

T (ZI — l./:+1)’ T (ZJ:+1 —— Z;c-}-‘z)’ 44 (Za:—'—o _' Z;C-ih?))’ ¥ 8

zu zahlen, deren Barwerte sind

I —1, L. —1 . o L s
I_'l"l x __.11—1, T z+1 z+2 T z+2

r r 4

Der Barwert aller Zahlungen ist demmnach im Durch-
schnitt fiir eine Person

11 Z ! _"'l.wr) lr__v__t)_—l )
W= _—— (ZI~ZM ofo b BTE L HES g >
wl, o r r° /
oder
T 1 1 i
W — —[zxﬁzm(1 —_>—zx_,_.,_<1—i)~...]:
rl, | R ¥ i r _
T , l ..
—_ Zx_‘ z+1 () - 1) __1.4;2 (] L —l)_ 1
i, ¥ r-
oder
T _ /ZI—LI T+2
W=—1I.—(r—1) e
rl, LT r* J

Da die Reihe, welche in dem mit (r — 1) multipli-
zierten Faktor enthalten ist, bis ans Ende der Mortali-
tatstafel fortgesetzt wird, soist derselbe =1 -« (Formel 3),

also endlich
W1 1—(@r—1)a, )

r

oder, da r —1 = 1:

) Y
W e T B (8a)
;
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Beispiel. Fir eine 30jihrige Person ist der Bar-
wert einer bel ithrem Tode an die Hinterlassenen zu
zahlenden Summe von Ir. 1000 bei 315 %, Zinsen gleich

1— 0,035 - ay
1,085

1000 - = I'r. 346,87.

2. Fall. Die Zahlungspflicht beginnt sofort
und erléscht nach s Jahren.

Alsdann kommen bloss die zwischen dem zten und
(x -+ s)ten Altersjahr Sterbenden in Betracht. Nimmt
man wieder [, Personen an, so ist die Zahl der Toten
resp.im 1., 2., 3., ... sten Jahre gleich
—1

b, el !

T r+1 42y *C Vxds—1 r+8?

und die Barwerte der fiir sie erfolgenden Zahlungen sind

l -

x+2 T 481 z+s

7 P e

b

folglich der Gesamtdurchschnitt fiir eine von den jetzt
lebenden I, Personen

i L., —1 ., T
ﬂ/’ . ‘Z r<lz_ l;r+1+ z+1 7 z+2 + L + T+8 1~1 -+ s)
. ; ¥

z

oder




oder
= D r o= Bosie — Pl oo — N i)
oder, da
N.1'+1 = Nm - D.r:’ N:r—}—s—%-l == N.ri—s — 1)1:7!—3’

r

1 ' _
WeT- o Dy —Dypg— - (N, — N_) ‘-‘ ()

I
wie man leicht findet.

Diese Formel enthélt auch den vorigen Fall, wenn
man s = 100 setzt, wodurch z + s grosser als das hochst
erreichbare Altersjahr wird, daher D, ., =0, N, . = 0.
Die Substitution dieser beiden Werte gibt nach leichter
Reduktion die IFormel (8).

Mit Hilfe der Formeln (1) bis (9), welche die Elemente
der Versicherungsrechnung fiir eine Person bilden, ist
es leicht, jede auf diesem (rebiete vorkommende Aufgabe
zu lésen. Nach den im dritten Kapitel gegebenen Er-
lduterungen hat man zu diesem Zweck einfach den Bar-
wert der Zahlungen der Versicherten und den Barwert
der Zahlungen der Anstalt zu bestimmen und einander
gleichzusetzen. Aus der so gebildeten Gleichung kann
man entweder die von den Versicherten fiir eine ge-
gebene Versicherungssumme zu zahlende Nettoprimie
oder umgekehrt die einer gegebenen Nettopriamie ent-
sprechende Versicherungssumme bestimmen. Um die
Bruttoprdmie zu erhalten, schligt man gewdéhnlich je
nach dem Alter des Versicherten und den Versicherungs-
bedingungen 10—50 9, auf die Nettopriamie. Beigrossern
Versicherungsanstalten spielt selbstverstdndlich die Kon-
kurrenzfrage bedeutend mit. Sie werden dadurch ver-
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anlasst, die Pramien nicht hoher zu setzen, als durchaus
notig ist. Kleinere Versicherungsvereine tun ebenfalls
sehr gut, einen angemessenen Aufschlag zu machen, um
ungiinstigen Zufillen zu begegnen und die Verwaltungs-
kosten, die oft verhdltnismissig hoch sind, zu decken.
Die unginstigen Zufille itben bei kleinern Anstalten
einen grossern Finfluss aus als bei denen mit einem aus-
gedehntern Geschéftskreis, auf deren allgemeines Er-
gebnis lokale Stérungen, hervorgebracht durch Epi-
demien u. dgl., nur in geringem Masse einwirken kénnen.
Ist jedoch schon ein bedeutendes Stammvermdgen neben
dem Reservefonds da oder werden allfillige Verluste
auf dem letzteren durch andere Hilfsquellen ausgeglichen,
so kann der Aufschlag auf ein Minimum reduziert werden.

Die Reserve endlich ergibt sich fiir jeden Versicherten
m irgendeinem Zeitpunkt, wenn man den Barwert
seiner zukiinftig filligen Zahlungen von dem Barwert
seiner zukiinftigen Beziige subtrahiert. Es wird im fol-
genden stets vorausgesetzt werden, dass die Reserve-
rechnung jeweilen am Iinde eines Jahres abgeschlossen
wird, dass also die nédchsten Prédmienzahlungen sofort
mit Anfang des folgenden Jahres und die néchsten
Versicherungsauszahlungenam FEnde des folgenden Jahres
geschehen. Sollte das letztere nicht der Fall sein, sondern
die nédchsten Auszahlungen schon mit Beginn des fol-
genden Jahres geschehen, so wiren diese zuerst als
Passivum von dem vorhandenen Vermégen auszuschei-
den. Uber die Ausfithrung der Reserverechnung selbst
1st noch zu bemerken, dasssie, fiir Versicherte von gleichem
Alter und gleicher Versicherungssumme, gruppenweise
geschehen kann.

Bei allen folgenden Aufgaben nehmen wir das Alter
des Versicherten bei Eingehung des Vertrages zu z und
bei Berechnung der Reserve zu z Jahren an. Eine ein-

5
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malige Primie soll mit 4, eine jahrliche mit P und die
Reserve mit J7 bezeichnet werden.

Dritte Aufgabe. Jemand wiinscht, falls er nach
n Jahren noch lebt, nach deren Ablauf ein Kapital L
zu erhalten: was hat er der Versicherungsanstalt 1. an
einmaliger Prédmie, 2. an jahrlicher Prémie zu zahlen?
(Versicherung auf Lebensfall.)

Auflosung. Handelt es sich um eine einmalige
Primie, so hat die Person den Barwert der Versicherungs-
summe zu erlegen, also nach Formel (1) und (1a)

byt D

VI = L o J— L_ zv,L-n-
Ly~ " D (10)

T

Die Reserve ist ebenfalls gleich dem Barwert der
Versicherungssumme, welche vom zten Jahre hinweg
nach n —z Jahren fillig wird, so dass sie gefunden
wird, wenn man in (10) z statt @, und = + n — z statt
n setzt. Demnach

1% T lﬂ:~n — T, D.’c%n 11
= l ,’.n—z_— D : ( )

z b4

Wird dagegen eine jdhrliche Primie ausbedungen,
die am Anfang jedes Jahres, erstmals bei Eingehung des
Vertrages und nach n—1 Jahren letztmals bezahlt
wird, so 1st der Barwert derselben gleich der erstmaligen
Pramie vermehrt um den Barwert der wihrend k — 1
Jahren am FEnde jedes Jahres félligen Primien P,
nach Formel (7), in der s = n —1 zu setzen ist, gleich




oder nach (7a)

N .,—N._. D +N_, ,—N_,
P P z+1 EH x z-+1 etn
M D D

Der Barwert der Auszahlungen der Anstalt ist der
niamliche wie vorhin, so dass man die Gleichung hat

3 l.r+n—~ l +n
P (1 -+ G, — it a’anul) =L.= n (12)

\ L, Pt l,-r
oder auch
‘Z\’T:t - Nr-'—n D'EJ-n
P PR e Jy D
DII DI
oder

P(N,—N,, )=L-D

z =ta+n

(12a)

z-+n*
Far die Reserve gelten beziiglich der Grossen z und n
die Bemerkungen zu (11), und es ist daher

D,.. N,—N,.
P L2t P2 edm
D

z z

(13)

Beispiel. Welche Nettoprdmien sind bei dem
Zinsfuss von 314 %, von einer 30jihrigen Person zu ver-
langen, welche nach 20 Jahren ein Kapital von Fr. 1000
zu erhalten wiinscht?

Antwort: Man setze z = 30, n = 20, so kommt

Dy,
W = 1000 —* = Fr. 404,86.

30

P-(N,,— N,,) = 1000.D,,, P = Fr. 29,77.
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Die Reserve nach 10 Jahren ist bel einmaliger
Primie, da z = 40,

D,
V = 1000- D‘ = Fr. 626,55.

40
und bei jahrlichen Prémien

No—Nw _ 59913

7 = 1000 Dso 29,77
i . e 5 {1 -
D |

40 40

Vaerte Aufgabe. Jemand versichert sich auf eine nach
n Jahren erstmals fillige jahrliche Leibrente R; wieviel
hat er 1. an einmaliger, 2. an jdhrlicher Primie zu be-
zahlen, wenn er die letztere bei Eingehung des Vertrages
zum ersten Male und nach m Jahren zum letzten Male
bezahlen will? (Rentenversicherung.)

Auflésung. Unter einer Leibrente versteht man
eine in regelmissig bestimmten Terminen (monatlich,
vierteljahrlich, halbjédhrlich oder jahrlich) wiederkeh-
rende Zahlung, welche eine Person zu geniessen hat,
falls sie noch am Leben ist. Man unterscheidet tempordre
und lebenslangliche Leibrenten, je nachdem sie héchstens
wihrend einer bestimmten Anzahl von Jahren oder
lebensldnglich ausgerichtet wird. Sofort beginnend heisst
sie, wenn sie mit Ablauf deserstenTermines, aufgeschoben,
wenn sie erst spiter zum ersten Male bezahlt wird.

Als einmalige Primie hat die Person wieder den Bar-
wert der Rente an die Anstalt abzugeben, daher ist nach
Formel (5) oder (5a)

> lx—l-n_i AT:c—Ln
W=R- a =R——". (14)
D
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Bei jihrlichen Prémien bis nach Verfluss von m
Jahren ist der Barwert der Prdmienzahlungen, die erste
sofort zahlbare inbegriffen, nach (7 a) gleich

PP NI+1'_1\71+m+1 — Pp. Dg; +NI+1'—Z\'T2_1_m+1 _
T Dz_ Dz
— P__‘Nz_Nx+m+1
DI

und der Barwert der Renten gleich dem vorigen in (14),
folglich durch Gleichsetzung beider Barwerte und Mul-
tiplikation mit D,

P (Nx _Nr.z:+m+1) =R Nz+n' (.15)

Beispiel. Welche Rente vom 60. Altersjahr an
kann ein 25jihriger Mann beanspruchen gegen eine
jahrliche Primie von Fr. 24, zahlbar wihrend 30 Jahren
und unter Annahme von 3% 9%, Zinsen ?

Antwort: Hierist x = 25, n = 35, m = 29, P = 24,
also

24+ (Ny; — N;;) = B+ N,
B = Fr. 208,31.

Die Reserve bei einmaliger Prémienzahlung ist
gleich dem Barwert einer mit dem (z -+ n)ten Altersjahr
beginnenden Rente an eine jetzt zjahrige Person,

folglich

Nx#n
2, (16)

4

V=R

Bei der jahrlichen Pramienzahlung dagegen hat man
dreterlel Perioden zu unterscheiden.

1. Die Préamie wird noch fortbezahlt und ist am
Anfang des néchsten Jahres wieder fillig. Alsdann findet
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man den Barwert der zukiinftigen Prdmien, wenn man
im oben angegebenen Barwert der Pramien der zjihrigen
Person, welche nunmehr z Jahre alt i1st, z statt @, m —
(¢ — &) = m — z + z statt m setzt, gleich

P l\T: — ATJ:-‘- m+1
o Dz“’
daher ist die Reserve
> AT”IJ-—?? ‘Z\Tz - N$+m—i—l -
V=R 2 p. (17)

4 b4

2. Die Pramie wird nicht mehr bezahlt, aber auch die
Rente noch nieht bezogen (Stillstandsjahre). Die zu-
kiinftige Einnahme ist dann wie bei (16) gleich null, also

V=R Ve 17
= [v- *"—D . ( G;)

3. Die Rente wird schon bezogen und ist am Ende
des néchsten Jahres zuerst wieder fillig. Die Reserve
1st gleich dem Barwert einer sofort beginnenden Rente
(Formel 4):

V=R-a, (17b)

Diese Aufgabe findet Anwendung bei den Alters-
und Invalidenkassen. Meistenteils sind bel ithnen sowohl
die jahrlichen Préamien als die Renten fur alle Mitglieder
gleich hoch angesetzt, welchen Alters sie auch sein mégen.
Weil aber hiedurch die jingeren in Nachteil kimen,
so miissen die dlteren ein erhohtes Fintrittsgeld bezahlen,
welches zunichst zu bestimmen ist. Es seil P die bel dem
Eintritt erstmals zu entrichtende jdhrliche Netto-
pramie, R die entsprechende Rente, F das Eintrittsgeld,
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so folgt aus der Gleichheit der Barwerte simtlicher Fin-
nahmen und Ausgaben der Anstalt fiir einen Versicherten

E P NI—N:L'-HH-;—I — R ‘Z\Tz—ln 18
+ Seme_ g las,

T T

welche Gleichung die zwischen dem Eintrittsgeld E,
der Jahresprimie P und der Altersrente E vorhandene
Beziehung ausdriickt. Zahlen die jingsten Mitglieder
kein besonderes Eintrittsgeld, so ist fiir sie I/ = 0, also
aus (18)

P'(N:c_Nz+m+1):R'N:c+n’ (19)

nach welcher Gleichung sich die Renten und die Priimien
richten miissen. Die Berechnung der Reserve lisst sich
fur diesen Fall, wo R, P sowie das Alter bei dem Auf-
héren der Priamien und bei dem erstmaligen Renten-
bezug, d. h. © -+ m und z + n, fir alle Mitglieder gleich
sind, bedeutend veremnfachen. Man teile die Mitglieder
in die oben angegebenen drei Klassen: Fiir die erste
Klasse 1st aus (17)

-V_R Nx+n P N;r%mﬂ P Nz
- Nl D D,

2 2 -4

Da die Faktoren R und P fiir alle Mitgliederdienédmlichen
sind, so schreibe man fiir jedes die seinem Alter ent-
N

r-+n T--m--1

)i
sprechenden Wert -,
prechenden Werte von b 5

4 z 2

man sich ein fiir alle Male eine Tabelle anfertigt, in drei
Kolonnen, nehme von jeder Kolonne die Summe,
multipliziere die erste mit R, die zweite und dritte mit P,
so gibt die Summe der beiden ersten Posten, vermindert

un })_, uper die
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um den dritten, den Reservefonds fir alle betreffenden
Mitglieder.

Wiirde die erste Rente ein Jahr spéter, als die letzte
Prémie ausgerichtet, so wire n =m + 1, also N, =
N

und

T+m-+1?

: l\ T-+n NZ
V=(R+P)—*—P =5

z 2

welche Formel eine noch einfachere Rechnung gestattet
als die vorige.

Fir die zweite Klasse, welche die stillestehenden
Mitglieder enthalt, ist

@ N +

Man stelle also wieder die —BA-’? zusammen, addiere und
4

multipliziere mit E.
Endlich 1st fur die drnitte Klasse

V=D~R-a,

so dass man nur den Wert der Renteneinheit fir jedes
Mitglied aufzuschreiben und ihre Summe mit F zu mul-
tiplizieren hat.

Beispiel. Bel einer Alterskasse kann man im 25.
Jahre eintreten mit einem jiahrlichen Beitrag von Fr. 20,
den man bis zum vollendeten 44. Jahre bezahlt und dafir
von 50 Jahren an emne lebenslingliche Rente empfingt.
Man soll die Grisse der Rente und den Betrag des Ein-
trittsgeldes fir jedes Alter bestimmen und ein Schema
fir die Reserveberechnung herstellen, bei 314 9, Zinsen.
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Hierist x +m = 44, z + n = 50, P = 20 fur jedes
Mitglied, demnach fir ein 25jahriges nach (19)
20 - (Npy— N,) = R - N,,, R = Fr. 59,29

als Nettorente. Als Bruttorente kann man Fr. 55 an-
setzen. Nimmt man nun fir alle Mitglieder den ndmlichen
Wert von R, so ergeben sich die Eintrittsgelder fir 30
und 35jdhrige aus den Gleichungen (18)

E-Dyy + 20+ (N, — N,,) = 59,29 - N,,, E=Fr. 113,83
E-Dy +20+(N,, — N,;) = 59,29+ N,,, E= Fr. 255,36.

Das Schema der Reserverechnung ist folgendes:

Mitolied Alter N, Ny N,
Nito
Mitgliec , D, D. ) .
I. KI. Nr. 1. 27 5,0299 7,0956 19,875 —
2. 35 7,0931 10,0061 18,266 —
12,1230 17,1017 38,141 —
I1. KI. 3. 47 12,195 — — —
4, 49 13,434 — — —
25,629 — - e
111 Kl 5 58 — — — 12,148
6. 64 — — — 8,434
e — —_— 20,577

I. KI. 12,1280 - 59,29 + 17,1017 - 20 — 88,141 - 20
= Fr. 297,9S.
II. KI. 25,629 - 59,29 = » 1519,54.
111, Kl. 20,577 - 59,29 ==y 120000,
Totalreserve = Fr. 8037,58.
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Fiinfte Aufgabe. Eine Person wiinscht sich so zu ver-
sichern, dass bei 1threm Tode an die hinterlassenen Erben
eine bestimmte Summe T ausbezahlt wird. Wieviel muss
betragen 1. eine einmalige Primie, 2. eine lebensléngliche
Jahresprdmie, 3. ene Jahresprimie, die nur eine be-
grenzte Zahl von Jahren hindurch entrichtet wird?
(Lebensliangliche Versicherung aut den Todestall, Todes-
versicherung.)

Auflosung. Die Versicherungssummen werden
gewohnlich nicht sofort nach dem Tode der Versicherten
ausgerichtet, sondern etwas spéter. Man nimmt daher
der Einfachheit wegen an, dass sie jeweilen auf das Ende
des Jahres tillig werden. Der Zuschlag zu der Netto-
pramie betrdgt 20 bis 30 9, bei Versicherungen msit
Anspruch auf Gewinnanteil, und ungefihr 10 %, ohne
solchen.

1. Fall. Es wird eine einmalige Pridmie beim
Abschluss des Vertrages bezahlt.

Die Pramie W muss gleich dem Barwert der Todes-
versicherung 7' sein, also nach (8a)

1—aa,

W=T g (20)

”
ebenso die Reserve fiir das Alter z der Person

i
P17 % (21)
T

Beispiel. Wieviel betrigt die Einmaleinlage bei
4 9, Zinsen fiir einen 25jdhrigen Mann, fiir eine Todes-
versicherung von Fr. 10000 ?
1— 0,04 ay

Antwort: W = 10000 . = Fr. 2768,10.
1,04




Das mittlere zukunftige Alter dieser Person ist
38 Jahre. Wiirde sie die Summe von Fr. 2768,10 an Zinses-
zing legen, so hitte sie nach 38 Jahren 2768,10 . 1,04°°
= Fr. 12287, also mehr als die Versicherungssumme.
Jedoch betrigt der Unterschied nicht so viel, dass
dadurch der Vorteil, Fr. 10 000 zu hinterlassen, wann
immer der Tod eintreten moge, aufgewogen wiirde.

2. Fall. Es wird eine lebensldngliche Pri-
mie bezahlt.

Der Barwert aller Pramien P ist gleich der ersten
sofort félligen, vermehrt um den Barwert der wbrigen
vom Ende des ersten Jahres an, also nach (4) gleich

P+Poa,=P-(1+a,);

der Barwert der Todesversicherung ist gleich gross wie
im ersten Falle; somit besteht die Gleichung
1—2-a,
P(1+a,)= T—r—:W. (22)
Beispiel. Fir die im vorigen Beispiel angenom-
mene Person war W = Fr. 2768,10, also

2768,10
P -

= = Fr. 147,22,
1 + g,

Bei 8149, Zinsen wire

P = 10000 - = I'r. 156,38.
1,085- (1 + as5)

Fiigen wir zu obigen Fr. 147,22 einen Aufschlag
von 10 9, also 14,72, so erhalten wir die Bruttopréimie,
gleich Fr.161,94. Um zu finden, wieviel die Primien



samt Zinsen in 388 Jahren betragen wiirden, nehmen wir
zuniichst an, dieselben wiirden je auf das Ende des
Jahres bezahlt, dann wiirden sie nach 38 Jahren zufolge
(3) betragen

—1
161,94 - - f—rr—?{—w - = Fr.13922.

Da sie aber am Anfang der Jahre bezahlt werden, so
15t jede, folglich auch ithre Summe um einen Jahreszing
arosser, also gleich 13 922 - 556,88 = Fr. 14479, woriiber
die schon be1 dem vorigen Beispiel gemachte Bemerkung
gilt. Ubrigens erreichen die Pridmien samt Zinses-
zinsen erst nach 33 Jahren die Versicherungssumme.
Diese Zeit 1st bei dlteren Versicherten kleiner, weil sie
hohere Pramien geben miissen. Stirbt eine Person, die
sich 1m Alter von 25 Jahren versichert hatte, so hat sie
demnach Gewinn, wenn sie vor Ablauf von 33 Jahren,
d. h. vor dem 58. Altersjahr, stirbt, dagegen Verlust,
wenn der Tod erst spéter eintritt.

Die Reserve fur die Person, wenn sie z Jahre alt
ist, 1st gleich der Differenz der dazumaligen Barwerte
der kinftigen Ausgaben und Einnahmen, also

_ 1—n1a,
V=77 —>—P.-(1+a)

»

oder, nach Einfihrung von P aus (22) und Reduktion

L, — 1+a,
@, —0 _ :.(1 e (23)

= 7 a,t / )

Beispiel. TFir die 25jdhrige Person ist die Reserve
nach 10 Jahren
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V' = 10000 - (1 —

N\
1+ as,

) = T'r. 882,30,
1+ ay;

ebenso nach 20, 30, 40, 50, 60 Jahren beziiglich gleich
Fr. 2099, Fr. 3630, Fr.5301, Fr.6854, Fr.S8115 und
erreicht nach 74 Jahren oder im 99. Altersjahr, wo
a,= 0, die Summe von Fr.9468,17, welche, um die
Nettopramie Fr. 147,22 vermehrt und ein Jahr verzinst,
auf Ende desselben die auszuzahlenden Ir. 10 000 gibt.
Die gesamten Kinzahlungen dieser Person betragen
aber an Nettoprimien und ohne Zinsen in 10, 20, 30,
40, 50, 60 Jahren beziiglich Fr. 1472, Fr. 2944, Fr. 4417,
Fr. 5889, Fr. 7361, Fr. 8833, also mehr als die jeweilige
Reserve. Sie hétte also, wenn sie in irgendeinem Zeit-
punkt von der Versicherung zuriicktreten wollte, auch
wenn ihr die volle Reserve herausgegeben wiirde, jeden-
falls einen Verlust an Kapital, ohne den an Zinsen zu
rechnen. Der Grund liegt darin, dass die Anstalt fir die
falligen Versicherungssummen einen Teil der Primien
der noch lebenden Mitglieder verwenden musste und die
wirkliche Ausgleichung erst nach dem Tode aller unter
den ndmlichen Bedingungen Versicherten stattfindet.

Bei Versicherungsvereinen,welche einheitliche Todes-
fallzahlungen und Primien haben, verfahre man wie
bei den Alterskassen (vgl. vierte Aufgabe). Man be-
stimme zuerst das Verhdltnis der Todesversicherung
zur Pramie fir ein Mitglied vom jingsten zugelassenen
Alter durch die Formel (22)

P ot (24)

und dann das Eimntrittsgeld E dlterer Personen aus der
Gleichung zwischen den Barwerten der Einnahmen
und Ausgaben der Anstalt



1—1-a, 5
E+P (14+ay)y=T-——". (25)
"
Die Reserve 1st, wie vorhin
1—(r—1)a,
Ve P ,(" )a‘—P-(]+a_,):

oder

/ T \ / T % 7
T/:(————P)—- T_(‘_‘_P) gL (2*6)
r ) L r

Man schreibe also fiir jede Person die @, auf, addiere

T
dieselben und multipliziere die Summe mit 7' — (—.— B )

7
/
Das Ergebnis subtrahiere man von der Summe der
/ T ‘
( —— — P} aller Personen, so hat man den Gesamtbetrag
\ 7

der Reserve.

Beispiel. Eine Sterbekasse setzt sich zum Zwecke,
an die Hinterlassenen ihrer Mitglieder I'r. 500 auszu-
zahlen. Der Fintritt kann mit dem 20. Altersjahr ge-
schehen. Man soll die ndtigen Tarife und Reserven auf-
stellen fiir 3% %, Zinsen.

Man hat hier T = 500, r = 1,035; fiir die 25jdh-
rigen wird die Nettoprdmie

1—0,085 « ay;

P = 500- - = IFr. 7,816 (rund I'r.7,80).
1,035 - (1 4+ ay;)




Das Eintrittsgeld eines 30jdhrigen, der die gleiche
Jahresprimie bezahlen soll, wird aus (25)
1—0,035:a

E = 500 - — 07,816 (1 + ay,) = Fr. 22,50,
1,035

das eines 40jidhrigen ist Fr. 78,33, und eines 50jihrigen
Fr. 151,00.
500

T
Ferner ist — — P = — 7,816 = 475,27.
? 1,035

T
T — <—~— — P) = 500 — 475,27 = 24,73.
r

/

Das Schema der Rerserverechnung stellt sich fur
zwel Mitglieder so:

Mitglieder Alter

2 z
A 38 16,561
B 46 14,360
30,921

Reserve = 2 - 475,27 — 24,73 - 30,921 = Fr. 185,86.

3. Fall. Die Prdmie wird nach m Jahren
zum letzten Male bezahlt (abgekiirzte Pra-
mienzahlung).

Der Barwert sdmtlicher Primien, die erste sofort
zu entrichtende inbegriffen, ist nach (7 a) gleich

N, N Dz -+ NI+1—"N.E+m-i—1

P P' z+1 z+m+1 e P _
K D D

x T

Na: - Nz%m—%l .
. D :

Z

= P




— 0 —

der Barwert der Todesversicherung ist dem des vorigen
Falles gleich, also 1st

N —N_,.. . l—(r—1a,
LT T m+1 _ T . ( ) 9 (27)
D, r
Bei Beniitzung der Formel (7) erhielte man
l—{r—1)a,

[, . A
r-rm
P (1 + G, R %m) =

x r
Fiir die Reservebestimmung hat man zwel Zeit-
abschnitte zu unterscheiden, den ersten, wo die Pri-
mie noch bezahlt wird, und den zweiten, wo dies
nicht mehr geschieht. In beiden Féllen sind in den Aus-
driicken fir die Ausgabe und die Kinnahme die Zeiger
x durch z und m durch m — (z — ) =m —2z + z zu
ersetzen. Solange also die Prdmie bezahlt wird, ist

1—(r—1)a, N,—N
—p.
r D

2

V:T' z+m+1 : (28)

wenn aber keine mehr bezahlt wird, so ist einfach

i 1—(r—1)a,
V=T. ; (29)
#

Beispiel. Welche Priamie wiahrend 20 Jahren hat
eine 25jahrige Person fiir eine Todesversicherung von
Fr. 10 000 zu zahlen, bei Annahme von 814 %, Zinsen ?

Hier ist z = 25, m = 19, T = 10000, also nach (27)
Ny, — N; 1-—0,085

< Oy
=] —10000- % P — PFr.230,71;
D, 1,085 !
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10 9, Aufschlag geben eine Bruttopréamie von Fr. 253,78,
welehe als jahrliche Sparkasseneinlage auf Ende jedes
Jahres nach 20 Jahren und bei 4 9, erst
1,04*° —1 .
253,78+ ————— = Fr. 7556,93
0,04 :

oder als Einlage auf Anfang jedes Jahres (siehe Beispiel
zu Formel (22)). 7556,93 - 302,28 = Fr. 7859,21 geben
wirde.

Der mit lebenslinglicher Zahlung Versicherte kann
bel vielen Anstalten in irgendeinem Zeitpunkt zur
abgekirzten Prdmienzahlung iibergehen. Alsdann ist
die Reserve der bisherigen Versicherung als einmalige
FEinlage zu betrachten, und fir die kiinftigen Préamien
hat man die Gleichung

Nz—'Nz+nz.+l e T3 1_—(T_—1) G,
D o r

2

V4P

, (30)

woraus sich P bestimmt.

Beispiel. Die lebensldngliche Jahrespriamie eines
25jdhrigen wurde fiir die Versicherungssumme von
Fr. 10000 und eine Verzinsung von 31, 9 gleich
Fr. 156,33 gefunden. Gesetzt nun, dieser Versicherte
wolle nach 7 Jahren zu einer auf 20 Jahre abgekiirzten
Pramienzahlung uibergehen, so ist z = 32 und nach (23)

1
V:IOOOO-<1~—1—+ %s2

) — Fr. 648,27,

Qo5 /
ferner nach (30), worin m = 19 zu setzen,
2

N., — N. 1—0,085-a
648,27 4 BB 8 _ 10000 d B
+ D,, 1,035

&

P = Fr. 218,26.

b



— T2 —

Sechste Aufgabe. Jemand versichert sich auf eine
begrenzte Zeit so, dass seine Hinterlassenen, falls er
innerhalb derselben sterben sollte, emne bestimmte Ver-
sicherungssumme erhalten. Man soll 1. die einmalige,
2. die Jahresprimie des Versicherten bestimmen. (Ab-
gekiirzte Todesversicherung.)

Auflésung. Die Versicherung werde auf m Jahre
abgeschlossen, so dass die Zahlungspflicht fiir die Todes-
fialle innerhalb dieser Zeit besteht. Die einmalige sowie
die erste Jahrespramie wird am Anfang des ersten, die
letzte am Anfang des mten, also nach m — 1 Jahren,
entrichtet. Die Versicherungssumme sei 7' Fr. Die ein-
malige Primie 1st gleich dem Barwert der Todesfall-
zahlungen, also nach Iormel (9)

1 _ r—1 .
W=1 7D, =D, —~ (N,.—N \).(31)

r--m ZT-+m/
r

€ /

Die Reserve ergibt sich ebenfalls aus diesem Ausdruck,
wenn man z durch z, m durechm —(z — ) =m —2z +
ersetzt, also
. 1 r=1 .. . 5
A ey AV N/ .
V=T D DE_DI+JPI—— V(:\;"—*\E-I—m) (8"‘}

2 7 /

Der Barwert der Jahresprimie ist gleich der ersten
Primie, vermehrt um den aller folgenden, daher nach
(T @), worin m — 1 fiir m zu setzen ist,

] —— N e
N,r;1 Ax+m *“P' D;r +‘L\.r+1 N;___

P+ P.
B D, D




— Ty

so dass, wenn man dies dem in (31) angegebenen Barwert
der Todesfallzahlungen gleich setzt, die Gleichung
besteht :

P'(ATI—Nx+;rz) = T'<D.r_D:cwn_

r—1

(N, — N)) =W-D,. (33)

7

Die Reserve ist gleich dem Unterschied der Barwerte
der kiinftigen Ausgaben und Einnahmen der Anstalt,
wobel in den vorigen Ausdriicken z durch z und m durch
m — z + x zu ersetzen sind, demnach

) 1 r—1
I/ == T . j Dz - Dz+m - T (NZ—_‘Z\TSE-,'—DI)

r
NZ—AT:CJ.—NI
oder
D,—D r—1 N.—N
:T' z ;z+m___ T P . z :c—]-m. 34
V Dz < r + ) Dz ( )

Beispiel. Welche Nettoprdmie hat eine 30jdhrige
Person fiir eine Todesversicherung von Fr. 20 000 auf
5 Jahre zu zahlen, bei 315 9%, Zinsen ?

0,085
1,085
= Fr. 776,39

1
W= QOOOO'T(Dao_D% (Nso‘Naa)) =

30

776,09-D
p—_'! 0 _ Fr.168,92.
Nso - NBs




Siebente Aufgabe. Jemand versichert sich so, dass
die Versicherungssumme an 1ihn bezahlt wird, wenn er
ein gewisses Alter erreicht, oder an die Hinterlassenen,
wenn er vorher stirbt. Man soll die Jahresprimie be-
stimmen. (Todesversicherung mit Alterskasse; soge-
nannte gemischte Versicherung.)

Auflosung. Wenn die Versicherung aut T Fr.
und m Jahre abgeschlossen ist, so ist der Barwert der
Auszahlungen gleich der Summe der Barwerte der Lebens-
fall- und der Todesfallzahlungen, also nach (10) und (31)
gleich

/

D_, 1 —1
T. e +T * _(DI_Dr+nz_ ? (ATI_N" )) —

D, D,\ §
1/ r—1
=T. — (I)x - j___,,‘, (N.L - I\TI -i-m)) ;
D;c \ F

der Barwert der Einnahmen ist derselbe wie in voriger
Aufgabe, demnach

r—1
r

P.(N.—N_,, ) =T- (Dz — (N, — NI%AM)> (35)

und die Reserve wird

1 r—1 N.—N
V=T —\D — N—N_. N - il z+m
D < Z r ( z ITT“)) D_—“

4 z

oder
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Beispiel. Man verlangt die Jahresprdmie, die ein
25jdhriger fur eine Versicherung von Fr. 10 000 entrichten
muss, welche entweder an 1hn selbst 1im Alter von 60
Jahren oder an seine Erben im Falle seines vorher er-
folgenden Todes bezahlt werden soll. Es ist bei 315 %,
Zinsen

0,035

e NBU) = 10000 (D25 R T SR (ATQ.:, - ATGU)):

P- (N,
1,035

25

AN

P == Py, 911,08

fir eine einfache lebensldngliche Versicherung miisste
er Fr. 156,33 bezahlen, nach (22), und mit abgekiirzter
Pramienzahlung auf 35 Jahre Fr. 175,64, nach (27).
Fir den Vorteil, die Fr. 10 000 noch ber Lebzeiten im
60. Jahr zu erhalten, ist also eine jéhrliche Zusatz-
primie von 211,07 — 173,64 = Fr. 37,43 zu leisten.

Diese Aufgabe ist eine Kombination der dritten
mit der sechsten. Auf gleiche Weise, d. h. durch Sum-
mierung der Barwerte beider, kénnen irgend zwei andere
Versicherungen miteinander verbunden werden. Man
kann auch von einer Versicherung zu einer andern iiber-
gehen, indem man die Reserve der ersten als erste Fin-
zahlung betrachtet und ihr den Barwert der kiinftigen
Pramien beifiigt, wie es im dritten Fall der fiinften Auf-
gabe geschah.

Neunte Aufgabe. Es gibt Anstalten, die sich fiir ein-
fache Todesversicherungen wéhrend der ersten Jahre
nur halbe Jahrespriamien und erst spéiter die ganzen be-
zahlen lassen. Man soll diese bestimmen.

Auflosung. Der Barwert der Todesfallzahlung ist
durch die Formel (8) gegeben, und es handelt sich nur
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darum, den der Primien zu bestimmen. Die halbe Prii-
mie sel P und werde n Male bezahlt, spiter die ganze
2 P. Der Barwert der halben Prémien ist wie bei der
dritten Aufgabe gleich

N, —Noin
D

T

P.

und der der ganzen vom Ende des nten Jahres an nach

N,
(5a) gleich 2 P - —bﬂl", also die Summe der Barwerte
aller Primien gleich
N.—N_, N. N, +N_,
P. z z-+n '2 P ’ Trn — P' T Z-rn .
D D. D,

Finnahmen und Ausgaben, einander gleichgesetzt, geben

N.+N,, ., 1—(r—1)a,
. = =T. = (37)

D 7

&£

p

Fir die Reserve sind zwel Zeitabschnitte zu unter-
scheiden. Fiir den ersten, wo nur die halben Primien
entrichtet werden, gelten die obigen Barwerte, in denen
¢ durch 2z, n durch n —(# —2) =n — 2z + z ersetzt
werden missen, also

1— 0 —1)a N,+N,.,
: 0 o p__u_ (38)
r D

4

Ve

Fir den zweiten gilt die Formel (23).

Beispiel. Welche Primien hat eine 25jdhrige
Person fiir eine Todesversicherung von I'r. 10 000 zu
leisten, wenn sie wihrend der ersten 5 Jahre nur die
halben Prémien bezahlen will? (Zinsfuss 3,5 9%,.)



Nt Ny _ 1(_)000-%:-——0’034573'—?‘1 P = Fr. 88,20.

P.
1,035

25

Sie entrichtet also die fiinf ersten Primien mit

je Fr. 88,20, die folgenden mit je Fr.176,40. Fine un-
veréinderliche Jahresprimie wiirde I'r. 156,32 betragen.

Fuanftes Kapitel
Versicherungen auf zwei Personen.

Aus den mannigfaltigen Aufgaben, welche die Ver-
sicherungen auf zwei Personen darbieten, werden hier
nur die hauptsichlichsten herausgegriffen, nach deren
Vorbild die tbrigen leicht behandelt werden kénnen.
Die beiden miteinander verbundenen Personen werden,
wie schon im ersten Kapitel, als Ehepaar angenommen,
ohne dass die Voraussetzung gerade notwendig ist.
Das Alter des Mannes wird bei Abschluss des Vertrags
mmmer zu z, das der Frau zu y Jahren vorausgesetzt,
bei der Reserveberechnung seien ihre Alter » bzw. w.
Beziiglich der Reserve wird wie bisher angenommen,
dass sie auf Ende des Jahres gestellt sei und dass die
nichsten Primienzahlungen sofort nach Neujahr und die
ndchsten Auszahlungen der Anstalt erst auf Ende des
folgenden Jahres erfolgen. Die beiden ersten Aufgaben
befassen sich mit der Ermittlung von Barwerten.

Erste Aufgabe. Den Barwert einer Zahlung zu finden,
welche wihrend einer bezeichneten Anzahl von Jahren
unter der Bedingung geleistet wird, dass ein bestimmtes
Ehepaar noch am Leben ist.

Auflésung. Der Betrag einer einzelnen Zahlung
sel B, der durchschnittliche Barwert aller sei W. Wir
unterscheiden drei Fille.
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1. Fall. Die Zahlung wird nach n Jahren
und nur einmal geleistet.

Die Zahl der zugrunde gelegten Fhepaare sei [,-1,
so sind nach n Jahren noch I, -1, ., solehe vorhanden,
nach (5). An diese sind im ganzen zu zahlen Franken:

ol
B-l,.,-1 deren Barwert betrigt B+ """ Der

T y-+n?
Y Tn

durchsehnittliche Barwert fiir eines der anfénglichen
Paare 1st somit
Zz—‘—n Zy4n
W=B.—/"—. (39)

g
L, ly 7

Beispiel. Der Barwert von Fr. 1000, zahlbar nach
30 Jahren an ein gegenwirtig beztiglich 30 und 25 Jahre
altes Ehepaar, wenn es dann noch lebt, ist bei 814 9

; lgo L5 -
W = 1000 - = = T'r. 163,27.
lyg - las - 1,085

2. Fall. Die Zahlung B wird nach 1 Jahr
zum ersten Male und von dort an jahrlich bis
zum Tode des einen Fhegatten geleistet (ein-
fache Eherente).

Zufolge (39) sind die Barwerte der Zahlungen zu
Ende des 1., 2., 3. Jahres der Reihe nach gleich

:’i%_g T3 Z.T"i'a lg}~§- 3

l;jl? 7 ’ Z Z ‘7,2 y A2 '—W’a =y

also 1thre Summe

Wﬁ B. 1 (/ ZI,-H ly+1 N Z‘Eéz Z?v,_._,.) ZI%S ly-‘~3 \)
1.1 7 7 rs B

YN /



wo die Reihe bis an das Knde der Mortalititstafel fort-
zusetzen 1st. Die mit B multiplizierte Grisse bezeichnen
wir mit a_, worin die Alterszahlen z und y als Zeiger
funktioniefen, und nennen sie die Fherenteneinheit.

Dann 1st
1 lt 1 lu F1 lr +2 ny2
a’.ty - l.r Zy (\ ) a 7.2 +
Lok, '
+-=5 ) “0)
und
W=2D-a,. (41)

Der Deutlichkeit halber schreibt man oft «,., statt a,, .

Eine Tabelle fiir die a,,, wie sie in Tab. IV zu 31,
und 4 %, mitgeteilt ist, wird auf dem fir a, im vierten
Kapitel (erste Aufgabe) beschriebenen Weg konstruiert,
indem man wie dort die (Gleichung findet

/

by b

_ x4+l Tyl

"réry_ l Z ) ' (1 _¥L aa‘—l—l:y+1
z "y r

Beziiglich der Tabelle IV 1st zu bemerken, dass
thre Angaben von 5 zu 5 Jahren fortschreiten. Handelt
es sich um Reserverechnungen fiir kleinere Vereine, so
darf man die Alterszahlen auf die ndchsten 5 abrunden,
z. B. 31 auf 30, 33 auf 35 usw., da die herauskommenden
Resultate, obschon sie massgebend sind, wegen der
kleinen Mitgliederzahl doch nur annédhernde Giiltigkeit
haben konnen. Zur Bestimmung von Prdmien aber
und von Reserven grosserer Anstalten ist es notig, die
dazwischenliegenden Werte ebenfalls zu kennen. Man
wendet hiezu die sogenannte Interpolation an wie folgt.
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Es sel ay,.,, zu finden, so suche man a,,.,, = 16,919
und .., = 16,495. Man nehme an, was nahe richtig ist,
dass die Rentenwerte innerhalb 5 Jahren jiahrlich gleich
viel abnehmen, und rechne die Abnahme fir 5 Jahre
16,919 — 16,495 = 0,424. Die Abnahme fiur 1 Jahr ist
dann = 0,0848 und fur 4 Jahre = 0,339. Diese von
16,919 abgezogen, gibt

Bsg. 04 = 16,680.

Es sei ferner a,,,.,, zu finden. Man bestimme, wie
vorhin angegeben, day,.., = 16,580 und a,;,,, = 16,199
(AUS G55 Und dayy.0; ). Der ganze Unterschied dieser
beiden 1st = 0,381 (fiir 5 Jahre), fir 1 Jahr = 0,0762,
fur 3 Jahre = 0,229. Dieser letztere von 16,580 ab-
gezogen, gibt

(g, 0, = 16,351,

welcher Wert erst in der zweiten Dezimalen von dem
richtigen 16,365 abweicht.

3. Fall. Die Zahlung B wird alljdhrlich,
und zwar nach n Jahren erstmals und nach
m Jahren zum letztenmal, bezahlt, falls iiber-
haupt beide Fhegatten noch leben.

Die Barwerte der beziglich nach n, n + 1, n - 2,

.. m Jahren filligen Summen sind

l [ l [

l ‘z+n+1 Yy+n+1 ‘z4+m “y+m
L B e o T
2 by T k4 y7 z yT

Yy

r+n “y+n

B.

also 1thre Summe

I’V: Bl (Z.r+n ly;n L Z.L'*n—*l [.u 41 _,r . Z‘.M—m ly"-m \
/

R : -1

i
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Um diesen Ausdruck auf eine bequemere Formzubringen,
denke man sich die Reihe bis ans Ende der Mortalitéits-
tafel fortgesetzt und die hinzugefiigten Glieder wieder
abgezogen, dann wird

W B l,r-‘:~nlgf—'-n _]L> . B Z.r-:—m+1 l'_i/--m—fl_ll_“.)
L\ T A U

/

oder, wie man leicht findet,

l l
A7 e TR r+n—1 Yy-+n—1
IV =B L1 - ,?.71—1 L--n—1:y+n—l1
Yy
"
r4m Tytm o
o aﬂt?»%—m:y+m .. (:Ld)
[.-1, 1
'z ty”

Wirde die jahrliche Zahlung schon zu Ende des
ersten Jahres beginnen, so hitte mann=1,n—1=10
zu setzen, wodurch man erhielte

ZT—'— m Zr +m \
W=B-(a, ———"2L " q ) (42a)

Ty - m z+m:y+m
ARy

Beispiel. Wie gross ist der Barwert einer Prédmie
von Fr.20 wihrend 10 Jahren, die erste nach 1 Jahr
fillig, einer darauf folgenden von Fr.15 wihrend 10
Jahren und einer nachherigen von Fr. 10 wihrend wei-
terer 10 Jahre fiir ein Ehepaar von beziiglich 30 und 25
Jahren und zu 315 9%, Zinsen ?

Antwort: Bel der ersten Primienreihe 1st B = 20,
n =1, m = 10, also

7

Lo * baz * @i an .
W= 20 { Gyp,05 — 20 | = Fr. 152,82,
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fur die zweite Rethe 15t B = 15, n = 11, m = 20, also

[ Lot gy Gyp.35 Lio * lys * 5. 45 \
W =15

e 5 e Fr‘ 66.38’
‘\130 : lﬂb J 1,03510 ZSU . ZZ:') . 1 ,035_0’) s

fur die dritte ist B = 10, n = 21, m = 30, demnach

;

Fr. 23,52.

w0 5 s
gy 1,5-1,035% 15+ 1,,-1,085%

bo ' lis " Q0.5 oo~ s %o_i5> Ty s
Der Gesamtbarwert aller dieser Primien ist sonach
gleich Fr. 242 22.

Zweite Aufgabe. Man soll den Barwert einer Zahlung
finden, welche nach dem Tode des Mannes fiir die Witwe
geleistet wird.

Auflosung. Es kommen hauptsichlich folgende
zwel I'dlle vor:

1. Fall. Die Witwe erhédlt nach dem Tode
des Mannes eine einmalige Versicherungs-
summe 7', welche zu Ende des Jahres bezahlt
wird, in dem der Mann stirbt.

Nehmen wir wieder [, [, Ehepaare, so entstehen auf
das Ende des ersten Jahres nach (5) 1, . ,-(,—/..,)
Witwen, und es bleiben [, [ ., ganze Ehen. Aus den
letzteren entstehen ebenso auf Ende des zweiten Jahres
Lo (Lyy — 1, 5) Witwen, und es bleiben , ., ., Ehe-
paare; aus diesen kommen auf Ende des dritten Jahres
lyrs (Lo — 1.y 5) Witwen usw. Die auf Ende des 1., 2.,

3. ... Jahres filligen Zahlungen sind also der Reihe nach:

T - l_”+1 (g == Zr-é-‘l)’ T- ZLH-? (Z-”l o ZI“:Q)’
L s Zy+3 (Z.r»;'? - Zx+3>’ o



Die Barwerte derselben sind

Lo (—1.) Lo (Lo — 1)
m, yt1\z z+1 T. y+2 \'z+1 z+2/
—F r > ‘,‘2 )

T. ly+3 (l.t+2 - lx+3)

’T3

deren Summe nach Auflésung der Klammern und Ver-
einigung der positiven und negativen Glieder gleich wird

Loy b i Vi
I:T' y+1 "z + y422x.1+“.
T r

_(ZW Ly ety )i

r

Somit 1st der durchschnittliche Barwert aller Zahlungen
fiir eine von den [, I, Fhen

1 lflr lr+2lx+ )
W:T-l (”1 + L2 1+...'

L1, r r

- 1 (lyJ.—l l:c+1 + ly+222:c+2 +>
L, 1, r r

oder, wenn man das erste Glied in der grossen Klammer
mit [,_, multipliziert und dividiert und Formel (40)
berticksichtigt,

l
W=1T - (%ax_l:yhaxy> : (43)

Z

Beispiel. Der Barwert einer Todesversicherung
von Fr. 10 000 eines 25jdhrigen, die an seine um 5 Jahre
jingere Gattin ausbezahlt werden soll, ist bei 3149,
gleich



l, ,
10000 ( 'z’i gy 00 — amo> — Fr. 2130.

27
=2

Im Fall der Witwer nach dem Tode der Frau die
Summe T bekommen wollte, wird man den Barwert
erhalten, wenn man in (43) einfach z mit y vertauscht,
niamlich:

i \

74 la/—l
W — T-( ; a.I:,H—aw). (430)

y /

Wiirde endlich beides zusammen ausbedungen,
d. h. dass iberhaupt der iberlebende Teil die Summe T
erhalten soll, so ist deren Barwert gleich der Summe der
in (43) und (43 a) angegebenen Werte, also

!

Wl = 2 43b
- ' _Z_— a’s:—l:y Ty a’.'c:yf—l e a’.ry ¥ ( )
T Yy ;

Wenn die Witwen derjenigen Ménner, welche in den
ersten n Jahren sterben, die Versicherungssumme nicht
erhalten sollen, so kommen sie nicht in Betracht, und die
Berechnung des Barwertes beginnt erst vom Ende des
nten Jahres hinweg. Derselbe wird

r T

. ( Zy%.n+1 l.t+n+_1 )
: Tn—jl F

W=T 1 |:Zy+n+1 Z.Hn 4+ ZU+7I+‘3 l1‘+?3+1 £

Z Z n+1 72
Ty

oder

l .
W=T.*"
1 Zy-r

n (lz%rifl ax+31-1 cytn l;r+na.c+n: y-+ n)' (430}



2. Fall. Die Witwe erhdlt nach dem Tode
des Mannes eine Leibrente I auf Ende jedes
Jahres.

Nehmen wir wie immer [, !, Ehen, so leben gemiiss
Formel (5) des I. Kapitels nach 1, 2, 3, ... Jahren noch

Zy+1 (lz — ZJ;+1)’ lgf—,‘—'l (ZL T lr—!ﬂ‘l)’ ly~13 (l.r - ZI-E-3)’ - o

Witwen, an die je R Fr.zu zahlen sind. Die Barwerte
dieger Zahlungen sind also

R .Zy-i.-l (ZI_ZI—‘—])’ R.Zy-%-z(lx—lx+2), R.Zy—j-s (Z.E‘Zl'—:}) )

F re r

und ihre Summe, auf ein Ehepaar bezogen, ist

W=R- 1 <ZU+1 (ZI_ZI~1_) + ly+'2 (ZL _ ]’1»:—2) + )
] ’ .
Y

2
Ll 7

oder nach Auflésung der Klammern und Vereinigung
der entsprechenden Glieder

1 /1 Liso
W:R.{h<y'ﬂ+ ’Jz_:+>
l r r

y

1 Zr/+1 lr#l lu—’-—2 Z'r—‘—"
L1, ( r T re L )

oder endlich

W=R-(a,—a,). (44)

Will der Mann nach dem Tode der Frau die Rente
R beziehen, so wird

W=E-(a,—qa,), (44 a)
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und falls beides erfolgen soll, d. h. wenn jeder Hinter-
lagsene nach dem Tode des andern Eheteils die Rente R
beziehen will, so 1st der Barwert gleich der Summe der-
jenigen in (44) und (44a), also

W=R-(a, + a,—2a,). (44b)

Beispiel. Der Barwert einer Witwenrente von
Fr. 500 fiir ein Ehepaar von beziiglich 35 und 30 Jahren
1st, zu 4 %, gleich

500 (azy — @g5.4,) = T'r. 1616. —.

Es kommt bei Witwenkassen oft vor, dass die Witwe
eines Mitgliedes, das innerhalb der ersten n Jahre
stirbt, keine Pension erhilt, sondern erst diejenigen
Witwen, welche aus den am Ende des nten Jahres nach
dem Eintritt in die Kasse noch bestehenden Ehen ent-
springen. Sind nun am Anfange /, [, Ehen, so bestehen
davon nach n Jahrennoch {,, [ . . Diese geben auf den
Jahresschluss 1, .\ (I, — 1, ), auf das Ende des
folgenden Jahres ., ., (l,.,—1 ., o) Witwen usw. Der
Barwert der Rentenzahlungen betrigt demmnach fir ein
Ehepaar durchschnittlich:

1 l +n4-1 l +n-2
W= 11 ! llx+n< y,r,n4.-1 + yn+2 +)

7

% ,',.n+2

Zy+n+1 lm+n+1 ly+n+2 la:+n+2
— [T EmT +e
7

oder

n
Ll -7

.1 .
W = R ) w ((J‘y+rl — a’;rfnzy+n>' (44 C)



Dritte Aufgabe. Tin Ehepaar versichert sich so,
dass die Frau oder der Mann oder jedes von ihnen beim
Tode des andern Fheteils eine einmalige Versicherungs-
summe erhilt. Man soll die Prdmien bhestimmen.
(Witwen-, Witwer-, gegenseitige Erbversicherung.)

Auflosung. Wir nehmen an, dass die Auszahlung
der Versicherungssumme 7T an die Berechtigten schon
erfolgt, wenn der Tod im ersten Jahre erfolgt.

Die einmalige Primie ist gleich dem Barwert der
Versicherungssumme, also nach (43) fiir die Witwen-

versicherung
¥ ’ Zg:—[ \ e
W=T- ("‘Z_ Upq:y 7 gy (40)
N
und die Reserve
74 aal ] lv‘“"]- :
V=1 (T“v——l:w_—‘avw : (46)

\

Die Jahresprimie dagegen wird vom Anfang des
ersten Jahres an bezahlt, solange noch beide Eheteile
am Leben sind. Thr Barwert ist also gleich der ersten
Prémie, vermehrt um den Barwert derjenigen vom Ende
des ersten Jahres an, somit nach (41) gleich

P+P-a,=P-(1+a,).

Dieser, dem Barwert der Versicherung gleichgesetzt, gibt

L
P. (1 o a’;:y) =T- '_Z'_£a’.t~1:y_axy s (47)

T

~1



Soll die Priimienzahlung abgekiirzt werden und nach
m Jahren zum letzten Male erfolgen, so muss nach (42 )

5 Zr‘— m zy--f— m 1
P-(1 + Uypy — _Z“ﬁ_ am—'—m:y——m) -
zlby?

=T. (—Z—'; Ay gy Gy ) (47 a)

Die Reserve ist bei lebenslinglicher Primien-
zahlung

Bel der Witwer- oder der gegenseitigen Erbversiche-
rung sind fiir den Wert der Todesfallzahlung die Aus-
driicke (43 @) oder (43 b) in Anwendung zu bringen.

Im Fall n Probejahre ausbedungen wiren in der
Weise, dass die Witwe statt der Versicherungssumme
nur die bezahlten Primien zuriickerhilt, wenn der Mann
vor n Jahren sterben sollte, so hat man zunichst als Aus-
gabe der Kasse den Barwert der Todesfallzahlung laut
(43 ¢) zu nehmen. Als fernere Ausgabe sind die zurtick-
zruzahlenden Priamien zu betrachten, némlich an jede
Witwe des ersten Jahres P Fr., an die Witwendes zwelten
2 - P Fr.usw., endlich an die des nten Jahres n - P Fr.

Was die kleineren Versicherungsvereine betrifft,
wo die Prémie P und die Versicherungssumme T fur alle
Mitglieder gleich gross sind, so wird der Unterschied
mm Alter der eintretenden Paare durch das Eintrittsgeld
ausgeglichen werden miissen, gerade so, wie es bel den
Versicherungen auf eine Person geschah, indem man zu
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der Grosse links vom Gleichheitszeichen in (47) und (47a)
noch E hinzufiigt. Fir die Reserverechnung kann man
dann (48) in folgende Form bringen

[

v

l, .
=t (Li Ay—1:0 + 1) o (P + T) : (1 +a'vw)’

deren Anwendung in die Augen springt.

Beispiel. Welche Jahresprimie hat ein Ehepaar
von beziiglich 30 und 25 Jahren zu bezahlen, um eine
Witwenversicherung von Fr.10 000 zu erwerben, bel
3% %, Zinsen?

Antwort. Der Barwert der Versicherung ist nach
(leichung (43) zu bestimmen und betrdgt Fr. 2290. Der
Barwert der Pramien ist P - (1 + ay.,;) = P - 16,634 ;
aus der Gleichung P - 16,634 = 2290 folgt P =
Fr. 137,67. Die Nettoprimie fiir eine einfache Todes-
versicherung des Mannes wiirde Fr. 179,60 betragen.

Vierte Aufgabe. Ein Ehepaar versichert sich so,
dass der eine Ehetell nach dem Tode des andern eine
Leibrente erhidlt. Man soll die Pramie bestimmen.
(Witwen-, Witwer-, gegenseitige Erbrente.)

Auflosung. Wir behandeln den gewohnlichsten
IFall, wo die Witwe eine Rente beziehen soll, und zwar
vom Ende des Jahres an, in dem der Mann gestorben
1st, und setzen die jdhrliche Rente = R Fr. Alsdann
st die einmalige Pramie gleich dem Barwert der Rente,
also nach (44)

W=ZR-(a,—a,,) (50)

und die Reserve

V=R- (a‘w — a‘vw)‘ (5])
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Zahlt man jihrliche Primien, so ist deren Barwert
gleich dem in der vorigen Aufgabe. Somit besteht die
(leichung

P-1+a,)=R-(a,—a,). (52)

"y ] fry
Die Reserve 1st bel Lebzeiten des Mannes
V=Ek.(a,—a,,) — P- 1+ a,,): (53)

Vom Tode des Mannes hinweg 1st die Reserve gleich
dem Barwert der Rente an die lebende Witwe, also nach
(17 D)

V=R-a,

Die ibrigen Fille, wo entweder eine Witwerrente
(44 a) oder eine gegenseitige Frbrente (44 b) oder eine
erst spiter beginnende Bezugsberechtigung (44 ¢) oder
auch eine abgekiirzte Pramienzahlung (42 a)ausbedungen
sind, bieten keine Schwierigkeiten dar.

1. Beispiel. Welche Witwenrente kann man fir
die am Schluss der ersten Aufgabe dieses Kapitels an-
genommene Pramienzahlung bieten, wenn iiberdies mit
Anfang des ersten Jahres Fr.30 einbezahlt werden?

Antwort. Der Barwert sdmtlicher Priamien ist
= 30 4+ 242,22 — Fr. 272,22. Die Witwenrente bestimmt
sich daher aus der Gleichung

972,92 = R (ty; — agy.55), 1 = Fr. 75.85.

2. Beispiel. Bei einer Witwenkasse zahlt man
jahrlich Fr. 20 Beitrag und iiberdies ein Fintrittsgeld
von Fr.30, wenn das eintretende Ehepaar nicht tber
25 und 20 Jahre alt ist. Hingegen verpflichtet sich die
Kasse, vom Tode des Mannes hinweg am Ende jedes
Jahres den Witwen eine lebenslingliche Rente zu zahlen,
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die fiir alle gleich gross zein soll. Man soll die betreffenden
Rechnungen anstellen mit einem Zinsfuss von 4 9%,.

Aus (52) ergibt sich mit Hinzurechnung der ersten
Fr. 30.

80 420 (1 + a@gs.09) = B+ (99 — @s5.50), B = Fr.118,11;

die Bruttorente kann zu Ir. 100 angesetzt werden.

Das Fintrittsgeld fiir ein Ehepaar von 35 bzw. 25
Jahren wird bestimmt wie folgt:

E+20(1 4 agy.05) = 118,11 (ay5 —a55.55), 1= Fr. 182,87,

d. h. es sind als Nachzahlung tber das kleinste Eintritts-
geld von Fr. 30 hinaus Fr. 102,87 einzuzahlen. Ahnlich
bestimmt sich das Iintrittsgeld fir jede andere Alters-
lkombination.

(rewOhnlich werden bei solchen Witwenkassen die
Renten nicht am Ende des Jahres, sondern, wie die
Primien, jeweilen am Anfang des folgenden Jahres be-
zahlt und sind bei Feststellung der Reserve noch in der
Kasse. Ihr Betrag muss demnach zuerst vondem Vereins-
vermogen ausgeschieden werden, bevor die Reserve
bestimmt wird. — Die Formel (53) kann in dem Fall,
wo alle Renten und alle Prdmien gleich sind, so um-
geformt werden:

V:R(l —}—a.w)—(P—f—R)'(l + @yy)-

Man schreibe also fiir jedes Ehepaar die Werte von
1 +a,und 1 + a,,, auf und addiere sie; die Summe der
erstern multipliziere man mit der Rente R, die Summe der
letzteren mit der um die Prédmie vermehrten Rente
P + R. Die Differenz der beiden Produkte gibt den
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Reservefonds fiir simtliche lebenden Ehepaare. Fir die
lebenden Witwen ist die Reserve

7
V=R-a,,

d. h. man schreibe fiir jede Witwe die ithrem Alter ent-
sprechende Renteneinheit @, auf, summiere und mul-
tipliziere die Summe mit der Rente R.

Oft besteht noch die Bestimmung, dass allfillig
vorhandene Kinder nach dem Tode der Frau oder Witwe
die ndmliche Pension wie diese geniessen, bis das jiingste
14 bis 18 Jahre alt 1st. Bei der Berechnung der Prdmien
oder Renten kann man von der Beriicksichtigung dieses
Umstandes Umgang nehmen, wenn der Aufschlag auf
jener oder der Abzug an dieser angemessen gewihlt
wird oder wenn die Kasse bereits einVermdgen hat, das
den Reservefonds betrichtlich ibersteigt. Dagegen
geben solche Kinder einen wesentlichen Posten in der
Reserve, indem ihre Sterblichkeit im allgemeinen,
von den ersten Lebensjahren abgesehen, gering ist.
Aus diesem Grund nimmt man an, dass die Renten-
zahlungen an sie gewiss erfolgen, und benutzt hiezu
Formel (5) des zweiten Kapitels:

1
j [

P

7

worin n die Anzahl der Zahlungen bedeutet, welche an
das jingste Kind der Familie noch geleistet werden miis-
sen. Man stellt sich hiertiber leicht eine Tabelle auf.
Fiir unser Beispiel wollen wir annehmen, dass die Kinder
die Rente bis zum abgelaufenen 16. Altersjahr geniessen.
Das Schema der Reserverechnung gestaltet sich so:



Num- Alter Barwerte

mer . Reserve
ow. | des | der L -
bzw des | ae | 1+aw |1tame Fr.

Name .\Iannesuj Frau w '

Ehen | A |53(55)|46(45)| —  14,857|10,321

B 141(40)|49(50){ — 18,470 11,724 |
28,327 22,045| 301,07
Watwen| C — 35 16,144? — —
D | — | 62 | 87180 — | —
01924 — | — |2043,77

=1

— | — 1 — | — | BBay

Summe: |4123,01

Kainder K

wobeil R = 118,11 P = 20,00 und
301,07 = 118,11 - 28,327 — 138,11 . 22,045
2943,77 = 118,11 - 24,924

878,17 = 118,11 + .= 118,11 ~ 7,4358.
0,04

Finfte Aufgabe. Lin Ehepaar will bis zum Tode
des zuletztsterbenden Ehegatten eine Rente geniessen;
man soll die einmalige Primie bestimmen.

Auflésung. Die Rente sei R; sie wird bezahlt 1. an
das Ehepaar, solange beide Gatten leben, 2. an die Witwe,
solange sie lebt, 3. an den Witwer, solange er lebt.
Thr Barwert setzt sich demnach zusammen aus den
Barwerten einer Eherente, einer Witwen- und emer Wit-
werrente und ist nach (41), (44) und (44 a) gleich

R-a,+R-(a,—a,)+R-(a,—a,)=R-(a,+a,—a,)
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Fbenso gross muss die einmalige Primie sein, also

W = R-(a, + a,—a,). (54)
Die Reserve wird
V=R- (au + Uy — a‘v:w)‘ (55)
Beispiel. Welche Rente bis zum Aussterben ge-
niesst ein Paar von 50 und 45 Jahren gegen eine ein-
malige Finlage von Fr. 10 000 bei 4 %, Zinsen?
d. h. 6,22 9% des Kapitals.
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Tabelle I.

Mortalildtstafel der 17 englischen Gesellschaften.

Einjihrige | Einjihrige Mittlere
Alters- Zahl der Sterbens- Lebens- | zukiinftige
jahre Lebenden | wahrschein- | wahrschein- | Lebens-
& L lichkeit lichkeit dauer
Qe Pz ex
10 100000 0.006760 0,99324 48,36
11 99324 CO6T86 99321 47,68
12 95650 006812 99319 47 .01
13 97978 006848 99315 46,33
14 97307 006896 99510 45,64
| 15 96636 006943 99306 44,96
16 93965 007003 99300 44 27
17 95293 007063 99294 43,58
18 94620 007134 99287 42 88
19 93945 007206 99279 42 19
20 93268 007291 99271 41,49
21 92588 007377 99262 40,79
29 91905 007464 99254 40,09
23 91219 007564 95244 39,39
24 90529 007666 99233 38,68
25 89835 007770 99223 37,98
26 89137 007887 99211 37,27
27 88434 008006 99199 36,56
28 87726 008139 99186 35,86
29 87012 008275 99173 35,15
30 86292 008425 99158 34,43
31 85565 008578 99142 33,72
32 84831 008747 99125 33,01
33 84089 008919 99108 32,30
34 83339 009096 99090 31,58
| 35 82581 009288 99071 30,87
j 36 S1814 009485 99052 30,15
37 81038 009687 99031 29 44
38 80253 009906 99009 28,72
I 39 79458 010131 98987 28,00
| 40 78653 010362 98964 27,28
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FEinjihrice | Einjihrige | Mittlere
Alters- Zahl der Sterbens- Lebens- zukiinftige
jahre Lebenden | wahrschein- | wahrschein- | Lebens-
T 15 lichkeit lichkeit dauer
Gz Pz E’J;
41 TT838 0,010612 0.98939 26,56
42 77012 010894 98911 25,84
43 76173 011251 98875 25,12
44 75316 011697 98830 24 40
45 T4435 012212 98779 23,69
46 73526 012839 98716 22.97
47 T2582 013516 98648 292 .97
48 71601 014260 98574 21,56
49 70580 015061 98494 20,87
50 69517 015939 98406 20.18
51 63409 016598 98310 1950 |
52 67253 017947 98205 18,82 |
53 66046 019093 93091 18,16 |
54 64785 020313 97969 7,50 ‘
55 63469 021664 97834 16,86 :
56 62094 023126 97687 1622
57 60658 024679 97532 1559 |
58 59161 026386 97361 14,97 |
59 57600 028246 97175 1437
60 55973 030336 96966 1377
61 549275 032612 96739 13,18
62 52505 035120 96488 12,61
63 50661 037840 96216 12,05
64 18744 040826 95917 11,51
65 46754 044082 95592 10,97
66 44693 047614 95239 10,46
67 42565 051474 94853 9,96
68 40374 055630 94437 9,47
69 38128 060087 93991 9,00
70 35837 064933 93507 8,54
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Einjahrige | Einjidhrige Mittlere
Alters- Zahl der Sterbens- Lebens- | zulkiinftige
jahre Lebenden | wahrschein- | wahrschein- | Lebens-
z Iz lichkeit lichkeit dauer
gz Pz ex
71 33510 0,070158 0,92984 8,10
72 31159 075805 92420 7,67
73 28797 081883 91812 726
74 26439 088468 91153 6,36
75 24100 95560 90444 6,48
76 21797 103179 89682 6,11
77 19548 111469 88853 576
78 17369 120444 87956 5,42
79 15277 130065 86994 5,09
80 13290 140406 85959 478 |
|
81 11424 151436 84856 448 |
82 9694 163194 83681 418 |
83 8112 175912 82409 3,90 |
84 6635 189679 81032 3,63 |
85 5417 205093 79490 336 |
86 4306 292480 TTT52 310 |
87 3348 249234 75777 9,84
88 2537 265274 73473 2,59 |
89 1864 292382 70762 2,35 |
90 1319 323730 67627 211 |
91 892 360987 63901 1,89 |
92 570 405263 59474 167 |
93 339 457227 54977 147 |
94 184 516304 48370 128 |
95 89 584270 41573 1,12 ;
96 37 648649 35135 0,99 :
97 13 692308 30769 0,89
98 4 750000 25000 0,75
99 1 1,0000 00000 0,50
100 0 - - st




Tabelle 11.
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Zanseszinsen.

‘ 1 Fr. mit Zinseszins Barw e;t von 1 Fr.
| Jahre - S
| il
n
zu 3,59, | zu4°] zu 3,5% | zu49
1 1,0350 1,0400 0,96618 ‘1 0,96154
2 1,0712 1,0816 0,93351 | 0,92456
3 1,1087 1,1249 0,90194 | 0,88900
4 11475 1,1699 0,87144 | 0,85480
5 1,1877 1,2167 0,84197 | 0,82193
6 1,2293 1,2653 0,81350 | 0,79031
T 1,2723 1,3159 0,78599 | 0,75992
8 1,3168 1,3686 0,75941 | 0,73069
9 1,3629 1,4233 0,73373 |  0,70259
10 1,4106 1,4802 0,70892 | 0,67556 |
! |
11 1,4600 1,5395 0,68495 |  0,64958 |
12 1,5111 1,6010 0,66178 ‘, 0,62460
13 1,5640 1,6651 0,63940 | 0,60057
14 1,6187 1,7317 0,61778 | 0.57748
15 1,6753 1,8009 0,59689 0,55526
16 1,7340 1,8730 0,57671 0,53391
17 1,7947 1,9479 0,55720 0,51337
18 1,8575 2,0258 0,53836 0,49363
19 1,9225 2,1068 0,52016 0,47464
20 1,9898 2,1911 0,50257 0,45639
21 2,0594 2,2788 0,48557 0,43883
22 2,1315 2,3699 0,46915 0,42196
23 2,2061 2,4647 0,45329 0,40573
24 2,2833 2,5633 0,43796 0,39012
25 2,3632 2,6658 0,42315 0,37512
|26 2,4460 27725 0,40884 0,36069
|7 2,5316 2,8834 0,39501 0,34682
! 28 2,6202 2,9987 0,38165 0,33348
29 27119 3,1187 0,36875 0,32065
30 2,8068 3,2434 0,35628 0,30832
31 2,9050 3,3731 0,34423 0,29646
32 3,0067 3,5081 0,33259 0,28506
33 3,1119 3,6484 0,32134 0,27409
34 3,2209 3,7943 0,31048 0,26355
35 3,3336 3,9461 0,29998 0,25342
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) { Yy, ik Yinsessing Bulwoit von 1 Fr.
Jahre rn — = qn
™

n

zu 3,5 % zu 49, 7 358 9% i zu 4 ©
36 3,4503 4,1039 0,28983 0,24367
37 3,5710 4,2681 0,28003 0,23430
38 3,6960 4,4388 0,27056 0,22529
29 23,8254 4,6164 0,26141 0,21662
40 3,9593 4,8010 0,25257 0,20829
41 4,0978 4,9931 0,24403 0,20028
42 42413 5,1928 0,23578 0,19257
43 4,3897 5,4005 0,22781 0,18517
44 4,5433 5,6165 0,22010 0,17805
45 4,7024 5,8412 0,21266 0,17120
46 4,8669 6,0748 0,20547 0,16461
47 5,0373 6,3178 0,19852 0,15828
48 5,2136 6,5705 0,19181 0,15219
49 5,3961 6,8333 0,18532 0,14634
50 5,5849 7,1067 0,17905 0,14071
51 5,7804 7,3910 0,17300 0,13530
52 5,9827 7,6866 0,16715 . 0,13010
53 6,1921 7,9941 0,16150 0,12509
54 6,4088 8,3138 0,15603 0,12028
55 6,6331 8,6464 0,15076 0,11566
56 6,8653 8,9922 0,14566 0,11121
57 7,1056 9,3519 0,14073 0,10693
58 7,3543 9,7260 0,13598 0,10282
59 7,6117 10,1150 0,13138 0,09886
60 7,8781 10,5196 0,12693 0,09506
61 8,1538 10,9404 0,12264 0,09140
62 8,4392 11,3780 0,11849 0,08789
63 8,7346 11,8332 0,11449 0,08451
64 9,0403 12,3065 0,11062 0,08126
65 9,3567 12,7987 0,10688 0,07813
66 9,6842 13,3107 0,10326 0,07513
67 10,0231 13,8431 0,09977 0,07224
68 10,3739 14,3968 0,09640 0,06946
69 10,7370 14,9727 0,09314 0,06679
70 11,1128 15,5716 0,08999 0,06422
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1 Fr. mit Zinseszins

Barwert von 1 Fr.

Jahre rn — n
T”

n I

zu 3,5 9, zu 4°, zu 3,5 9, zu 4 °,
71 11,5018 16,1945 0,08694 0,06175
72 11,9043 16,8423 0,08400 0,05937
73 12,3210 17,5160 0,08116 0,05709
74 12,7522 18,2166 0,07842 0,05490
75 13,1986 18,9453 0,07577 0,05278
76 13,6605 19,7031 0,07320 0,05075
77 14,1386 20,4912 0,07073 0,04880
78 14,6335 21,3108 0,06834 0,04692
79 15,1456 22,1633 0,06603 0,04512
80 15,6757 23,0498 0,06379 0,04338
81 16,2244 23,9718 0,06164 0,04172
82 16,7922 24,9307 0,05955 0,04011 |
83 17,3800 25,9279 0,05754 0,03857 |
84 17,9883 26,9650 0,05559 0,03709 |
85 18,6179 28,0436 0,05371 0,03566 |
86 19,2695 29,1653 0,05190 0,03429
87 19,9439 30,3320 0,05014 0,03297
88 20,6420 31,5452 0,04844 0,03170 |
89 21,3644 32,8071 0,04681 0,03048 |
90 29,1122 34,1193 0,04522 0,02931 |
91 92,8861 35,4841 0,04369 0,02818 |
92 23,6871 36,9035 0,04222 0,02710 |
93 24,5162 38,3796 0,04079 0,02606 |
94 25,3742 39,9148 0,03941 0,02505 |
95 26,2623 41,5114 0,03808 0,02409
96 27,1815 43,1718 0,03679 0,02316
97 28,1329 44,8987 0,03555 0,02227
98 29,1175 46,6947 0,03434 0,02142
99 30,1366 48,5625 0,03318 0,02059
100 31,1914 50,5049 0,03206 0,01980
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Tabelle III. Versicherungen auf eine Person.

Alters- Di./Sk()mier_t ¢ d?:l?(:gltfe:ltzln Barwert der Rente 1. —
; Zahl der
Jahre Lebenden | %ahlen der Uz
T ) & g Lebenden - i :
Dz 20 35% N, zu 3.5 % zu35% | zu4%
10 70892 1577588 21,253 19,454
11 68032 1506696 21,147 19.369
12 65285 1438664 21,036 19,282
13 62648 1373379 20,922 19,191
14 60114 1310731 20,804 19.096
15 57681 1250617 20,682 18,998
16 55344 1192936 20,555 18,3896
i7 53098 1137592 20,424 18,790
18 50940 1084494 20,290 18,681
19 48866 1033554 20,151 18.567
20 46873 984688 20,007 18,451
21 44958 937815 19.860 18,329
29 43117 892857 19,708 18,204
23 41348 849740 19,551 18,075
24 39648 808392 19,389 17,941
25 38013 768744 19,223 17,803
| 26 36443 730731 19,052 17,660
27 34933 (94288 18,875 17,512
28 33481 659355 18,693 17,360
29 32086 625874 18,506 17,202
30 30744 593788 18,314 17,040
31 29454 563044 18,116 16,872
32 28214 533530 17,912 16,698
33 27021 505376 17,703 16,520
34 25875 478355 17,487 16,335
35 24772 452480 17,266 16,144
36 23712 427708 17,037 15,948
37 22693 403996 16,802 15,744
| 38 21713 381303 16,561 15,534
|39 20771 359590 16,312 15,317
40 19866 338819 16,055 15,093




O TR Summe der
:\Tlters- D;&ﬁ??{?j ¢ diskontierten Barwert der Rente 1.—
jahre T dben s Zahlen der Gz

z | Lebenden

Dz zu 3.5 ('0 Nz zu 3,5 o zu 3,59 zu 4 ()()
41 18955 318953 15,791 14,861
42 18158 299958 15,519 14,621
43 17353 281800 15,240 14,574
44 16577 264447 14,952 14,119
45 15829 247870 14.658 15,857
46 15107 232041 14,360 13.590
47 14409 216934 14,055 13,317
48 13734 202525 13,747 13,039
49 13080 188791 13,434 12,757
50 12447 175711 13,116 12,470
51 11835 163264 12,795 12,179
52 11241 151429 12471 11,884
53 10666 140188 12143 11,585
54 10109 129522 11,813 11,283
55 9568 119413 11,480 10,978
56 9044,6 109845 11,145 10.670
57 8536,7 100800 10,808 10,359
58 8044 4 92263 10,469 10,046
59 7567,3 84219 10,129 9,731
60 71049 76652 9,788 9,415
61 66564 69547 9,448 9,098
62 6221,6 62890 9,108 8,780
63 5800,0 56669 8,770 8,464
64 53919 50869 8,434 8,149
65 4996,8 45477 8,101 7.835
66 4615,0 40480 7,771 T7.525
67 4246,7 35865 7,445 7,217
68 3891,9 31618 7,124 6.913
69 3551.1 27726 6,808 6,613
70 3224 8 24173 6,497 6,317
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Summe der

;\.lh—'rsA D;}:ﬁa“&z’: ¢ diskontierten Barwert der 'Rente l.—
jahre Lebenden | Zahlen der Gz

T D g 3.5 :Lebende'n —————

rZU 5D To ) Npozu 3,59, zu 3,59, zu 49,
71 2913,5 20950 6,191 - 6,026
T2 2617 4 18057 5,891 5,740
73 2337 .2 15420 5,597 5,459
T4 2075.3 13082 3,310 5,184
75 1826.0 11009 5.029 i 4915
76 15956 9183.1 4,755 4,651
T 13826 T587,5 4,488 i 4,394
78 1186.9 6204,9 4298 4,143
79 10087 5018,0 3975 3,899
30 8478 4009.3 3,729 3,661
S1 T04,1 - 3161.5 5,490 3,429
82 5775 2457 4 3,256 3,203
83 4667 1880,1 3,028 2,980
| 3716 14134 2,803 2761
85 2910 1041,8 2,580 2,544
S6 223,05 750,8 2,359 2 328
87 167,9 3973 2140 2114
88 122.9 359 4 1,923 1.901
&89 87,2 236,5 1,709 1.691
90 597 149,3 1.500 1,485
91 39,0 89.6 1.296 1,284
92 24 .1 50,6 1,100 1,090
93 13,8 26,5 0,914 0.906
94 7,3 12,7 0,742 0,737
95 3.4 54 0,588 0,584
96 14 2.0 0,465 0,462
97 0,5 0.6 0.369 0,367
98 0.1 0.1 0,242 (0,240
99 0,0 0,0 0,000 0,000

100 0.0 0.0 — —




Tabelle TV.
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Versicherungen auf zwer Personen.

Alkor Alter Barwert der Fherente 1. —
der iilteren | der jiingeren Qoy = Gy

T Y T

i zi 3.5 %, ! gii 4.9

10 10 18179 | 16.832

15 10 17.874 16,578

15 17.602 16,353

20 10 17 472 16,243

15 17.239 16.048

20 16,919 15,778

25 10 16,960 | 15,811

15 16,767 15,649

20 16,495 g 15,417

i 25 16,125 ! 15,100

30 10 16,321 15,270

15 16,166 | 15,134

20) 15,943 1 14,914

25 15,634 | 14,675

30 15.209 14,305

35 10 15.544 14,600

15 15,419 14,491

20 15,242 14,334

25 14,991 14,118

30 14,641 13,808

35 14.157 13,381

; 40 10 14,598 13,772

| 15 14,503 13,688

‘ 20 14,365 13,565

' 25 14,170 13,391

| 30 13,892 13,148

| 35 13.498 12,795

i 40 12,945 12,299

| 45 15 13,387 12,695

! 20 13,285 12 601

25 13,137 12470
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Alter Alter Barwert der Eherente 1.—
der dlteren | der jiingeren Gzy = Gyz
5 y _ ‘
zu 3,5 9 zu 49,
30 12,927 12,281
35 12,625 | 12,009
40 12,180 11,607

45 11,544 11,027
50 20 12,030 11.469
%5 11,925 11,371
20 11,771 11,233
35 11,548 11,030
40 11.212 10,724

45 10.708 10,261
50 10,022 9.627
55 25 10,576 10,136
30 10,470 10,038
35 10,312 9,894
40 10,071 9,671
45 9,694 9,321
50 9,160 8,825
55 8,464 8.174
60 25 9,129 8,795
30 9,057 8,728
35 8,952 8.630
40 8,788 SATT
45 8,521 8,227
30 8,129 7.860
55 7,601 7.362

60 6,919 6,717
65 30

O
-

[CURR I gy J
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W o = O Ut

B g )
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D ©
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: 6,768
55 6,596 6,410
60 6,091 5,929
65 5,450 5317
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Alter
der alteren
T

Alter
der jungeren

70

75

80

85

90

60

Q)

o) y
o
=3

e e S 2 RO 2N RS COR E
o G S e ':‘,'.‘.‘ b
)
~t

t .'.,:(

(O S

- O

58
9 !

209 1.197
1,092 . 1,082
.938 i 0.930
0.6 0,692

w~

__,...,,_,_A
= o o W
-t
s
[

o
&

w
O W D

xn

h

Barwert der Iherente 1.— |
Ury = Qyz
Za. 3.5 Yy zu 4 °,
6.056 5806 |
5,943 ‘ 5.788 ;
53,767 5.620 |
5.516 5.380
5.166 5.0453
4,702 4.599 |
4,136 4,054 ’
1,691 | 1588
4,583 1,485
4426 4,333 |
4,201 | 4,116 i
3.890 ‘ 3.815
3,492 i 3,430 %
3,016 2967 |
3,474 . 3,418 ;
3383 Q 3,325 j
.250 = 3,195
3,058 | 3,009 |
2.802 : 2759 ;
2 480 2 445 %
2,096 | 2,069 |
403 % 2 370
133 | 2302
229 2201
():
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