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Die Witwenversicherung als Teil der allgemeinen
Alters~ und Hinterlassenenversicherung.
Von Dr. E. Zwinggi, Bern.

Einleitung.

Zu den vornehmsten Aufgaben, die heute dem
Mathematiker iiberbunden werden kénnen, gehort die
Schaffung der Rechnungsgrundlagen in der Sozialver-
sicherung. Der 6. internationale Xongress fiir Versiche-
rungs- Wissenschaft in Wien 1909 hat sich bereits mit
dieser Frage beschiftigt, Versicherungstechniker wie
Kaan, Bortkiewicz haben grundlegende Arbeiten tiber
die Finanzsysteme verfasst. Aber erst den letzten Jahren
blieb die praktische Verwirklichung vorbehalten, die
theoretischen Ansitze der ersten Untersuchungen mussten
den neuern Beobachtungen angepasst werden.

Zu der FEinzelversicherung, wo jedes Individuum
nach Alter und Beschaffenheit eingereiht wird, steht die
Sozialversicherung in bewusstem Gegensatz. Der Eintritt
in die Versicherung ist obligatorisch, die Leistungen und
Beitrige durch das Gesetz vorgeschrieben.

Dieser Unterschied muss sich auch in den Finanz-
systemen auswirken. Die Einzelversicherung mit nach
dem Alter abzustufenden Pramien kann nur ein Verfahren
kennen, das dem individualistischen Charakter des
Unternehmens Rechnung trigt; aus der Gleichsetzung
der Barwerte der kiinftigen Leistungen und Gegen-
leistungen leitet sich die Primie ab, und das Finanz-
system 1st als Anwartschaftsdeckung durch Primien



erkannt. Theoretisch liesse sich dieses Vorgehen auch
auf die Sozialversicherung iibertragen, obschon das ganze
Verfahren dann mehr einer «obligatorischen Einzelver-
sicherung» gleichen wiirde. Das Alter hat aufgehort,
eine klassifizierende Masszahl zu sein, an seine Stelle
tritt die Zeit, in der das Individuum steht. An Stelle
der Einzelperson kommt das Kollektiv, die Individual-
pramie wird ersetzt durch den Durchschnittsbeitrag, das
Deckungsverfahren wird abgelést von den Umlagever-
fahren. Es ist nicht unsere Aufgabe, hier zu entscheiden,
welches System zweckméssiger sei, da neben rein ver-
sicherungstechnischen Erwidgungen die soziale Ein-
stellung zum ganzen Problem massgebend ist. Unser Ziel
1st vielmehr, die Umlageverfahren auf ihre Auswirkung
hin zu priifen, vor allem aber, die notwendigen mathe-
matischen Grundlagen zu einer solchen Berechnung zu
entwickeln.

Die Wahl des Umlageverfahrens hat uns die «Ge-
samtheit» als Rechnungselement festgelegt. Die zeit-
liche Entwicklung dieser Gesamtheiten darzustellen aber
1st eine Aufgabe, die uns die Bevolkerungsstatistik 16st.
Uber den urspriinglichen Zweck der Statistik, einen
Zustand zu beschreiben, schreiten wir hinaus in die
Bevilkerungsdynamik. Wir begniigen uns nicht damit,
von Zeit zu Zeit einen Riss durch die Bevélkerung hin-
durch zu tun, wir verlangen nach einer «Filmdarstellung»
des Funktionsverlaufes. In seiner Darstellung «Intensi-
tatsfunktion und Zwnlstand» 1) hat W. Friedl eindriick-
lich auf diesen Umstand hingewlesen, wie aus der blossen
statischen Alters- und Zivilstandsgliederung der Be-
volkerung nach einer Verkniipfung mit dem Bewegungs-
verlauf zu suchen ist.

Auf diese bevolkerungsdynamischen Grundlagen
kann dann der Versicherungstechniker aufbauen. Seine



— 81 —

Aufgabe besteht darin, zwischen den kiinftigen Lei-
stungen und Gegenleistungen Aquivalenz herzustellen,
die mutmasslichen Ausgaben an Renten in die Zukunft
rechnerisch zu verfolgen. Er muss also auch wissen, wie
sich seine versicherten Bestinde kiinftig entwickeln, kurz,
er muss Grosse und Aufbau der Bevélkerung voraws-
berechnen. Nur bei Kenntnis dieser Entwicklung kann
er fir die Aufbringung der ndétigen Mittel sorgen, nur
wenn er die Alterszusammensetzung kennt, darf er
Begtimmtes iiber die Hohe der Beitrige aussagen. Erst
wenn die Frage der Bevolkerungsvermehrung gelost ist,
konnen die verschiedenen Finanzsysteme auf ihre Aus-
wirkung hin gepriift und miteinander verglichen werden.

I. Die Vermehrungsformel.

Aus unsern einleitenden Bemerkungen geht die
Notwendigkeit der- Bevolkerungsvorausberechnung her-
vor, nicht aber die Madglichkeit. Tiir eine Reihe von
Jahren konnen wir, zurickblickend, Grosse und innere
Zusammensetzung einer Bevolkerung den statistischen
Berichten entnehmen. Wir sind auch imstande, inner-
halb der Beobachtungsgrenzen den Wachstumsverlauf
durch eine mathematische Formel darzustellen. Das
geniigt aber noch nicht, um das Wachstum auch fiir die
Zukunft festzulegen. Ja, es mag zuerst erscheinen, dass
diese Frage iiberhaupt unlosbar sei. Eines diirfen wir
vorwegnehmen: es wird nicht méglich sein, ein «Gesetz»
des Wachstums zu erstellen, so wie wir z. B. physikalische
Gesetze kennen. Wir sind uns gewohnt, von Sterblich-
keitsgesetzen, z. B. von einem Makehamschen Gesetze,
zu sprechen, und doch haben uns die neuern Sterblich-
keitsbeobachtungen gelehrt, dass es kein Gesetz im
tiblichen Sinne geben kann. In verstirktem Masse muss
das Gesagte auch fiir unser « Wachstumsgesetz» Giiltig-
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keit haben. Um dieser Erkenntnis auch formal zu
geniigen, wollen wir den Ausdruck «Vermehrungsgesetz»
in « Vermehrungsformel» umindern. Unsere Formel wird
den Verlauf so voraussagen, wie wir ithn heute als am
besten moglich halten. Zu der Beobachtung tritt also
noch die Hypothese hinzu.

Die Beobachtung hat fiir die meisten Bevolkerungen
eine stetsfort fallende Geburtenziffer erwiesen. Wurde
vor dem Kriege dieser Erscheinung nur temporire
Wirkung zugeschrieben, so haben wir seither erkennen
miissen, dass die sinkende Geburtenziffer eine das Wachs-
tum kennzeichnende Grosse ist. Auch kiirzere Perioden
des Wiederansteigens kénnen den allgemein fallenden
Verlauf nicht aufhalten, man ist im Gegenteil berechtigt,
anzunehmen, dass auch kiinftighin eine Abnahme zu
konstatieren sei. Dabei wird diese Abnahme nicht gegen
null hin erfolgen, sondern sich einem untern Grenzwert
ndhern*). Es muss also eine Zeit eintreten, wo die
Zahl der jihrlichen Geburten und Todesfille konstant
bleibt, die Bevolkerung als Ganzes wird ebenfalls einem
festen Grenzwert zustreben.

Dieser feste Grenzwert ldsst sich noch anders be-
griinden. Kein Land wird nach unserer Voraussicht die
Moglichkeit bieten, eine stetsfort zunehmende Anzahl
Biirger zu ernéhren. Beil einer bestimmten Grenze sind die
Moglichkeiten erschopft, dazu kommt noch, dass der
Lebensstandard durchwegs zugenommen hat und sich
kaum mehr der frithern Lage nihern wird. Als Folge
davon tritt eine Beschrinkung der Kinderzahl ein 2),
diese wiederum zieht eine fallende Geburtenziffer nach

*) Wir behandeln nur den Fall einer wachsenden Bevélkerung,
auf die verwickelten Verhiltnisse bei einer abnehmenden treten
wir nicht naher ein.



sich. War die Abnahme zuerst nur durch die Beobachtung
erhértet, so lisst sich die kiinftige Tendenz auch durch
Uberlegung finden.

Zusammengefasst kann das Ergebnis festgehalten
werden, dass die Bevolkerung gegen einen obern Grenz-
wert, mithin gegen einen Beharrungszustand hintendiert.
Neueste Untersuchungen gehen noch einen Schritt
weiter. Die Beobachtung der weiblichen Fruchtbarkeit
und die daraus abzuleitende Fortschreibung des Be-
volkerungsstandes lassen eine zeitweise abnehmende Be-
volkerung moglich erscheinen, es erfolgt aber spiter
dennoch eine Stabilisierung auf einen festen Grenzwert
hin. — Die Vermehrungsformel muss also dieser Er-
kenntnis angepasst werden, sie hat die Briicke zu
schlagen von der Beobachtung zum Endzustand. Es
wiirde in einer versicherungstechnischen Untersuchung
zu weit fithren, eingehend auf alle diese Verhéltnisse ein-
zutreten, wir begniigen uns mit der kurzen Darstellung
einiger wichtiger Formeln.

a) Die Yerhulstsche Formel (Pearl-Reed-Formel) ®).

Die mathematisch vielleicht eleganteste Art der
Ableitung geht aus dem Begriff der Vermehrungsintensi-
tdt hervor. Hs stelle uns B(f) die Grosse der Bevolkerung
zur Zeit ¢ dar. Als Intensitéit der Vermehrung &(t) ist
dann definiert

B'@)
B

Die sinkende Geburtenziffer zieht eine abnehmende
Intensitit der Vermehrung nach sich, wobei die Abnahme
als Funktion der jeweiligen Bevolkerungsgrosse an-
gesehen werden kann. Also

§(t) = 8 — [ [B()]
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Im einfachsten Fall konnen wir die Abnahme direkt
proportional B(t) setzen, mithin
B'(?)
fy=——=08—kB(t
0 = 5 ()
Aus dieser Differentialgleichung ergibt sich als
Loésung:
B(co)
(1) B(t) = — =
14+ e«

wobel B(co) die maximale Bevolkerungsgrosse ist, die
bel { = co asymptotisch erreicht wird. « und g sind
Konstante, die sich aus dem vorliegenden Zahlen-
material bestimmen. Die mitgeteilte Vermehrungs-
formel wurde erstmals abgeleitet durch Verhulst. Thre
praktische Verwendung zur Darstellung des Wachs-
tumsverlaufes wurde erwiesen von Pearl und Reed fiir
Amerika, von Yule fiir England und von Krummeich fir
Frankreich. Fiir die genannten Linder darf die Uberein-
stimmung von Beobachtung und Berechnung als sehr
gut bezeichnet werden. Versuche, die Verhulstsche
Formel auch auf die Schweiz und die T'schechoslowaker
anzuwenden, haben zu keinem Ergebnis gefithrt. Man
darf daher die Giiltigkeit der Formel fiir grosse, sich
ungestort entwickelnde Bevolkerungen annehmen, nicht
aber fir kleinere, wo sich die Stérungen besser auswirken
kénnen.

b) Die Vermehrungsformel von W. Friedli ¢).

Die von W. Friedli erstellte Vermehrungsformel fiir
die Schweiz tragt der sinkenden Geburtenziffer Rechnung
durch bestimmte Annahmen iiber den Vermehrungs-
faktor. Als Vermehrungsfaktor ist nédmlich definiert:
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B 1
10 = =

Der Annahme einer fallenden Geburtenziffer und der
stetigen Krreichung einer obern Grenze tragen wir
Rechnung durch den Ansatz:

[0) > 1) > f(2) > ... > f(n) =1

Die obere Grenze ist somit nach n Jahren erreicht.
Analytisch ist f(f) gegeben durch die Funktion

log f(t) =k(n — )" (t < n)

wodurch sich ein verlangsamtes Wachstum und asympto-
tisches Anschmiegen an den Beharrungszustand bei
t = n ergibt. Die Konstanten k, » und v lassen sich auf
Grund bestimmter Annahmen iiber die maximale Be-
volkerung und iiber die Schnelligkeit der Vermehrung
bestimmen.

Von den nun bekannten Vermehrungsfaktoren
schliesst man sofort auf B(t) durch die Beziehung:

—1

B() = BO) It

¢) Eine Vermehrungsformel auf Grund der
Fruchtbarkeitsziffern.

In den bisherigen Ableitungen haben wir die Be-
volkerung als Ganzes genommen, die Hypothesen
bezogen sich auf die Bevolkerung als solche. Man konnte
aber ebensogut iiber den Verlauf der Geburtenzahlen in
der Zukunft bestimmte Voraussetzungen treffen. Die
sinkende Geburtenziffer weist auf eine abnehmende
Fruchtbarkeit hin; eine Masszahl, welche die Frucht-
barkeit misst, haben wir in der Fruchtbarkeitsziffer. Als
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Fruchtbarkeitsziffer definieren wir die Zahl der jihrlich
lebend geborenen Kinder pro weibliches Element eines
bestimmten Alters. (In der Praxis wird die Zahl meist
fiir Altersgruppen fiir alle oder nur verheiratete Elemente
angegeben.) Bei bekannter Alterszusammensetzung kann
somit auch die Zahl der jihrlich zu erwartenden Geburten
berechnet werden, durch Fortsetzung des Verfahrens ist
damit auch die Entwicklung der Bevélkerung bekannt.

Angenommen, im Ausgangszeitpunkt ¢ = 0 sei die
Bevolkerung statistisch nach Geschlechtern aufgenom-
men. KEs stellen uns

Lo, IO, ... Lo, ... Lo
Q 0 0
IO, LO, ... Lo, ... Lo

die Bestinde der ménnlichen und weiblichen Elemente
des Alters z resp. y im Zeitpunkt { =0 dar. Nach
Ablauf von t Jahren seien die entsprechenden Bestinde
durch LY und LY gekennzeichnet.

Wir bezeichnen nun mit f(y) die Zahl der jahrlichen
Knabengeburten, bezogen auf ein y-jahriges weibliches
Element gleich welchen Zivilstandes. Da das Verhiltnis
der Midchen- zu den Knabengeburten konstant anzu-
setzen ist, so sind damit auch die Zahlen k(y) f(y) der
Midchengeburten gegeben.

Bezeichnen wir die Zahl der Knabengeburten mit
G™(t), so 1st:

w

G (t+1) = Dy IV f(y)

0

und analog die Zahl der Madchengeburten G* ():

w

@) G (t+1) = Dv L9 k(y) f(3)

0
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Um also die Grossen G™(t) und G¥(t) zu berechnen,
miissen die Lg) bekannt sein. Nun besteht aber die
Relation:

l
® LY =Gt —y) - &

0
denn die heute y-jihrigen Frauen sind vor y Jahren
geboren und stunden y Jahre unter Sterberisiko. Fiir
ein ganz bestimmtes ¢ lassen sich alle Alter y <t — 1 auf
diese Gleichung zuriickfiihren. Diejenigen LS), WO
y >t 1st, rithren aus der Eroffnungsgesamtheit her,
gemiss der Formel:

Lg) — ﬂin

S
¥ ly—l
Der Bestand der weiblichen Elemente zur Zeit ¢
nimmt damit die Form an:

i—

Pk

w w

Zng) _ Z,ng,.lit n l_t :,', Gt — ),
und endlich
w ] = ;
(4) G (t + 1) = Z I M) 10) 4 7, D36 =) L k) 1

Zur Berechnung der jéhrlichen GeburtenzahlenG*(t)
miissen auch die frithern bekannt sein, wir schreiten
also von Jahr zu Jahr durch Rekursion fort.

Bei der Erfassung des ménnlichen Bevolkerungs-
standes brauchen wir nur die erwachsenen Elemente zu
nehmen, die der Versicherungspflicht unterstehen. Der
Eintritt geschehe im Alter z. Es gelten dann ohne weiteres
die Beziehungen:



e BB e

w

B(t) = Z LY

-4

l !
LY = Lfo-lz fir > ¢, LY =G™ (t — ) li fiir 2 <t —1
z—i 0 T
Der ganze Bestand setzt sich zusammen aus den
Uberlebenden der Eréffnungsgesamtheit und den Uber-
lebenden der inzwischen erfolgten Geburten. Es ergibt
sich daher die Darstellung:

—1

3 l BN
ey iz (0) "= 2N Om
B(t) = E’ L2, lH—{— L G™ (t—ux) 1,
“?1 l 1 t—1 w
B(t) = B — Yzl ; [l—=z—1)
(1) ‘ z—t L, + 0 2 2z :Ov g f(y)

Nach Kenntnis der Grossen G*(f) aus (4) und nach
Einsetzung in (3) sind die Lg’ bekannt, damit aber auch
die Entwicklung von B(f). Diese Berechnungsart er-
scheint in der Hauptsache als Funktion von f(y). Wir
passen unsere Formel der fallenden Geburtenziffer an,
indem wir f(y) auch als Funktion der Zeit ¢ ansetzen
f(y, t). Damit geht die letzte Beziehung iiber in:

w l 1 t—1 (_,_)j
— M 70 = I P (—x—1) pf0 4
B(t) ZL:—t _i_ loZZIZO!ij f(y’t T 1)

la:—t

Fiir f(y, t) konnen wir eine gegen einen untern Grenz-
wert stetig fallende Funktion annehmen. Die Autoren
Stransky und Bulina 3) haben auf dieser Grundlage den
Versuch unternommen, die Bevolkerung der T'schecho-
slowaker vorauszuberechnen. Sie haben dabei den mehr
generellen Ansatz getan, dass die Zahl der jéhrlich
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lebend geborenen Kinder, bezogen auf Altersgruppen, der
Beziehung gehorche:

b
ft) = fo) “ %

¢+ dt

Fine Variante bezog sich ferner auf f(f) = konstant.

Eine iiberaus eingehende Studie {iber die kiinftige
Bevolkerungsbewegung in Deutschland hat das Statistische
Rewchsamt verdtfentlicht, wobel die Berechnungen auf den
soeben mitgeteilten Uberlegungen basieren. Auch die
Irage einer abnehmenden Bevolkerung findet darin ein-
gehende Beachtung ) 7).

Parallel mit dieser Veriffentlichung zeigt A. .J. Lot-
ka®) fir die amerikanische Bevolkerung eine ebenfalls
auf den gleichen Grundsitzen beruhende Vorausberech-

nung.
Auf das Bild, das uns die angegebenen Arbeiten

geben, treten wir im III. Abschnitt niher ein, vorerst sei
noch eine prinzipielle Bemerkung iiber die Vermehrungs-
formel angefiigt. Die Formeln von Verhulst und Friedls
unterscheiden sich in einer Beziehung wesentlich von-
einander. In der ersten I'ormel wird man die Konstanten
o, fund B(co) aus den vorhandenen Beobachtungsdaten
bestimmen, die angenommene Hypothese hat sich einzig
in der Formelablevtung ausgewirkt. Neben dem Charakter
einer Extrapolationsformel kommt ihr also auch das
Wesen einer Interpolationsformel zu. Das Urteil von
L. J. Gumbel ?) scheint uns aber zu streng zu sein, das
nur den Interpolationscharakter anerkennen will. —
Die Formel von Friedly dagegen ist reine Fixtrapolations-
beziehung, da an eine Ableitung einer Vermehrungs-
formel aus den vorhandenen Daten nicht gedacht werden
konnte, wollte man die Storungen aus der Kriegszeit,
wie beabsichtigt, nach Moglichkeit ausschalten. IL. Gold-
8
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zther 23) hat dieser Berechnungsart eine auf andere Vor-
aussetzungen aufbauende Vermehrungsformel gegen-
iibergestellt. Er schloss die Storungen der frithern Jahre
bewusst in seine Berechnungen ein und hat auf Grund
der beiden Rahmendaten B, (1910) und B, (1920) die
folgende Wachstumsformel erstellt:

(1—7) B§+t 4 ¢ ¥+

(1—7) BE+ ¢ BF

B(z) =

B(z) strebt mit lim v = co ebenfalls gegen einen festen
Grenzwert hin; die einzige Konstante k bestimmt sich
leicht aus dem vorliegenden Zahlenmaterial. — ¥s ist
aber festzuhalten, dass sich die erwartete Umschichtung
der Bevilkerung auf beiden Wegen iibereinstimmend
ergibt, wobei die « Uberalterung» nach Goldziher gegeniiber
Friedli noch ausgeprigter erscheint. Ob allerdings eine
Extrapolation, die sich auf ein bloss 10-jahriges Intervall
stiitzt, die Verhiltnisse auch absolut wiederzugeben
vermag, ist eine Frage, auf die wir hier nicht niher ein-
treten konnen. - EE

Die folgenden Abschnitte befassen sich in der Haupt-
sache mit den Zusammenhingen zwischen der Vermeh-
rung und den Finanzsystemen. Die betrachtete Bevolke-
rung umfasst daher nur noch erwachsene Elemente, die
alle einheitlich im Alter z eintraten (mit Ausnahme der
Eroffnungsgesamtheit). Die Zahl der jihrlichen FEin-
tritte, die Erneuerungszahl, bezeichnen wir mit B(t) ¢ (1),
um den Anschluss an die bisherigen Arbeiten leichter zu
gestalten. Sodann besteht die Beziehung:

l
(5) LY =Bli—a+2)glt—atz) 5

und daraus:
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@

© Bl =D == DB (—at2p—atal,

2

oder nach Transformation von {— z -+ z in 7 und der
Setzung

l
z;!—t =P (t - t)
die Schlussbeziehung
!
(6 a) B(H) = ) B ()¢ (3) p. (t—7)

-w+z

Die Beziehung gilt fiir ¢ > 0.

II. Die Erneuerung.

Die Berechnung der Unterschiede der einzelnen
Finanzsysteme muss auf die Kenntnis der Bevolkerungs-
umschichtung aufbauen, allein auf Grund der blossen
Vermehrungsformel konnen noch lkeine bindenden
Schliisse gezogen werden. In erster Linie wird der Alters-
aufbau massgebend sein, ob eine Zunahme der Belastung
erfolgt ist und nach einer Beitragserhohung verlangt. In
der Altersversicherung z. B. braucht die Zunahme des
Rentnerbestandes noch keine Erhohung des Umlage-
beitrages nach sich zu ziehen, wenn auch eine iquivalente
Vergrosserung des Primienzahlerbestandes erfolgt ist.

Die Alterszusammensetzung wird nun mit Vorteil
gekennzeichnet durch den prozentualen Anteil, den ein
ganz bestimmter Jahrgang an der Gesamtheit hat.
Diese Masszahl wird als relative Altersstruktur bezeichnet
und ist analytisch gegeben durch:

LY
B ()




Da sich aber LY nach der Formel (5) bestimmt zu:

[
IW=B{l—zt+2)plt—zt+2 —l”-

z

missen wir somit die Grosse B(t) g (f). also die Er-
neuerungszahl, kennen; dabei ist B({) eine im vorher-
gehenden Abschnitt wohlbestimmte I'unktion. Das
Problem der Messung der Alterszusammensetzung einer
Bevoilkerung muss auf das Frneuerungsproblem zuriick-
gefithrt werden, um dann tber die Struktur hinaus zu
den Finanzsystemen selber schreiten zu konnen.

Aus der gegebenen Vermehrungsformel B(¢) und den
bekannten Sterblichkeitsverhiltnissen ist also die Itir-
neuerungszahl B(t) ¢ (f) zu bestimmen. Es kann sich
hier nicht darum handeln, die verschiedenen, sich auf
die infinitesimale Betrachtungsweise grindenden Metho-
den zu behandeln, wir beschrinken uns auf zwei der Praxis
leicht zugiingliche Verfahren.

@) Die Erneuerungsformel von II. Wyss 9.

Greift man aus der Eroffnungsgesamtheit (also zur
Zeit t = 0) den Jahrgang L heraus, so sterben im
folgenden Jahr davon L{%,. Aus dem ganzen Bestand

somit
o
Z: L(xO) e
-4

Diese ausscheidenden Elemente miissen ersetzt
werden. Dazu kommt noch die jihrliche Bestandes-
vermehrung; innert Jahresfrist hat die Bevolkerung um
B(1) — B(0) = 4 B(0) zugenommen. Die Erneuerungs-
zahl im Zeitpunkt 1 1st daher:



s B8 o
B(l)g(1) = 4 B(O) + Ds L4,

Diese Formel kann sofort auf jeden beliebigen Zeit-
punkt ¢ ausgedehnt werden:

Bt+1)g(t+1) = 4B() +ZL§:"QI

Die Beziehung 1st dem Wesen nach eine Rekursions-
formel, da zu allen Zeiten ¢ die Grosse L bekannt sein
muss. Sie lisst sich aber noch so umformen, dass man
nicht von den LY ausgeht, sondern von den friihern
Erneuerungszahlen. Im Zeitpunkt ¢ weist unsere Ge-
samtheit Elemente auf, die dem Eroffnungsbestand
angehorten, und solche, die erst nachher emtraten. Es
empfiehlt sich daher, die beiden Besténde zu trennen. Der
Bestand, der die nachtriglichen Eintritte umfasst, kann
die Alter von z bis hdochstens 2z + ¢ —1 aufwelsen.
Greifen wir speziell den Jahrgang L), . heraus, so
darf 7 von 1 bis t variieren. Von diesen FElementen
scheiden im nichsten Jahre aus LY,  ¢,.,_, und vom
ganzen Teilbestand

t
ngl—t-—r Yoyt

H[ -
~

Der Summand lisst sich aber umschreiben zu

l

I(f) z lz-i—i—t__ lz-i—l—r+1
“z+ti—1
]z+ t—t lz

Der erste Faktor hat aber nach Formel (5) die Be-
deutung von B () ¢(r). Damit ldsst sich die Zahl der
aus diesem Teilbestand Ausscheidenden schreiben als:
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!
1
TZB@ #() doyi

Sodann bedenken wir, dass der anfingliche Bestand
nach Ablauf der ¢ Jahre noch die Alter z 1 ¢ bis @ um-
fassen kann. Von diesem Teilbestand scheiden demmach

aus:
L fo
S et

Zusammengefasst ecrgibt sich die Erneuerungs-
zahl zu:

B(t+1) p(t+1) = 4 B(Y) ZL“’ ZB ) 9 () dees

Diese Beziehung wurde auf etwas anderer Grund-
lage durch H. Wyss 19) abgeleitet. — Die beiden Summen
lagsen sich rein formell noch vereinigen; diese Zu-
sammenfassung dient ferner zu einer spitern einfachen
Darstellung in den Finanzsystemen. Man kann sich
némlich denken, dass die z-Jihrigen zur Zeit 0 vor
z —z Jahren als z-jihrig eintraten. Also

l:c

Lg”:B(——ch'—z)(p(—«:nJl—z)z—

Wir setzen oben in der ersten Summe ein, transformieren
— ¢+ z in v und passen die Summationsgrenzen der
neuen Variablen an:

1 3
8 B+1) gt+1)=4BO + ) B@¢0) de,

~w+tz
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Auch diese Beziehung 1st eine Rekursionsformel, da
zur Berechnung von B (¢t -+ 1) ¢ (¢ -+ 1) alle Erneuerungs-
zahlen bis B (f) ¢ (t) bekannt sein miissen.

b) Der Verlauf der Erneuerungszahl.

Die abgeleiteten Formeln gestatten uns, von Jahr
zu Jahr fortschreitend die jahrlichen Eintritte voraus-
zuberechnen. Nicht erkennen wir aber den Verlauf dieser
Erneuerungszahl. Es ist ja zu vermuten, dass sich die
Erneuerung grundsitzlich so fortsetzt wie der Bestand
auch. Die kiinftige Bestandesentwicklung werden wir
«glatt», d.h. ohne sekundire Schwinguagen, voraus-
setzen miissen, da sich solche Abweichungen der mathe-
matischen Erfassung entziehen. (Dabei muss natur-
gemiss die Wachstumsformel auf Grund der Fruchtbar-
keit ausgeschlossen werden, da dort die Erneuerung
zum vornherein gegeben ist.) Die Erneuerungszahl weist
aber keinen glatten Verlauf auf, einem T'rend, der mit
dem Gesamtbestand gleichen Verlauf hat, iiberlagert
sich eine geddmpfte Wellenbewegung. In unserer 1. Dar-
stellung zeigen wir die zeitliche Entwicklung der Er-
neuerungszahl, wenn die Gesamtheit einer Verhulstschen
Vermehrungsformel gehorcht.

Es wiirde zu weit fithren, hier auf den mathemati-
schen Beweis einzutreten 1), wir wollen vielmehr auf
einige Folgen dieser Eigenschaft hinweisen. Die Hohe
der ausbezahlten Renten, die Zahl der neuentstehenden
und vorhandenen Witwen ist Funktion des Neuzugangs.
Eine Schwingung in der Zahl der Neueintritte muss sich
nach Ablauf der Beitragspflicht auch in einer relativen
Zunahme (oder Abnahme) der rentengendssigen Mit-
glieder auswirken. Ebenso wird die daraus folgende
stirkere Besetzung der hohern Altersklassen die Zahl
der neuentstehenden Witwen beeinflussen. Die Schwin-



Darstellung 1.

I 7
- £
” -~
> e
~ ,/. H
- I: Erneuerungszahl.
- II: Trend.
20 40 60 80 100 120

Verlauf der Erncuerungszahl bei einer Verhulstschen Vermehrungsformel.
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gung pflanzt sich auf alle Vorgange iiber, ithre Maxima
aber treten nicht zu gleicher Zeit auf, da sie von der Art
der betrachteten Vorginge abhidngig sind 2). Die
Starke der Schwingung héingt ab von der Alterszusammen-
setzung der Bevolkerung 1m Ausgangszeitpunkt ¢ = 0.
Fiir gewisse Zwecke aber wire es angenehm, bloss den
Trend zu kennen, mithin Unabhingigkeit von der An-
fangsstruktur herzustellen und nur den allgemeinen
Verlauf zu untersuchen. In diesem Fall kann wie folgt
vorgegangen werden.

¢) Die Erneuerungsformel von A.J. Lotka °).

Wir setzen voraus, B(t) lasse sich wie folgt dar-
stellen:

w w n
. 1

B) = DzLY r—TZB(t—x—{—Z) plt—z+2) = W,
z “ 1

wo sich die Konstanten II; und ¢; aus dem vorliegenden
Material zu bestimmen haben. TFiur die Funktion
B(t) @ (t) nehmen wir dann an:

wo die m; noch zu berechnen sind. Oben eingesetzt, er-
halten wir

w

Y: 8—61-(3:—3) . Ji
!

2

K=
z

Abkiirzend bezeichnen wir die Summe mit b,. Damit
nimmt B(f) ¢ (f) die Form an:



— 98 —

?1_1 I“’
B ¢() =55 et
1 ]

Im Gegensatz zu den frithern Beziehungen ist die
neue keine Rekursionsformel, sie gestattet die Be-
rechnung des Trend in jedem beliebigen Zeitpunkt t. —
Wir wollen noch zeigen, dass sich die Formel sehr leicht
auf die Verhulsische Beziehung anwenden lasst. Mit
den Setzungen 1:a« ==d und f =0 folgt aus (1):

B (<)

—at
1+e

B(t) =

Der Bruch kann aber umgeformt werden za:

oo

9  B{)=B() )i (— I (1<0)
10)  BO=Bx) 2 (— 1™ (t>0)

Die Weiterfithrung wird zuerst mit (9) vorgenommen.
Bs entsprechen einander:

6; =10, K;= (—1)""! B ()

1 \Y
b: - T Z‘z e (z—2) la:
"z

Damit wird:

et ) g
W Blel=Be N T

1



Fir die andere Reihenentwicklung erhilt man in
ganz gleicher Weise:

=N (— 1) g
B BOsH =B N

wobel diesmal

Die beiden Formeln konnen noch vereinigt werden.
Multiplizieren wir nédmlich mit der Identitit:

1 1
] e, wlo e
1+6——d(l+7) i 1_+_ e()(H-r)
und trennen bei der Summenbildung iiber den zweiten
Ausdruck das erste Glied ab, formen es etwas um und
schreiben den ganzen {ibrigen Rest als R,, so wird:
B(oo) e-—dr 1
= i —3(t+1) + I
b, 71 +e

B(0) ¢ (1)

Genau gleich gehen wir bei (f) vor, indem das erste
Glied abgetrennt und der Rest mit R, bezeichnet wird:

Bles) 1
by 1p e T

B() g(t) =

Damit nun aber die ersten Teile in den beiden
letzten Formeln iibereinstimmen, braucht fiir die Un-
bestimmte 7 gesetzt zu werden:

1
= (Inby — Inby)
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denn diese Gleichung leitet sich ab aus
Ble)  Bles)
by by

Damit ist die Erneuerungszahl endgiiltig bestimmt zu

B gy =2y

() 99\) - 1+€Hd(l+ﬂ —}" B/
wo R einmal B, (bel t < 0) und das andere Mal R,
(bei t > 0) bedeutet. Dabei ist R gegen den ersten Teil
von untergeordneter Bedeutung.

ITII. Die relative Alterszusammensetzung.

Die Kenntnis der Bestandesentwicklung und die be-
stimmte Erneuerung setzen uns nun instand, die rela-
tive Alterszusammensetzung einer Bevolkerung voraus-
zuberechnen. Unsere Formeln haben freilich den Zivil-
stand noch nicht beriicksichtigt, die Ergebnisse gestatten
dennoch, eine Reihe wichtiger Schlisse zu ziehen.

In einer ersten Tabelle stellen wir die relative Alters-
zusammensetzung fir einige Bevolkerungen zusammen.
Wir geben noch kurz die Voraussetzungen zu diesen
Berechnungen an.

a) Verewnigte Staaten von Nordamerika (Autor:
4. J. Lotka) 8).

Die Zahlen beziehen sich auf die weisse weibliche
Bevolkerung. Als Ausgangspunkt wurde die Zéhlung
1920 genommen. Die Vermehrungsformel baut auf die
Fruchtbarkeitsverhiltnisse auf, wie sie sich aus den
statistischen Erhebungen 1920 ergaben. Dabei ist ange-
nommen, dass die Fruchtbarkeitsziffern zeitlich konstant
bleiben. Im Prinzip ist also unsere 3. Vermehrungsformel
angewandt worden.
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b) Tschechoslowakei (Autoren: Stransky wnd Bu-
lina) 3). Als Ausgangspunkt dienten die statistischen
Erhebungen im Jahre 1921. Die Vermehrungsformel
ist ebenfalls vom Typus III, wobel infolge mangelnder
eigener HErfahrungen die deutschen Fruchtbarkeits-
ziffern herbeigezogen wurden. Iine erste Variante mit
der Annahme, dass diese Ziffern auf 75 9, des urspriing-
lichen Wertes herabsinken, ergab eine Bevélkerungs-
abnahme fiir die Zeit nach 1941. Da sich diese Folge
nicht mit der Uberlegung zu vertragen schien, setzte
man in einer 2. Variante zeitlich konstante Verhiiltnisse
fest. Wir geben nachstehend die Ergebnisse fir die
ménnliche Bevolkerung nach dieser 2. Variante wieder.

c) Deutschland (Awtor: Statistisches Reichsamt) 7).
Auch die deutsche Vorausberechnung stiitzt sich auf
die Fruchtbarkeit, wobei 8 Varianten zur Durchfithrung
kamen. Die erste setzt zeitliche Konstanz der Geburten-
zahlen fest, die zweite Konstanz der Fruchtbarkeit. Die
letzte endlich nimmt an, dass die Fruchtbarkeitsziffer
bis zum Jahre 1954/55 nach einer Parabel 3. Grades
aut 75 9%, des wrspriinglichen Wertes absinke und nach-
her konstant bleibe. Wir teilen die Werte fir diese letzte
(und zugleich pessimistische) Variante mit, wobei sich
auch hier eine abnehmende Bevdilkerung ergibt.

d) Schweiz (Awtor: W. Friedlr). Der Wachstums-
verlauf ist durch die mitgeteilte Vermehrungsformel
gegeben. Die Volkszdhlung 1920 dient als Ausgangs-
punkt, der Uberblick konnte bis zum Beharrungs-
zustand (<) ausgedehnt werden. Das Material wurde
ung in freundlicher Weise vom Bundesamt fir Sozial-
versicherung zur Verfiigung gestellt, wofiir auch hier
der verbindlichste Dank ausgesprochen sei.
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Tabelle 1: Die relative Alterszusammensetzung.

Ry

Alters-

Auf 1000 Elemente der erwachsenen Bevilkerung

o

kommen in der betr. Altersgruppe

Amerika Tschecho- Deutsch- Sehed

gruppe weisse slowaker lond e

Frauen Minner Mianner Manner
19201985 | 1921 1971|1925 |1975 | 1920 | 1980| oo |
i | i
20—24 | 152 122| 1691 121|| 167| 97| 146| 114 112|
2529 | 147 115|| 130 117( 129| 94| 126| 110| 109/
30—34 | 130| 108| 111 113 108| 98| 115| 107 106
35—39 | 120 102| 103 | 108| 105| 96{ 114| 103| 103
40—44 | 101 97 96| 102| 100| 99| 111, 98, 99
4549 88| 90| 91| 96| 100| 97| 98| 93| 95
50—54 74! 82| 83| 59| 84| 102 82| 87| 88
55—59 57 731 68| 81| 70| 62 70| 79| 80
60—64 48| 64| 58| 79| 54| 89 53| 69| 69
65—69 34 55| 42| 59| 39| 76| 36| 56| 56
7(3—74 2§3 43 1\ 4l =a 25 03 zs 49 4’{
75—79 15 27 ] 131 25 15| 26 25
80—84 T 14 l l 7| 12| 12|
85—89 3; 6 8 gl 6|} 12 2 3 4
90— 1] 2 [ — | 1] 1
1000 | 1000 | 1000 | 1000|1000 | 1000 || 1000 | 1000 | 1000

| o

Ergebnasse: Aus allen Beispielen geht eindeutig die
Veraltung der Bevolkerung hervor, besonders ausge-
prigt in Deutschland. Wir erkennen damit aber auch
mit aller Deutlichkeit, wie gefiihrlich es wiire, die Bei-
tragsberechnungen einzig und allein anf Grund der
heutrgen Verhiltnisse vorzunehmen. Ebenso unrichtig
milsste das Bild ausfallen, das die I'inanzsysteme mit-
einander vergleicht, wenn die Zukunft nicht mit ein-
bezogen wird. Unlosbar sind diese Systeme mit der
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Bevolkerungsvermehrung verbunden, eine getrennte
Behandlung unstatthaft. — Deutlich geht auch der
Geburtenausfall withrend des Krieges hervor. Die iiber-
aus niedrige Besetzung der Jahrgéinge 50/54 in der
T'schechoslowaker im Jahre 1971 und der Gruppe 55/59
in Deutschland 1975 folgt zwangslos aus den gestorten
Verhiltnissen der Kriegs- und Nachkriegszeit. Auch fiir die
Schweiz bliebe eine Hinsenkung bei den betreffenden
Jahrgingen zu erwarten, wenn auch der Ausfall weniger
eindriicklich gewesen sein mag als bei den kriegfithrenden
Léndern. Es liegt aber im Sinne der Berechnungen von
Friedly, dass diese Storungen tunlichst ausgemerzt
wurden, da eine gesetzmissige Erfassung unmoglich
ist und derartige anfingliche Storungen mit der Zeit
stets geebnet werden. Ob die bereits genannte Formel
von Goldziher diese Erscheinung besser erkennen lésst,
kann hier nicht entschieden werden, da die angegebenen
Zahlwerte eine diesbeziigliche Untersuchung nicht vor-
nehmen lassen.

Aus der nachgewiesenen Veraltung kénnen folgende,
fiir die Sozialversicherung wichtigen Schliisse gezogen
werden, wenn zum Vergleich noch die Altersrenten-
versicherung beigezogen wird. Die relative Abnahme
der Besetzung durch junge Elemente und die dadurch
bedingte Zunahme durch alte muss eine Erhéhung des
Umlagebeitrages nach sich ziehen. In der Witwen-
versicherung wird die Veraltung im allgemeinen auch
eine Beitragserhéhung zur Folge haben, das relativ
starkere Vorhandensein der Alten lisst mehr Witwen
entstehen. Aber erst die Untersuchung der Struktur
nach Zivilstinden kann dariiber genauer Auskunft
geben.
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IV. Die Alterszusammensetzung nach
Zivilstanden.

Fir die Zwecke der reinen Altersrentenversicherung
konnte es geniigen, die Struktur der Bevélkerung als
Ganzes zu kennen. Die Witwenversicherung aber bedarf
feinerer Unterscheidungsmerkmale, denn das Verhiltnis
der Bestinde der Unverheirateten einerseits und der
Verheirateten andererseits lasst bestimmte Schlisse zu
iiber die Zahl der zu erwartenden Witwen. Ferner missen
wir auch die Grosse des vorhandenen Witwenbestandes
berechnen, um auf die zeitliche Verinderung der Be-
lastung durch Witwenrenten zu schliessen.

Zur Berechnung dieser Besténde bedienen wir uns
mit Vorteil einer Integralbeziehung, die seinerzeit durch
Ch. Moser hergeleitet wurde 14). Vom Beginn der Ent-
wicklung ¢ = 0 an werde in der Eroffnungsgesamtheit
ein Vorgang y(t) verfolgt, der nach ¢ Jahren den Umfang
B(o) y(t) annehme. Angenommen, der Neuzugang
im Zeitmoment dr weise stets die gleiche Alterszusammen-
setzung auf wie die Ausgangsgesamtheit, und es
werde ebenfalls der Vorgang y(f) beobachtet, so geben die
B (1) ¢ (tr) dr eintretenden Elemente im Zeitpunkt ¢
(also nach Ablauf von ¢t —t Jahren) Anlass zum Vor-
gang B(r) ¢(r) y(t — 1) dr. Summiert man noch iber
alle Eintritte von 7 = 0 bis v = ¢, so ist der ganze Vor-
gang gegeben durch:

t
B() Y(t) = B(o) y(t) + [B(x) (@) y(t —7) r

0

Die Annahme, dass die Neuemntretenden stets die
gleiche Alterszusammensetzung wie die urspringlichen
Elemente aufweisen, trifft bei uns nicht zu. Es empfiehlt
sich daher, den Neuzugang von der Eréffnungsgesamt-
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heit zu trennen, wobel zu beachten 1st, dass wir nach
genauer Durchfithrung der Rechnung fiir die eine Gruppe
sofort auch auf die andere schliessen konnen.

a) Der Abbau des Neuzuganges.

In unserer Integralbeziehung haben wir also nur
das zweite Glied zu nehmen. Da alle Eintritte im Alter 2
geschehen, bezeichnen wir den Vorgang mit y,(f). Zur
praktischen Berechnung ersetzen wir das Integral durch
eine Summe, bemerken aber ausdriicklich, dass dadurch
keine Anniaherung vorgenommen wird, deun es lisst sich
ein vollstindiges Gegenstiick zur Moserschen Integral-
beziehung auch in der diskontinuierlichen Betrachtungs-
weise aufstellen. Fiir den Neuzugang 1st demnach der
Vorgang dargestellt durch

3
D B g gt —)

wenn der Neuzugang erstmalig nach einem Jahr statt-
findet. Im besonderen handelt es sich darum, aus der
bekannten Erneuerungszahl B (z) ¢ (r) die Bestinde der
Ledigen, Verheirateten, Witwer und Witwen zu be-
stimmen, sowohl der Grdsse nach wie auch nach Mass-
gabe der Alterszusammensetzung. Unsere erste Aufgabe
besteht also darin, die entsprechenden Vorgangszahlen
y.(t) zu berechnen. Ks liegt im Sinne der Moserschen
Integralbeziehung, dass wir zu diesen Berechnungen nur
eine geschlossene Gruppe benétigen, wodurch Unabhéngig-
keit von der Form des Neuzugangs hergestellt 1st. Die
Vorgangszahlen brauchen nur ein fiir allemal bestimmt
zu werden, eine einfache Summation der mit den Fr-
neuerungszahlen multiplizierten Werte ergibt sofort den
Gesamtvorgang. Wir erkennen damit, dass die Trennung
in Neuzugang und Eroffnungsgesamtheit nicht bloss
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formalen Charakter hatte, sondern einen nicht zu ver-
nachlissigenden Rechenvorter! in sich birgt.

Hat die Bevolkerung einmal die obere Grenze er-
reicht, so ist damit auch die Anfangsgesamtheit aus-
gestorben. Die Erneuerungszahl ist zu einer Kon-
stanten B (cc) @ (oc) geworden, und der betrachtete
Vorgang ist dargestellt durch die Gleichung

B(=) ¥ (o) = B(oe) ¢ (>) ), (0

0

Die Berechnung des Beharrungszustandes lisst uns
hier in einfacher Weise die Richtung der Entwicklung
erkennen, so dass dieser Rechnung auch ausserhalb der
engern Sozialversicherung in der Mathematik der Pen-
sionskassen grundlegende Bedeutung zukommt. Iis ist
interessant, hier festzuhalten, dass eine solche Erfassung
des Beharrungszustandes erstmals durch (7. Schartlin in
seinem Gutachten tiber «Die Altersversorgung der eidge-
nossischen Beamten und Angestellten» 1%) bereits im
Jahre 1889 erfolgt ist.

a) Die Zahl der Ledigen. In erster Linie berechnen
wir die Zahl der Ledigen, y,(f) 1st also mit der Zahl der
Ledigen zu identifizieren, die nach Ablauf von ¢ Jahren
aus einer geschlossenen Gesamtheit Lediger noch als
ledig am Leben sind. Dabei bezieht sich g, (f) immer auf
ein Element.

Es bezeichne uns m(z) die Wahrscheinlichkeit, dass
ein (z-jahriges) Mitglied beim Eintritt noch ledig se1, n(z)
die entsprechende Wahrscheinlichkeit, verheiratet und
r(2) verwitwet zu sein. Den Zivilstand geschieden
lassen wir in unsern Ableitungen ausser Betracht. Nach
Definition muss dann sein:

m(z) + n(z) +r(z) =1
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Sodann betrachten wir eine geschlossene Gesamtheit
Km(z) = B! Lediger des Alters z. Bedeutet "¢} die unab-
hiingige Sterbewahrscheinlichkeit und 'k die unabhiingige
Heiratswahrscheinlichkeit, so hat sich die urspriingliche
Gesamtheit nach einem Jahr herabgemindert zu:

Bl = B —'d)(1—T)

Nach Ablauf von { Jahren 1st die Zahl der nun
g -+ t-jihrigen Ledigen gegeben durch:

t—1
Bl =B —'c) (1 — "M, )

z+t T

Definitionsgemiss muss dann sein:

—1

Y, (1) :_H (1— ’qzz+;=) (1 — 'hi+,=)

=0

Endlich ist die Zahl der Ledigen im Zeitpunkt ¢
(herrithrend aus dem Neuzugang) gleich

t
f—r-1

() QeBE ¢ I — ') (1 —Hy)

1

Damit ist die Zahl der Ledigen vollstindig bestimmt.

In ganz dhnlicher Weise konnen wir nun auch die
andern Gesamtheiten berechnen. Aus der Ledigen-
Gesamtheit hat sich indessen eine Ferheirateten-Gesamt-
heit, eme Witwer-Gesamtheit und eine Witwen-Gesamtheit
gebildet. Dazu kommen noch diejenigen, welche beim
Eintritt schon verheiratet oder verwitwet waren und diesen
Zivilstand heute noch aufweisen.

Zur Berechnung dieser (Gesamtheiten miissen wir
bestimmte Vereinfachungen vornehmen. Wir setzen
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voraus, dass zwischen den Ihegatten ein konstanter
Altersunterschied herrsche. Das dem FEintrittsalter z
des Mannes entsprechende Alter der Frau sei y,. der
Altersunterschied somit

d=2z—y,

Die Formeln liessen sich auch auf einen variablen
Altersunterschied ausdehnen, die Darstellung kompli-
zlert sich aber derart, dass wir darauf verzichten miissen.
Sodann nehmen wir an, dass in dem Sterbejahr des einen
Ehegatten der iberlebende Teil nicht mehr heiratet;
abgesehen von den gesetzlichen Bestimmungen iiber die
Wartefrist der Frau, beeinflussen diese Ansitze unser
Resultat nur ganz geringfiigig.

Wir bezeichnen mut Bj,, die Zahl der verheirateten
Ménner in der geschlossenen Gesamtheit nach Ablauf
von t Jahren (diese Midnner weisen also das Alter z 4 ¢
auf), mit B}, die entsprechende Zahl der Witwer und
mit W y,+1 die Zahl der Witwen.

Autf die genannten Bestinde wirken nun die folgenden
Grossen vermindernd oder vermehrend ein:
Gy.; Sterbewahrscheinlichkeit eines z 4- t-jdhrigen
verheirateten Mannes.
qy,+ Sterbewahrscheinlichkeit emer y, + f-jéhrigen
verheirateten Frau.
‘g, resp. ¢¥., unabhiingige resp. abhiingige Sterbe-
wahrscheinlichkeit eines z - {-jdhrigen Witwers.
U w Sno] . Snoi ‘terbe
Qy,+t TSP Gy 44 unabhiingige resp. abhingige Sterbe-
wahrscheinlichkeit einer y, 4 {-jihrigen Witwe.
Wir weisen ausdricklich darauf hin, dass neben den
unabhdngigen Wahrscheinlichkeiten gleichberechtigt die
abhdngigen auftreten. Zum Unterschiede sel die erste
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Gattung stets durch den Akzent ' gekennzeichnet. Wo
aber nur eine Ausscheideursache vorliegt, wie bei den
Verheirateten (Scheidung ist ausgeschlossen), stimmen
beide Arten tberein, der Akzent ist daher weggelassen.
Zu diesen Grossen kommen noch die Intensititen der
Wiederverhesratung hinzu. Es bedeute »,., resp. », .,

die Intensitit der Wiederverheiratung fiir einen Witwer
resp. fiir etne Witwe. Der klareren Darstellung wegen
fiihren wir die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
erst spiiter ein, da auch hier die abhéngigen und unab-
hiingigen nebeneinander auftreten. Der Akzent' kenn-
zeichne wiederum die unabhingigen.

b) Der Zerfall der Verhevrateten-Gesamtheut. Im Gegen-
satz zu der Ledigen-Gesamtheit, wo sich die Berechnung
der Ledigen durch eine einfache Produktenbildung vor-
nehmen liess, miissen wir hier durch Rekursion von
Alter zu Alter fortschreiten. Angenommen, wir kennen
im Zeitpunkt ¢ die Zahl der Verheirateten, sie ist B;_,.
Diese Gesamtheit zerfillt nach Jahresfrist in eine Unter-
gesamtheit (gekennzeichnet durch Indexe links unten)
noch bestehender Ehen ,Bj; ., ;. in eine Untergesamt-
heit ,BY. ., neuentstehender und iiberdauernder Witwer
und in eine ebensolche W, .., neuentstandener und
iiberlebender Witwen.

Wir benotigen somit der Wahrscheinlichkeit, dass
die beiden Ehegatten das Jahr vereint iberleben,
und der Wahrscheinlichkeit, dass der eine Teil stirbt
und der andere im Witwer- resp. Witwenzustand iiber-
lebt. Diese Werte sind aber in der Theorie der Ver-
sicherung verbundener Leben bereits bekannt; wir
greifen hier auf die Ergebnisse von J. Riethmann 18) in
seiner Untersuchung: «Zur mathematischen Theorie der
Versicherung verbundener Leben» zuriick und zitieren
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die fiir uns in Betracht kommenden Grossen ohne Ab-
leitung.

Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Ehegatten iiber-
leben, ist dargestellt durch:

(1 — gpq (E— qzz-m) = Pops p§z+t

Da die Ehe nur durch Tod gelost werden kann, brauchen
wir nicht zwischen unabhéngigen und abhéngigen Wahr-
scheinlichkeiten zu unterscheiden. Damit wird aber:

v - v v o v
2By = Byt Doyt Py, 4

Die Wahrscheinlichkeit, dass die ¥rau im Laufe des
Jahres stirbt, der Mann aber als Witwer iberlebt, 1st
unter dem angenommenen Ausschluss der Wieder-
verheiratung 1m Sterbejahr dargestellt durch:

1 pZ-q-t

1+ P;0+t

vw v w
pz+£, v+t Qy3+t * Pati

oder be1 Anwendung einer noch etwas roheren Annihe-
rung:

Dot R e (JZZH * Daat
Durch Vertauschen der Indexe z und vy, erhilt man
sofort die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann stirbt, die
Frau aber als Witwe iiberlebt:
P‘;:-}-t.zw = (o1t p:’zﬂ
Demnach ergibt sich:

w B Y v w
2Bryis1 = Biyi Qy,+1" Pott

R 51 v w
oWy ri01 = Boiy Gy 1Y+
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¢) DerZerfall der Watwer-Gesamtheit. Auf die Witwer-
Gesamtheit wirkt vermindernd einmal die Intensitit der
Wiederverheiratung »,,,. Im Zeitmoment dz betragt
also die Abnahme durch Heiratsfille.

w ]
B2+l+r *Vogtae dr

Damit 1st die Zahl der jahrlichen Heiraten gegeben
durch:

1
w . _ nw w
(11) fBz-H-{-r Vopige s T =B, - b7,
0

wobel h},, die abhingige Wiederverheiratungswahr-
scheinlichkeit 1st. Zwischen der spiter auftretenden
unabhingigen und den verbundenen Sterbewahrschein-
lichkeiten besteht niherungsweise die Beziehung:

v qu

(12) M = "hzy, (1 — z+t)
2
R i

(13) Gt = Qo (1 - -7ﬂ>

Uber die genauen Zusammenhinge zwischen den
beiden Arten von Wahrscheinlichkeiten verweisen
wir auf: W. Fredli; «Intensititsfunktion und Zivil-
stand» 1) und vom gleichen Verfasser : « Grundlagen zur
Sozialversicherung» 17).

Néiherungsweise setzen wir fest, dass die Heiraten
in der Jahresmitte erfolgen, die Verbindung steht also
noch ein halbes Jahr unter Sterberisiko. Von den Ehen,
die Witwer geschlossen haben, bestehen am Ende des
Jahres demnach noch:

3B:+g+1 = B;D.l_t * h:o—}.t (1 - 1/2 q:—{-l) (1 - 1/2 q;g+i)
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Will man noch die Zahl der Witwer und Witwen
bestimmen, die aus den neugeschlossenen Ehen sofort
wieder hervorgehen, so kann das durch die Formeln
geschehen

v
Qy +i
w . Dw w 2 w
3aBz+t+1 = Bz-’.—t' bort® 9 (1 1/2 Qz+£)

3Wy tir1 = Bl Iy qz; (1 —1% ql;z‘f'l)

Bei praktischen Berechnungen werden diese beiden
letzten Grossen das Resultat einzig in den ersten Be-
obachtungsjahren geringfiigig beeinflussen, nachher
diirfen sie figlich vernachldssigt werden.

Um endlich noch die Zahl der unverheiratet tiber-
lebenden Witwer zu berechnen, stiitzen wir uns auf die
unabhdingige Wiederverheiratungswahrscheinlichkeit ‘A?, ,
(sie ist mit der abhidngigen durch die Beziehung 12
verbunden) und auf die unabhdngige Sterbewahrschein-
lichkeit '¢?,, (nach Formel 13). Es ist:

3B = By (1 —"¢%) (1 — "1y

d) Der Zerfall der Ledigen-Gesamthest. Eingangs haben
wir bloss die ledig bleitbenden Elemente betrachtet, nicht
aber die sich inzwischen verheiratenden verfolgt. Wie
bei der Witwer-Gesamtheit tritt auch hier die wnab-
hiingige Heiratswahrscheinlichkeit ‘h%., auf; sie ist an
die abhingige gebunden durch die Beziehung:

7 I z
Qovt
="K 1 —== )
et T z—H ( 9

4

Von den neugeschlossenen B, ,-hi., Ehen iiberdauern
das Jahr:
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1L :_|_g+1 == B hz—}—t( — %q;}-i-f) (1 T %q;;z'{'t)

Die Zahl der in demselben Jahr entstehenden und iiber-
lebenden Witwer ist:

quu
- (1 — Voges)

w I
1B = Bzu oA

Dazu kommt noch die entsprechende Zahl Witwen:

lz w
w YpttH1— Bz-H hz+t ZH (1 - 1/29:4#‘)

Beim Zerfall der Witwer-Gesamtheit haben wir die
Zahl der im gleichen Jahr heiratenden und wieder ver-
witwenden FElemente vernachlissigen konnen. Dies
ist hier nicht der Fall. Zu Beginn der Entwicklung
kommt die Hauptzahl der Heiraten von der Ledigen-
Gesamtheit her, die Witwer-Gesamtheit spielt dabei eine
relativ untergeordnete Rolle. FEinzig in den héhern
Altern wird die Beeinflussung aus der Witwer-Gesamt-
heit starker, die Witwen- und Witwerzahlen sind aber
so gross, dass die relativ kleinen Werte keinen Einfluss
mehr ausiiben.

Wir haben die Gesamtheiten der Ledigen, Ver-
heirateten und Witwer in ihre DBestandteile zerfallen
lassen. Um nun noch die Gesamtheiten als Ganzes fiir
das nichst hohere Alter zu bestimmen, brauchen wir
bloss die entsprechenden Untergesamtheiten zu addieren;
es entsteht dabei das Schema:

B By

v v
e+t — Bz+t i 3Bz+t

g+t T

w w | w w
Bz+t — z+t T ZB +t + 3 z-f-i 4_ 3aBz+¢
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Ist diese Summation fiir den Zeitpunkt ¢ ausgefiihrt,
so kann durch die soeben entwickelten Formeln zu ¢ 4 1
iibergegangen werden; die Berechnung geschieht also,
wie eingangs angegeben, durch Rekursion. Zur Durch-
fithrung dieser Rekursion miissen die noch nicht niher
hestimmten Gesamtheiten

B} und BY

als Ausgangspunkt dienen. — Die im Alter z Eintretenden
waren nach ihrem Zivilstand durch die Wahrscheinlich-
keiten m(z), n(z) und r(z) gekennzeichnet. Wir beriick-
sichtigen demnach die anféngliche Zusammensetzung
durch die Annahme:

B® = En(s), B® = Kr(z)

Zuar Erzielung einer geniigenden Genauigkeit kann
z. B. K = 100 000 gesetzt werden.

Endlich haben wir noch auf die Vorgangszahlen
y,(t) zu schliessen. Da zu den Gesamtheiten der Ver-
heirateten und Witwer alle drei Bestiande (Ledige, Ver-
heiratete und Witwer) beitragen und sich die Vorgangs-
zahl immer auf ein zu Beginn vorhandenes Element be-
zieht, so gilt:

fiir Verheiratete:

t) = Bt _1 B®
ya(l) = K (m(2) 4+ n(2) + 7 (2)) — K et

fir Witwer:

25 1
U () = = =— B’

K (m(2) + n(z) + r(2)) K
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Damit ist die Zahl der Verheirateten und Witwer
(herrithrend vom Neuzugang) 1m Zeitpunkt ¢ dar-
gestellt durch:

Zahl der Verheirateten:
1 t
- Z B(s) ¢ (0) By,

Zahl der Witwer:

¢
1
7 2050 9 6 B

Die Grossen B}, und BY,, sind einmalig zu be-
rechnen; dabei sind sie unabhingig von ¢ (r), so dass
die eingangs erstrebte Unabhingigkeit von der Ver-
mehrungsart hergestellt ist.

In einem Beispiel haben wir 10000 20-jahrige
Ledige durch ihr Leben hindurch verfolgt. Die Aus-
scheideverhiltnisse seien durch die von M. Ney
fir die Periode 1901—1910 berechneten Sterbe- und
Heiratswahrscheinlichkeiten 18) gegeben, den Berech-
nungen lagen die von W. Frriedlinach King ausgeglichenen
Werte 17%) zugrunde. Tabelle 2 und Darstellung 3
unterrichten iiber die Abnahme der Ledigen und iiber
die Entstehung der Gesamtheiten der Verheirateten,
Witwer und Witwen. (Altersunterschied der Ehe-
gatten null.)

e) Der Zerfall der Witwen-Gesamtheit. Nachdem die
Bestdnde der ménnlichen Bevolkerung bestimmt sind,
muss noch die wichtigste Berechnung, die Gréssen-
bestimmung des Witwenbestandes, zu Ende gefiihrt
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Tabelle 2.
Zerfall einer geschlossenen Gesamtheit Lediger.
| Nach Ablauf von t Jahren | oo
Abgelaufene | sind von 10,000 20-jihrigen 3
l Zeit Ledigen noch am Leben kj\?‘erlebenden
' itwennach
‘ ] Al 5 t Jahren
i alsledig | vorheiratet | verwitwet
0 10 000 0 0 0
5 7637 | 2071 26 16
10 4135 | 5231 93 81
j 15 2446 | 6547 161 188
20 1745 | 6805 234 344
25 1387 | 6611 319 574
30 1157 | 6132 440 892
35 971 | 5379 626 1301
40 795 | 4379 871 1744
45 612 | 3168 1135 2105
50 424 | 1918 1278 2186
55 249 8§94 1149 1848
60 114 288 712 1162
65 35 59 277 488
70 7 6 58 124
werden. Die Zahlen der jdhrlich neu entstehenden

Witwen haben wir bereits erfasst.
Im Zeitpunkt ¢ sind W, ., Witwen vorhanden.

Davon heiraten im Zeitmoment v bis v -+ dr:

.FVyz'*‘i‘i‘T * vy2+t+'! ¢ (ZT

und mnert Jahresfrist:

1
(14) ny2+t+z Y . cdt = W!IZ-H % Qyz-l—l
0
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WO uns o, ., die abhdngige Wiederverheiratungswahr-
scheinlichkeit darstellt. Diese Zahl wird bei den Ab-
findungen eine Rolle spielen.

Die Zahl der sich nicht verheiratenden und iiber-
lebenden Witwen wird wieder am besten durch die
unabhdngigen Wahrscheinlichkeiten dargestellt:

Wy =W, (1— ".71;24»:) (I —"ey,+s)

Damit kann W, ., ebenfalls durch Rekursion be-
stimmt werden aus:

— 4
Wuz-i-f - IWqu J 2Wyz+t + 3Wyz+t + 4Wyz+t

wobel die Ausgangsgrosse Wuz noch zu bestimmen ist. —
Setzt man fest, dass in die Versicherung nur solche
Witwen eingeschlossen sind, die von Minnern her-
stammen, die der Versicherungspflicht im Moment
des Todes schon unterstanden, so ist Wuz: 0 anzu-

setzen. Praktisch wiirde bei Aufnahme aller Witwen
W, von 0 nur wenig verschieden sein, da ja y, < z ist.
Erfolgt z. B. der Eintritt mit 20 Jahren, so ist bei einer
Altersdifferenz 0 die Zahl der 20-jihrigen Witwen nur
gering. Bel einer positiven Altersdifferenz darf daher
W, =0 angenommen werden.

Die Vorgangszahl v,(f) selber nimmt dann die
Form an:

1
Yz (t) = f(- ny2+1 =W (t)

womit die Zahl der Witwen im Zeitpunkt { gegeben ist
durch:

(15) DB ¢ @) wE—1)
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Auch hier wieder ist w(f) eine zum vornherein berechen-
bare Grosse, die unabhingig von der Art der Vermehrung
1st.

b) Hilfswerte.

In unsern Bestimmungsformeln fiir die Ernenerungs-
zahl tritt die Grosse [, : [, auf, also die Wahrscheinlich-
keit, dass ein im Alter z Eintretender das Alter z erreiche.
In der Regel kann man diesen Wert einer allgemeinen
Volkssterbetafel entnehmen, die aus der gleichen Be-
obachtungsperiode stammt wie die bisher angewendeten
Sterbe- und Heiratswahrscheinlichkeiten auch. FEr
geht aber auch direkt aus unsern Krgebnissen hervor;
meist werden aber die beiden Werte nicht genau iiberein-
stimmen. Das kommt einmal daher, weil unsere abge-
leiteten Formeln z. T. nur Niherungen sind und sein
konnen, dann aber auch, weil die Heirats- und Sterbe-
wahrscheinlichkeiten meist unabhingig von der allge-
meinen Sterbetafel ausgeglichen werden.

Durch B, + B! + BY = K (m(2) + n(z) + r (2)) sind
alle Lebenden im Eintrittsalter z erfasst. Die Zahl
der Uberlebenden im Alter z (also nach Ablauf von
& — z Jahren) ist gegeben durch B! + B® - B”. Damit
ist die gesuchte Uberlebenswahrscheinlichkeit :

l

1
& =% (Bt Bi+ B) :

Z

Ferner tritt in Formel (6 a) die Wahrscheinlichkeit
p,(t —7) auf, also die Wahrscheinlichkeit, dem Bestande
nach { — 7 Jahren noch anzugehoren. Wie oben ergibt
sich:

1
Pt —1)= bd (Bi'i'f——r = Blay o B;O+t—r)

10
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Zur Berechnung der Erneuerungszahl nach der
Formel (8) bediirfen wir speziell des Wertes:

1 /

=P (=) —put+ 1= = (=4 (Bl + Bl + B

Eine weitere, sich aus unsern bekannten Grossen be-
stimmende Funktion 1st die Wahrscheirlichleat, ver-

heiratet zu sewn. Wir pezeichnen sie mit @, "

1
Bz+t

(16) 0, =
* Bzz'f“ + B:-%—i J\"— BI‘ZD-H

Die letzte Grosse verwenden wir bei den Finanzsystemen.

¢) Abbau der Eroffnungs-Gesamtheiten.

Wir setzen voraus, dass im Eréffnungszeitpunkt
t =0 die vorhandenen Gesamtheiten ebenfalls nach
Alter und Zivilstand getrennt aufgenommen sind.

Wir bezeichnen mit L% die Zahl der Ledigen des
Alters z; mit LY, die entsprechende Zahl der Ver-
heirateten und mit L die Zahl der Witwer. Endlich
bezeichne WS” die Zahl der Witwen im Alter y. Mit
L9 benennen wir die Zahl der z-Jihrigen aller Zivil-
stande, also:

LO = L5 + LE), + L),

Zum Abbau dieser Gesamtheiten setzen wir die
gleichen Ausscheideverhiltnisse fest wie beim Neuzu-
gang. Dem Alter « des Mannes sei im Ifalle einer Heirat
1mmer das Alter y der Frau zugeordnet. In vollstindiger
Ubereinstimmung zu vorher wiirde z. B. der Bestand der
Verheirateten zerfallen in eine Untergesamtheit iiber-
dauernder Ehen, in einen Bestand Witwer und Witwen,
die das Jahr iiberleben. Durch Indexe links unten

w
2-+t—1

)



— 123 —

kennzeichnen wir diese Untergesamtheiten. Wir kénnen
unter Beibehaltung der frithern Bezeichnungsweise die
Beziehungen sofort angeben.

a) Zerfall des Ledigen-Bestandes. Der Jahrgang

LY, zerfillt im Laufe des niichsten Jahres in eine

Gruppe LY, ; ledig iiberlebender Elemente gemiss:
Lot =L (1 —"q5) (1 —'RY)

Von den inzwischen Verheirateten bestehen in der Ehe
noch:

L(I)

:z:f—lv

= L0 B (1 — Yo q) (1 — Y q))

Von den neugeschlossenen Ehen wird eine bestimmte
Anzahl durch Tod der Frau in demselben Jahr wieder
gelost, der Mann aber iiberlebt als Witwer:

1L(l)

zH1,0 — Mzt
Analog 1st die Zahl der tiberlebenden Witwen:

W,JH—LO) h 22 > (I— 15 q%)

b) Zerfall des Verhevrateten- Bestandes. Von den L_ff A
bestehenden Ehen sind nach Jahresfrist noch ungelost:

Lg:-f-l v I(Ov pa: 'PZ

Von den gelésten Ehen her haben wir die Witwer:
L.Scl—z—l w L(z?)v * QZ : p;u

und Witwen:

2Wv poid, == ‘T—(O)n QZ'P;’
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¢) Zerfall des Witwer- Bestandes. Von den L, vor-

handenen Witwer tiberleben das Jahr unverheiratet :
Ly, =LP, 1 —"¢9 (1 —"1)

Von den neugeschlossenen Ehen bestehen am Jahres-
ende noch:

T8, 0 = I B (1 — Y2 (1 — Yag))

Eine analoge Formel bekime man fiir die im gleichen
Jahre wieder verwitwenden Frauen und Minner.

d) Zerfall des Wailwen-Bestandes. TIiir unsern Fall
bedarf man nur der unverheiratet Uberlebenden gemiiss:

I =P 0 —"g) 1 —"g,)

y}l
und der Zahl der sich wieder verheiratenden Witwen

WE;)'Qy

Die Zahlen der Ledigen, Verheirateten und Witwer
im niichsten Jahr und des néichst héhern Alters ergeben
sich durch entsprechende Summation der Untergesamt-
heiten.
3
z. B. Lgﬂl, o = Z ,-Lwrl, v usw.

1
-
7(1 s TA7(1
w (v-)H = Z: i 5;«)“
1

Um nunnoch alle Ledigen usw. zu erfassen, braucht
man nur iber alle z resp. y zu summieren. Durch Fort-
setzung dieses Verfahrens von Jahr zu Jahr schreitet
man fort bis zum vollstindigen Aussterben der Anfangs-
generationen.
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Es kann der Fall emtreten, dass ber Eroffnung die
minnliche Bevolkerung nicht nach Zivilstinden auf-
genommen ist, dass also nur die Zahlen L!” bekannt
sind. Um gleichwohl die Witwenzahlen zu berechnen,
gehen wir wie folgt vor.

Von den L% sterben durchschnittlich in der Jahres-
mitte L. q,. Von diesen sind aber LO.q .0,.,
verheiratet. Die Zah! der das Jahr ﬁberlebenden Witwen
18t daher:

LY 4y 0,4y, (1— Y2 5)

Dazu kommen noch die Witwen, die zu Beginn des
Jahres vorhanden waren und unverheiratet iiberleben:

WO (1—"'¢%) (1—"g,)

Die Summe der beiden Ausdriicke gibt demnach die
Zahl der Witwen im Zeitpunkt 1 und vom Alter y + 1.
Dehnt man das Verfahren tiber alle Alter y aus, so fiihrt
es zu einem analogen Frgebnis wie die andere Methode.

) Die relative Altersstruktur.

Wir haben nun noch die beiden Bestinde, die einmal
aus den bei der Eroffnung schon vorhandenen Jahrgéngen
hervorgingen und die das andere Mal vom Neuzugang
herrithren, zu vereinigen. Wenn wir noch bedenken,
dass nach Ablauf von ¢ Jahren die jingsten Jahrginge
aus der Eroffnungsgesamtheit das Alter z 4- t aufweisen,
0 1st z. B. der Bestand der Verheirateten gegeben durch:

JE

t
DILY,+ = )T B pl) B,
1

z+i

Zur Messung der relativen Altersstruktur miissen
wir noch die Stirke der einzelnen Jahrginge kennen. Da
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die heute mehr als z--t- Jihrigen aus dem Anfangsbestand
herrithren, die weniger als z 4 t-Jihrigen aber aus dem
Neuzugang, miissen zwel getrennte Formeln erstellt
werden. Im ersten Fall ist z. B. die Zahl der z-jihrigen
Verheirateten ohne weiteres gegeben durch

L),

Im zweiten Fall sind die z-Jéhrigen hervorgegangen
aus den vor z — z Jahren Eingetretenen. Die gesuchte
Zahl der z-jihrigen Verheirateten ist demnach:

1
1;B(t—-—:1:—i—z)go(t—x+z)B§ (r<<z241)

Da die relative Altersstruktur als Quotient dieser
Grossen und des gesamten Bestandes gemessen wird,
sind zu dieser Berechnung alle notwendigen Werte vor-
handen.

Als  Beispiel der Bevolkerungszusammensetzung
nach Zivilstinden wollen wir die Verhiltnisse in der
schwelzerischen Bevolkerung im Jahre 1920 und im
Beharrungszustand nehmen. Die Alterszusammen-
setzung 1920 konnen wir den Volksziahlungsergebnissen
direkt entnehmen 1°), Fiir den Beharrungszustand legen
wir die schon einmal zitierten Sterbe- und Heiratswahr-
scheinlichkeiten von Ney fiir die Periode 1901—1910 und
ausgeglichen von Friedls nach King zugrunde. Schema-
tisch setzen wir den Altersunterschied der Ehegatten
gleich null an. Die Ergebnisse sind in der folgenden
Tabelle 3 und in der Darstellung 4 zusammengefasst *).

*) Sowohl in Tabelle 1 und 3ist fir die ménnliche Bevolkerung
der Schweiz die Alterszusammensetzung im Beharrungszustand
berechnet. Die beiden Wertereihen stimmen aber nicht tiberein,
weil bei den Berechnungen des Bundesamtes fiir Sozialversicherung
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Tabelle 3.

Alterszusammensetzung nach Zivilstinden.

Auf 1000 erwachsene Minner aller Zivilstinde?)
kommen in der betreffenden Altersgruppe

Alters-
. Im Beharrungszustand

gruppe Beliwelz 1920 der Bevilkerung

Ledi- | Ver- | Wit- Wit- || Ledi-| Ver" | Wit- Wit-

ge I;Z‘g:' wer | Total | won 1l ge hti‘;:' wor | Totl | oon
20—24 [135] 12 147 110 7 117
25—29 | 757 50 126 21 721 411 1| 114
30—34 | 40| 75 116 31 40| 70| 1| 111
35—39 26| 86 114 51 25| 79 2 | 106

40—44 | 19| 89
45—49 | 15| 79
50—54 | 11| 65
55—359 9| 54

1
3
111 8 19| 80| 3| 102 5
98| 114 15| 7 96 8
81, 14| 13| 69 88| 12
69| 194 10| 59 9 78| 17

o <1 00 G0 -1 O U O D
o

60—64 71 39 53| 22 8, 461 12 66| 23
65—69 4! 24 36| 22 6| 32| 14 52| 26
T0—74 3] 14 25| 20 4| 18| 15 37| 25
75—79 1 7 15| 14 2 7|12 21| 19
80—84 1 2 i 7 1 2 6 9 10
85—89 1 2 2 1] 2 3| 4

1 346 | 597 | 57 [ 1000 | 149|325 | 588 | 87 | 1000 | 153

R T r—_ o ——
1000 1000
l 1) Geschiedene ausgeschlossen.

Aus unserer Zusammenstellung gehen die folgenden
Ergebnisse hervor:

1. Die Bestdnde der Ledigen, Verheirateten und
Witwer zeigen alle die Tendenz zur Veraltung.

die Tafel S. M. 1920/21 verwendet wurde, unsern eigenen aber die
Ergebnisse 1901—1910 zugrunde liegen. Wir mussten auf diese
Grundzahlen zuriickgreifen, weil keine neuern vorhanden sind.
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Alterszusammensetzung der schweize-

w40 K rischen Bevolkerung nach Zivilstinden _
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2. In den hohen Altern zeigt auch der Witwen-
bestand eine zunehmende Veraltung. Es fillt aber auf,
dass fiir 1920 die Jahrginge 40—60 stark besetzt sind,
so dass die Zunahme der Witwen, bezogen auf die méinn-
liche Bevolkerung, nur ganz gering ist (von 149 auf 153
pro Tausend). Diese starke Besetzung rithrt zum
grossen Teil von der Grippeepidemie in den Jahren vor
1920 her.

3. Das Verhiiltuis der Verheirateten zu der gesamten
ménnlichen Bevolkerung fillt von 59,, 9% im Jahre 1920
auf 58,5 9% im Beharrungszustand. Obschon diese Ver-
hiltniszahl nahezu konstant bleibt, darfnicht geschlossen
werden, dass die Alterszusammensetzung unverdndert
geblieben ist. Fbenso falsch wire gleiche Belastungen
durch Witwenrenten vorauszusetzen.

V. Die Finanzsysteme.

Es liegt hauptséchlich im Zicle unserer Unter-
suchung, den Zusammenhingen zwischen der Bevolke-
rungsvermehrung und den Finanzsystemen nachzugehen.
Wir miissen uns aber bescheiden, nur die Grundziige zu
entwickeln ; es konnte dies um so leichter geschehen, als
sich alle Erweiterungen in sinnfilliger Weise ergeben. —
Die Zahlung der Renten und Beitrige erfolgt jéhrlich,
im Falle einer Wiederverheiratung erhilt die Witwe eine
Abfindung. In Rentengenuss treten alle Witwen, die
unterhalb eines bestimmten Alters liegen, an die Stelle
der Witwenrente tritt nachher die allgemeine Alters-
rente. Es wiirde nicht schwer halten, die Formeln auch
auf die Fille auszudehnen, wo z. B. die Rente nur eine be-
stimmte Zeit nach der Verwitwung liuft, oder wo nur
Witwen in hohern Altern (z. B. von 50 bis 64 Jahren) ein-
geschlossen sind.
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Als  Finanzsysteme betrachten wir das reine
Umlageverfahren und die Umlage der neuen Renten-
kapitalien (Kapitaldeckungsverfahren). Vom Verfahren
der Anwartschaftsdeckung durch Primien (reines Dek-
kungsverfahren) sehen wir ab, da diese Methode ja einen
vom Altersautbau unabhéngigen Beitrag ergibt.

a) Das reine Umlageverfahren.

Als Umlagebeitrag ist definiert der Quotient aus
dem auf Jahresanfang vorhandenen Witwenbestand
und dem Bestand der Beitragspflichtigen. Wir setzen
voraus, dass die Beitragspflicht mit Eintritt in die Ver-
sicherung 1m Alter z beginnt und wihrend n Jahren
andauert, im Alter z + n also letztmalig ein Beitrag ent-
richtet wird. Analog stehe die Witwe vom Alter y, bis
zum Alter y, + m in Rentengenuss. Da der Beginn der
Rente auf das dem Sterbejahr des Mannes folgende Jahr
festgesetzt ist, weist die jingste Witwe mithin das Alter
y, + 1 auf.

Wir berechnen den Umlagebeitrag vorerst ohne
Einschluss der Abfindung im Falle der Wiederverheira-
tung und fiir einen Zeitpunkt t < m, t < n (wo die
Anfangsgesamtheit also noch in Frage kommt). Vom
Neuzugang her haben wir nach Formel (15)

Y B ¢ @w(t—)

1

unterstiitzungspflichtige Witwen. Vom Anfangsbestand
kommen noch die hinzu, deren Alter y die obere Grenze
1, + m noch nicht iiberschritten hat; die jiingsten der
Witwen sind inzwischen 1y, + t-jihrig geworden. Die
gesamte bBelastung belduft sich daher auf:
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Y,tm 4
Z Wg) L Z B{i) ¢ (@) w(t—r)
v+t 1

Zur Berechnung der Entlastung bedenken wir, dass
von den im Zeitpunkt 7 eingetretenen Elementen B (7)g(7)
heute noch B(z) ¢ (r) p, (t —7) unter Beitragspflicht
stehen. Der Neuzugang entlastet daher durch die Grosse:

t
L
1 B@) ¢ (@) p. (t—1)

1

Dazu kommen nun noch die Uberlebenden aus der
Anfangsgeneration, welche das Grenzalter z + n noch
nicht iiberschritten haben. Die gesamte Entlastung ist
daher:

z4+n t
T
DL 4 DT BE (1) p, (t—7)
2+t 1

Bezeichnet noch U, den Umlagebeitrag (ohne Ein-
schluss der Abfindung), so wird:

Yy+m ¢
Dy WY 4+ D B g @ w(t—)
Ut = yz:" ’_1
D210+ e B e @ p, (1 —)
z+¢ 1

Die Grossen w(t) und p,(f) sind in Tabellenform ein
fiir allemal vorhanden, ebenso ist die Eréffnungs-Ge-
samtheit abgebaut worden, so dass sich die Berechnung
des Umlagebeitrages fiir die verschiedenen Vermehrungs-
arten einfach gestaltet.
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Wir haben unsere Formel nun noch auf die Zeit
t > m, t > n auszudehnen. Da die jiingste Witwe im
Anfangsbestand das Alter y, aufwies, heute also y, + ¢
> y, -+ m-jahrig ist, fillt die Froffnungs-Gesamtheit
ausser Betracht. Alle Witwen stammen vom Neuzugang
her. Der jiingste Beitragspflichtige ist soeben einge-
treten, der ilteste vor m Jahren. Der Bestand der
Beitragspflichtigen ist daher dargestellt durch:

DB ¢ @) p.lt—7)

Bei der Berechnung des Witwenbestandes miissen
wir darauf achten, dass die ilteste Witwe das Alter
y, + m aufweist. Der ihr koordinierte Mann (wire er
noch am Leben), miisste das Alter y, + 4 4+ m haben,
er wire damit vor m Jahren in die Versicherung ein-
getreten. Die Zahl der rentengenossigen Witwen ist
daher gegeben durch:

D B g wit—1)

Der Umlagebeitrag wird als Quotient der beiden
Ausdriicke:

D1 B ) wlt—)

7, — =m t>m
T t>n
D7 B g pa(t—)
t—n

198 bleibt noch anzudeuten, dass wir auch eine Formel
aufzustellen hiitten fiir m << ¢ << n. Bei der Berechnung
des  Witwenbestandes fillt die Anfangs-Gesamtheit
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ausser Betracht, es sind aber noch Elemente vorhanden,
die der Beitragspflicht unterstehen. Da es leicht fillt,
die entsprechende Beziehung aufzuschreiben, verzichten
wir des Raumes halber.

In der Regel treten nun neben die eigentlichen
Witwenrenten noch die Abfindungen, die im Falle einer
Wiederverheiratung sofort ausbezahlt werden sollen.
Es betrage diese Abfindung das k-fache der Witwenrente.
Wenn wir noch bedenken, dass B(r) ¢(r) w(t—1)
nichts anderes darstellt als die Zahl der y, -+t —z-
Jahrigen Witwen im Zeitpunkt ¢, so heiraten im folgenden
Jahr davon (nach Formel 14):

B(r) p(n) w(t —1) @y, 41—

Diese Heiraten finden durchschnittlich in der Jahres-
mitte statt, so dass sich der Barwert der Abfindungen
auf Jahresbeginn belduft auf:

t
k¥ Z B{) o) wlt—r1) 0y 4i
1

In ganz gleicher Weise fiir den Anfangshestand:

Y +m

Ik e W,

Y+t

Bezeichnet noch U® den Umlagebeitrag unter Fin-
schluss der Abfindung, so wird:

Y+ m ¢
N 1
Z@ W(;) (1 + kv*. Qy) + 2B e@@w(t—r1) (I A k% ng+,__r)

Yo+t
Ul =
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Nach dem Aussterben der Anfangsgesamtheit
reduziert sich diese Gleichung wie vorher zu:

B g@wit—) (14 k%o, )
—m t >m
t>n

o~
o~
-~

D —

D" BE) ¢ (@) p, (1 —1)

t—n

Unsern Berechnungen lag stillschweigend die An-
nahme zugrunde, dass die Abfindungen innerhalb der
gleichen Zeit ausgerichtet werden, wo die Witwe in
Rentengenuss steht. — Aus unsern Voraussetzungen
geht ebenfalls hervor, dass wir von der tempordren Ver-
sicherung zu der lebensldnglichen iibergehen durch
Y, T M= .

b) Das Kapitaldeckungsverfahren.

Als Kapitaldeckungsverfahren definieren wir die
Umlage der jahrlich fillig werdenden Barwerte an
Renten und Abfindungen auf den Bestand der Beitrags-
pflichtigen. Die Ableitungen sollen vorerst einmal ohne
und dann spiter mit Finschluss der Abfindungen vor-
genommen werden.

In erster Linie bediirfen wir der Barwerte einer
Witwenrente, zahlbar jihrlich voraus bis zum Tode oder
der Wiederverheiratung, hochstens aber bis zum Alter
Yy, + m letztmalig. Man darf sich auch hier vorstellen,
dass dann die Witwenrente in die allgemeine Altersrente
iibergeht. Bei der Berechnung dieses Barwertes stiitzen
wir uns auf die Untersuchung: « Grundlagen zur Sozial-
versicherung» von W. Friedli 17%).
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a) Barwert der Witwenrente. Beim Tode des Mannes
hat die Frau allgemein das Alter [¢]. Im nichsten Jahr
erfolgen nach Gesetz keine Wiederverheiratungen. Es
werde nun eine geschlossene Gesamtheit [jj neuent-
standener Witwen beobachtet, jedes Jahr wird den un-
verheiratet iiberlebenden die Summe 1 ausbezahlt. Wie
frither bezeichne ’q';’ die unabhéngige Sterbewahrschein-
lichkeit und ‘g, die unabhingige Wiederverheiratungs-
wahrscheinlichkeit. In vollstindiger Analogie zum
gewohnlichen Rentenbarwert a . entstehen die diskon-
tierten Zahlungen:

1. Jahr Dm =Y. l[y]

Jy+1 _— !
Jahr  Dpgy, = v i g = pd iy (L—"q)

Lo

- 2 Yy r2
3. Jahr  Dp . = o200, =o' 0 (1 —

— '9';+1> (1— 9y+1)
usw.

Fir die n Jahre laufende Witwenrente erhalten wir
somit:

TWWw TWW

a%vw _ Ny [yl — “'lyi+n
Ay} — 1w
D [¥]

b) Barwert der Abfrndung. Die Abfindung betrage 1,
zahlbar im Falle der Wiederverheiratung, durchschnitt-
lich also in der Jahresmitte. Aus dem Stamme ] der
neuentstandenen Witwen kommen daher die folgenden
diskontierten Betrige zur Auszahlung:

1. Jahr: keine Wiederverheiratungen moglich.
— pyH1+Y%
2. Jahr D[y]+ = VTRl Oyt

i Jy+2+ %
usw.
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Dabei ist festzuhalten, dass diesmal die abhingigen
Wahrscheinlichkeiten auftreten. Der Barwert der tempo-
riren Abfindung 1 betrigt demnach:

Tuh ATtk
N+ — N

[yl+n
ww
D[z;r]

wh __

EnA[u] -

Zur Berechnung der jihrlich fiillig werdenden
Rentenkapitalien lassen wir die Abfindung vorerst bei-
seite, die Eroffnungsgesamtheit soll aber noch in Be-
tracht kommen. Greifen wir auf Formel (7) zurick,
wobel uns ja diese Beziehung zur Berechnung der Er-
neuerungszahl diente, so erkennen wir, dass die beiden
Summen uns die durch Tod aus der Anfangsgesamtheit
und vom Neuzugang ausscheidenden Elemente dar-
stellen. Schematisch konnten diese beiden Summen in
der folgenden Formel (8) in eine einzige vereinigt werden.
Es stellt uns also

1 t
L B p

—w+2z

die Zahl der aus dem Gesamtbestand ausscheidenden
Mitglieder dar. Andererseits ist die Grosse des Gesamt-
bestandes gegeben durch (6 a):

D7 B@ ¢ p, (t—1)

—w+2z

Der Vorteil dieser Darstellungsart liegt darin, dass die
Formeln auch noch unverindert gelten, wenn der An-
fangsbestand ausgestorben ist.

Ferner stellt uns
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1
l_B (@) () dz+l—-r

z

die Anzahl der im Alter z -+ ¢ — 7 sterbenden Mitglieder
dar. Vorausgesetzt, dass der Tod durchschnittlich in der
Jahresmitte eintrete, sind darunter

1
l— B (1) 17 (t) dz+t—r . eg+t--t+‘/z

z

Verheiratete. Die koordinierte Witwe besitzt dabei das
Alter
Yt b—r+ 35

Diese Witwen treten nunin den Genuss einer Witwen-
rente, durchschnittlich in der Mitte des Jahres. Die
jingste weist dabei das Alter y, + 14 auf, die &lteste
Yy, + m — V. Bel der Summation variiert also =z von
t=1bhis t=1t—m-+ 1. Damit 1st die Summe der
neuentstandenen und rentengendssigen Witwen dar-
gestellt durch:

t
1 0
7 Z_’, B ¢ () dorir® Opprriy

Z —m+1

Die y,+ t—1 + Y%-jihnge Witwe zieht ihre
Rente bis zum Alter y, + m (inklusive), die Rente lauft
demnach noch m —{ + ¢ + 1, Jahre. Nach der ent-
sprechenden Formel 1st der Barwert dieser Rente aber:

ww .
m—tr 4 Ayt = A (E—7)

Der Kapitalwert fiir den ganzen entstehenden Be-
stand 1st demmach:

11
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(I) @ (T) dz-}-i—r * 02+t—1+% * aww (t w2 T)

{—m+1
Mit P, bezeichnen wir den Beitrag nach dem Kapital-

deckungsverfahren ohne Einschluss der Abfindung. Wir
finden damt:

v# DB g0) dyyi, - Oy A (1 —1)

Pt: t—m+1
l ZB 7) p, (t—1)

t—n

Wir konnen nun sofort auch die Abfindung ein-

schliessen. An die y,+ t—7 + V5-jahrige Witwe
bindet sich der Barwert der Abfindung 1:

h wh
lm-—t+t+’/2A?:_]g+l—1+1/2] = A" (t—1)

Die Abfindung betrage wieder das f-fache der Rente.
Damit 1st der Beitrag unter Einschluss der Abfindung
P gegeben durch:

v% D% B) @) duyt - Oppirpyy (8% (t— 1) + FA™ (0 —

P'(a) — t—m+1

1, D7 B(x) ¢(@) p, (t—1)

t—n

c) Praktische Beispiele.

Anhand der praktischen Beispiele haben wir uns nun
auch iber die absoluten Grossenverhiltnisse zu orien-
tieren. Dabei 1st speziell die Frage zu untersuchen,

‘t))
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welcher Art der Einfluss der wechselnden Vermehrung
in der Witwenversicherung ist. In der Altersrenten-
versicherung haben wir bereits eine Erhohung der Bei-
trage erkennen miissen.

Grundsiitzlich haben wir bei dieser Untersuchung
zwet Fille zu unterscheiden: der Anfangsbestand der
Witwen wird in die Versicherung aufgenommen, oder
aber man beschriankt sich darauf, die neuentstehenden
Witwen zu versichern. Es versteht sich, dass im letzten
Falle die Beitrdge nur zu einer Zeit betrachtet werden
diirfen, wo alle Jahrginge besetzt sind.

Wir wollen den zweiten Fall als verhdltnisméssig
einfacher vorwegnehmen. In unsern Formeln wurde
stillschweigend eine konstante Sterblichkeit voraus-
gesetzt. Bei gleicher Alterszusammensetzung wire also
stets eine gleiche Anzahl entstehender Witwen zu er-
warten. Nun dndert sich unsere Altersstruktur im Sinne
einer Veraltung, die Jahrginge mit grosserer Sterbewahr-
scheinlichkeit und auch grosserer Wahrscheinlichkeit,
verheiratet zu sein, nehmen relativ zu. Es ist also anzu-
nehmen, dass sich im Laufe der Jahre eine relativ griossere
Zahl von rentenberechtigten Witwen einstellt, die auch
nach einer Zunahme des Beitrages verlangt.

Der schweizerische Entwurf fiir die Alters- und
Hinterlassenenversicherung sieht vor, dass allen in den
Altern 50 bis 64 entstehenden Witwen bis zum Genuss
der allgemeinen Altersrente eine Witwenrente zukommt.
Die heute vorhandenen Witwen werden in die Versiche-
rung nicht aufgenommen, ebenso erhalten die unter
50 Jahren verwitwenden Frauen eine einmalige Abfin-
dung. Berechnet man in diesem Falle den Umlage-
beitrag (reines Umlageverfahren), so haben wir die Ver-
héltnisse beim soeben besprochenen Typus. Die Grund-
zahlen zu dieser Berechnung wurden uns in freundlicher
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Weise durch das Bundesamt fiir Sozialversicherung in
Bern zur Verfiigung gestellt. In Tabelle 4 stellen wir die
Beitriige fiir die Rente 100 dar, gleichzeitig vergleichen
wir mit dem Umlagebeitrag fiir eine gleichgrosse Alters-
rente, die vom Alter 65 hinweg bezogen wird. Die Pramien-
pilicht beginnt beim Alter 20. Darstellung & erlautert den
Funktionsverlauf und gibt auch die relative Zunahme
wieder.

Tabelle 4. Entwicklung des Umlagebeitrages.

Jahr Witwen- Altersrenten-

(Beginn) versicherung versicherung
1950 3.24 13.30
1955 3. 34 13. 38
1960 3. 49 13. 48
1965 3. 67 14. 32

1970 3. 80 15. 64 |

1975 3. 83 16. 25
1980 3. 81 16. 31
| 1985 3. 77 16.10
1990 3. 74 15. 85
1995 3. 72 15. 68
2000 3.7 15. 61
co 3.7 15. 89

Beide Werte nehmen zu, der Beitrag fiir die Alters-
rente verhiltnismissig etwas stirker als der fir die
Witwenrente. Der Unterschied in der Beitragssteigerung
wiire noch ausgeprigter, wenn auch jiingere Witwen in
die Versicherung eingeschlossen wiren; der starken
Zunahme in der Altersrentenversicherung stiinde die
bedeutend kleinere in der Witwenversicherung gegen-
tber.
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Besonderes Interesse erweckt nun aber der erste
Fall, wo die bei der Eroffnung vorhandenen Witwen in
unmittelbaren Rentengenuss treten. Wir fiilhren sofort
ein Beispiel an. Der Umlagebeitrag fiir die Rente 100
1st einmal berechnet fiir die schweizerische Bevélkerung
nach dem Stande 1920, sodann fiir den Beharrungszu-
stand, wobei hier die gleichen Voraussetzungen getroffen
wurden wie schon frither. Um den Einfluss der Alters-
gruppierung besser zu erkennen, fithren wir 3 Varianten
durch: die Witwenrente liuft einmal zwischen den Altern
20 und 59, dann zwischen 20 und 64 und endlich vom Alter
20 an lebenslinglich. In der folgenden Tabelle 6 stellen
wir die Ergebnisse zusammen und vergleichen gleich-
zeitig mit der Altersrentenversicherung.

Tabelle 5. Umlagebeitrige.

I' Witwenversicherung J
Renten- s .| Umlagebeitrag fiir
genuss Pr?.mlep die Rente 100 Steigerung
. pflicht in
zwischen den Altern %%
den Altern 1920 )
20—59 20—59 7.24 5.91 — 18,,
20—64 20—64 9. 26 8. 03 — 13,4
| 20—w 20—64 16.47 | 17. 50 + 6,4
Altersrentenversicherung |
| Renten- .. | Umlagebeitrag fiir
genuss Frnien die Rente 100 Steigerung
zwischen phlicht n %% I
den Altern den Alger 1920 oo

60— 20—59 16.07 | 23.16 + 44,,
65—w 20—64 9.34 | 13.86 + 48,,
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Ergebnis: Die Verinderung des Beitrages verhilt
sich verschieden, ob die Rente nur temporir oder lebens-
linglich ausbezahlt wird. Im letzten Fall erhalten wir
gegen den Beharrungszustand hin ebenfalls eine Zu-
nahme des Umlagebeitrages, bei temporirer Zahlungs-
weise dagegen eine Abnahme. Diese auf den ersten Blick
sonderbare Tatsache ldsst sich wie folgt erkldren. Wir
haben bereits bei der Besprechung der Tabelle 3 darauf
hingewiesen, dass fiir 1920 die Jahrginge 40—60 als
Folge der Grippeepidemie sehr stark besetzt sind. Die
Veraltung der Bevolkerung hat in diesen Jahrgiingen
die tiberméssige Besetzung nicht zu kompensieren ver-
mocht, so dass der Umlagebeitrag abnehmen muss.
Betrachtet man hingegen alle Witwen iiber 20, so hat
die zunehmende Alterung diese ungewéhnliche Struktur
auszugleichen vermocht, so dass der Beitrag zunimmt.

Zusammenfassung.

Am Schlusse unserer Untersuchung angelangt,
wollen wir die hauptséchlichsten Ergebnisse zusammen-
fassen.

1. Die Voraussetzung, dass die Geburtsverhalt-
nisse auf dem heutigen Stand bleiben oder sich weiter-
hin verschlechtern, zieht eine Veraltung der Bevolke-
rung nach sich.

2. Die Steigerung der Beitrige ist in der Alters-
rentenversicherung ausgepriagter als in der Witwen-
versicherung, insofern im Eréffnungszeitpunkt nicht
aussergewohnliche Verhéltnisse herrschen.

3. Sollen in der Praxis die Umlagesysteme zur Durch-
filhrung kommen, so bildet die stete Steigerung der Bei-
trige fiir das ganze Versicherungswerk eine ernstliche
Gefahr., Man wird deshalb das Umlageverfahren nicht
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rein anwenden, sondern in einer Kombination mit dem
Deckungsverfahren. Auch der schweizerische Entwurf
fiir die Alters- und Hinterlassenenversicherung beriick-
sichtigt diese Verhiltnisse, indem er feste, von der Zeit
unabhingige Beitrige festsetzt 20) 21)2?), Zur rest-
lichen Deckung wird ein FFonds angesammelt und Ab-
gaben auf Tabak und gebrannten Wassern erhoben.

Schluss.

Die Sozialversicherung hat zwei bis heute nur lose
verbundene Wisgenschaften unlosbar miteinander ver-
kniipft: die Bevolkerungsstatistik und Versicherungs-
technik. Ohne Kenntnis der statischen und dynamischen
Faktoren in der Bevolkerung kénnen die grundlegenden
versicherungstechnischen Fragen nicht gelést werden;
die Untersuchung der Bevolkerungsbewegung wiederum
sieht in der Sozialversicherung ihre Ergebnisse praktisch
verwendet. KEs ist vorauszusehen, dass auch die neue
schweizerische Volkszdhlung vom 1. Dezember 1930
in dieser Richtung hin befruchtend wirkt und zum
Studium weiterer Fragen Anlass bietet.

Bern, 22. Dezember 1930.
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