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Hauptgrossen der Witwenversicherung
bei Einfiihrung eines veriinderlichen, exponentiellen
Parameters Tiic die Witwensterblichkeit.

Von Dr. Hans Jenzer, Basel.

§ 1.

Problemstellung und Einfithrung eines exponentiellen
Parameters.

Die vorstehende Arbeit, die auf Anregung von
Herrn Prof. Dr. Ch. Moser entstanden 1st, befasst sich
mit Personengesamtheiten, die zum Zwecke der Sozial-
versicherung, also zur gemeinsamen Tragung  cines
Risikos, gebildet worden sind.

Wir unterscheiden zwei Arten von Gesamtheiten,
niimlich die geschlossene  Gesamtheit und die offeno
(tesamtheit. In der geschlogsenen Gesamtheit kommen
intritte von neuen Mitgliedern oder Wiedereintritte von
schon ausgeschiedenen nicht vor. Ks wird sich daher nur
um ausscheidende Flemente handeln, withrend bei einer
offenen  Gesamtheit stets neuwe Mitglieder eintreten

konnen.

I'ir eine Sozialversicherungskasse ist es von weit-
tragender Wichtigkeit, die Verhiiltnisse fiir eine offene
sich stets erneuernde Gesamtheit und dann namentlich
im Beharrungszustand zu kennen. Denn erst der Be-
harrungszustand ergibt unsg einen Kompass, der zur
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Beurteilung der Zukunft auf Grund gegebener Voraus-
setzungen dienen kann. Der Ubergang von der geschlos-
senen zur offenen (resamtheit kann mathematisch leicht
vollzogen werden mit Hilfe der Integralgleichungen von
Herrn Prof. Dr. Moser 1).

Als Beispiel einer Personengesamtheit betrachten
wir eine (Gesamtheit von verheirateten Minnern, die
sich zur gemeinsamen Tragung eines Witwenrisikos
gebildet hat. s soll sich um eine sogenannte Witwen-
versicherungskasse handeln, die der Witwe eines ver-
storbenen Fhemannes eine Witwenrente entrichten muss.

Dag Aussceheiden der Miinner kann aus verschiedenen
Grinden geschehen, wie Tod, Invalidwerden oder
sonstiger Austritt. Bei den Trauen kommft als Aus-
scheidegrund namentlich der Tod und dann die Wieder-
verheiratung in Betracht. Ohne der Allgemeinheit
ungerer Betrachtungen Fintrag zu tun, soll als Aus-
scheidegrund aus der Gesamtheit lediglich das Ab-
sterben in Betracht gezogen werden. Bekanntlich hingt
dann die Anzahl der Witwen sowohl von der Sterblich-
keit der Minner als auch von der Sterblichkeit der
I'rauen ab. Aus den Beobachtungen, die an der schweize-
rischen Bevolkerung angestellt wurden, wie auch aus
andern Absterbeordnungen geht hervor, dass die Sterb-
lichkeit der Frauen gewohnlich kleiner ist als die Sterb-
lichkeit der gleichaltrigen Minner. s wird deshalb
interessant sein, die Sterblichkeit der Frauen zu variieren
und zu untersuchen, welchen Finfluss sie auf das Witwen-
risiko ausiibt.

1)y Vgl. Prof. Dr. Chr. Moser: Beitrige zur Darstellung von
Vorgiingen und des Beharrungszustandes bei einer sich erneu-
ernden Gesarntheit. (Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker, Heft 21, Bern 1926.)
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Ahnliche Untersuchungen wurden schon von Herrn
Dr. A, Alder ') vorgenommen und zwar unter der Voraus-
setzung, dass die Sterblichkeit der Frauen proportional
der Sterblichkeit der Minner sei. Die folgenden Aus-
fithrungen sollen dazu eine Art Fortsotzung bilden, indem
nun die beiden Sterblichkeiten nicht dureh eine lineare,
sondern durch eine Fxponentialfunktion miteinander
verbunden werden.

Von dieser Annahme ausgehend solloen nachstehend
die Anzahl der Witwen, die Priimie und das Deckungs-
kapital auf Grund der Variation der Sterblichkeit, die
mit Hilfe eines Parameters-A vor sich gehen soll, unter-
sucht werden, und zwar:

A. fiir eine geschlogsene Gesamtheit,

B. fiireineoffenesich stetsernenernde Gesamtheit und

(. fiir den Beharrungszustand.

Damit die Auflosung der Integralgleichungen nicht
mit. zu  grossen  Schwierigkeiten verbunden  werde,
nehmen wir mit Herrn Dr. Alder als Ausscheideordnung
der Minner und der IFrauen das Dormoysche (Gesetz
mib den Parametern s und s, an. Dies empfiehlt sich auch
aus dem Grunde, weil es bekanntlich auf eine konstanto
[ntensititsfunktion und damit auf eine konstanto -
neuerungsfunktion fithrt.

Dag Dormoysche Gesetz lautot:

fiir die Minner: b,="% . & und

fiir die I'rauen: L,="Fk-s".

[n der Dissertation Alder sind die beiden Grossen
s und s, linear durch folgende Beziehung miteinander
verbunden:

8 = A+ 8.

Iy Dr. A. Alder: Beitriige zur Kenntnis einiger I'unktionen
der Versicherungsmathematik. (Dissertation, Jahrbuch der philoso-
phischen Fakultit I der Universitit Bern. 1923.)

15
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In ungeren Untersuchungen soll nun der Parameter
A mnicht ein Koeffizient, sondern ein lixponent sein.

Iis soll also gelten:

Mithin erhalten wir fiir jedes Alter x eine Konstante,
nimlich:

- 1. o1

lm _i_l I{; ’ Sa: l-

Pa = I - k-srdzs

und fiir jedes Alter y ebenfalls eine Konstante, nimlich :

1l
p =l kst
4 lll ks Y

=8

Nach Masgsgabe der Definition des Parameters 1 folgt:
Py
P;j - pa: *

Die einjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit der T'rauen
ist daher gleich einer Potenz der Uberlebenswahr-
scheinlichkeit der Minner.

Wir kénnen uns schon hier einigermassen ein Bild
machen vom Finfluss des Parameters 1 auf die Sterblich-
keit. Ist nimlich 4 = 1, so folgt s, = s, die Uberlohens-
wahrscheinlichkeiten der Minner und der Irauen sind
einander gleich, wir haben also nur eine einzige Aus-
scheideordnung.

Ist 2 < 1, so folgt 5, > s, da sowohl s als auch s,
kleiner als 1 sind. Die Uberlebengwahrscheinlichkeit der
Irauen ist giinstiger als die der Minner. In der Iolge
werden wir namentlich diesem I'all unsere besondere
Aufmerksamkeit schenken, weil m allgemeinen, wie
bemerkt, die Sterblichkett der Trauen kleiner ist als
die Sterblichkeit der Minner. Nimmt 1 von 1 bis O ab,
so wird die Sterblichkeit der Trauen stets kleiner, bis



sie schliesslich bet 4 = 0 zu null wird. Die Frauen
wiirden alsdann stets das niichste Jahr {iberleben, und
die Zahl der Frauen wiirde deshalb bet der geschlossenen
Gesamtheit withrend der ganzen Dauer der Versicherung
konstant bleiben.

Wird nun 4 > 1, so wird s, < s, die Sterblichkeit
der F'rauen wird grosser als die Sterblichkeit der Minner.
Die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Frauen wird fiir
wachsende Werte von 4 stets kleiner, bis sie schliesslich
bei 4 = oo zu null wird.

Was nun die negativen Werte von A anbetrifft,
g0 haben sie eigentlich nur theoretischen Weort, weil
sie in der Praxis nicht vorkommen koénnen. Dies folgt
itbrigens schon aus ungerer Definitionsgleichung:

8, =s",
denn wiirde 4 negativ werden, so hiitte dies zur Folge,
dass s, > 1 wiirde, was natiirlich ausgeschlossen ist,
da s, als Wahrseheinlichkeit nicht grosser als 1 sein

kann.

A. Die geschlossene Gesamtheif.

§ 2.
Die Anzahl der Witwen.

Wir betrachten eine geschlossene Gesamtheit von
H Miinnern. Nach der Zeit ¢ wird die Anzahl der Minner
infolge der durch den Tod ausgeschiedenen kleiner ge-
worden sein; sie betrago alsdann noeh H . p (f), wo
p (1) die Wahrscheinlichkeit fiir einen Mann darstellt,
nach der Zeit ¢ der Gesamtheit noch anzugehoren. Diese
Wahrscheinlichkeit 1st nach unserer Annahme iber das
Ausscheiden aus der Gesamtheit mit der t-jihrigen
Uberlebenswahrseheinlichkeit identisch.
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Sind aber die H Minner alle verheiratet, so werden
im Anfang der Versicherung H Ilhepaare vorhanden
sein. Die Anzahl der I'rauen wird zur Zeit ¢ dann
H - p, (t) betragen, wo p, (t) die t-jihrige Uberlebens-
wahrscheinhichkeit der IFraw ist. Analog wird die Anzahl
der Witwen, die aus den urspriinglichen H Ithepaaren
nach der Zeit ¢ hervorgegangen sind und noch leben,
H . w (t) betragen, wenn o (f) die Wahrscheinlichkeit
des versicherten Mannes darstellt, nach der Zeit ¢ ver-
storben zu sein und eine noch lebende rentengendssige
Witwe hinterlassen zu haben.

Mithin ist:
o ()= (1—p @) py () = (1 —s) 5! = (1 =) "
Die Zahl der Witwen wird nun:
H o) =H.(1—s")s*,

Im Anfang der Versicherung (f = 0) ist keine
Witwe vorhanden, es wird o (0) = 0. Im Laufe der
Zeit tritt ein Maximum an Witwen auf. Spéter nimmt
die Zahl der Witwen bis zu null ab. Das Maximum
erhiilt man leicht nach bekannter Methode. s tritt
ein fir die Zeit:

n A —In(A+1)
In s

I =

In der folgenden Tabelle sind einige Werte von
100 - @ (t) zusammengestellt fir 1 =0, ¥, %5, 1 und
1Y% bet variablem ¢ und bei s = 0,97. Die betreffenden
Witwen gehen daher aus einer Gesamtheit von 100
urspriinglichen Fhepaaren nach der Zeit ¢ hervor.



209

Tabelle 1.

100 - @ (1) (s =0,97)

Y 7=0 [i= 1 | = Yo| A=1 |A=1Y
0 0,00 0,00 ’ 0,00 0,00 0,00
5 14,12 13,70 13,09 12,13 11,24
10 96,26 24,33 22 55 16,36 16,63
15 36,67 32,72 29,18 93,22 18,48
20 45,62 40,39 33,64 24,81 18,29
25 53,30 44,06 36,42 24,89 17,01
30 59,90 47,67 37,93 24,02 15,21
35 65,56 50,22 38,47 92,58 13,25
40 70,43 51,94 88,30 20,83 11,32
45 74,60 52,75 37,60 18,95 9,55
50 78,19 5243 36,51 17,05 7,97
60 83,92 53,14 33,65 13,50 541
80 91,26 49,62 26,99 7,98 9,36
100 95,24 44,48 20,77 4,58 0,99
oo | 100,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Aus der Tabello I wie auch aus der graphischen Dar-
stollung I entnehmen wir dag folgende Resultat:
Mt zunehmendem Parameter A nwmmt die Zahl der

Watwen ab.

Uber den intritt des Maximums und der

entsprechenden  Witwenzahl gibt uns die Tabelle II

Aufschluss.

Tabelle 11.

A tmaz. w (t mu.z:.) A Emaz. @ (tmam )

0 ee) 1,0000 | 22,76 0,2500
g 72,14 0,6754 1Y, 16,77 0,1849
1/4 52,84 0,5350 2 13,31 0,1482
3/3 42,66 0,4468 3 9,45 0,1055
l/g 36,07 0,3849 5 5,99 0,0670
%/g 31,30 0,3389 10 3,13 0,0350
e 27,82 0,3027 oo 0,00 0,0000
s 25,00 0,2738
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Aug vorstehender Gleichung fiir die Zahl der Witwen
sowie aus obiger Tabelle erhalten wir dag folgendo
Resultat :

Mit zunehmendem Parameter 1 tritt das Maximum
an Watwen frither ewn und wird kleiner.

§ 3.
Die Kurve der Witwenmaxima.

Die Kurve der Witwenmaxima M (), also der
geometrische Ort der Maxima der Witwenkurven, erhilt
man durch Elimimation des Parameters 4 aus:

w () = (1 — ) s*

und der Abszisse des Maximums:

}= %-L-?(lnl —In (14 l))

Diese Elimination fithrt uns auf folgende Fxponential-
funktion:

tst

M@#)=(1—s)s 12

¢

Hierin bedeutet ¢ die Dauer der Versicherung. Wir
wollen nun ¢ ganz allgemein als Variable betrachten und
den Verlauf obiger Kurve etwas nither studieren.

Tir t=0 wird M () =0 und fiix t= oo ist
M (t) = -+ 1. Wichst daher ¢ von 0 bis co, so nimmt
M (t) von 0 bis ++ 1 zu. IMir negative Worte von ¢ wird
M (t) negativ. Fiir t = — oo wird dann M () = — 1.
Die beiden Maximaordinaten von t = -+ cound t=-—oo
sind also gleich gross, aber entgegengesetzt. Dies gilt
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aber nicht nur fiir die Werte ¢t = - oo undt = — oo,
sondern fiir alle Werte von ¢, wie die folgende Fntwick-
lung zeigt :

fwst— — 1 (_»1_,_
Mi=(1—s)s ¢ =2 — g7 =
=
_ s_f_t
=—(1—gHg 1
und hieraus folgt:
M(+t)=—M(—1t).

Ziwel entgegengesetzte Werte von ¢ ergeben entgegen-
gosetzt gleiche Trunktionswerte M (f).

Dio Ableitungen von M (f) nach ¢ ergeben:

!
- —
_‘[,M. _—r ! In?s
dt 1—¢gt
d® M o [1—s F+Ins| |1 —s4sins
—_— = SRR G Bl I Fhsallany ¥, L8]
dt? 1 — st (1—st)?

Die gleich null gesetzte zweite Ableitung ergibt fiir
t =0 einen Wendepunkt. Wir untersuchen nun noch
nither den Finflugs der Grogse s auf die Maximakurve.
s stellt bekanntlich eine Wahrscheinlichkeit dar. Deshalb
wird sich s zwischen O und 1 bewegen kinnen. Betrachten
wir vorerst die beiden Grenzfille s = 1 und s = 0.

1. s =1. Um die Maximakurve fiir diesen Iall
zu erhalten, machen wir folgenden Grenziibergang:
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Wir setzen s =1-—h, wo h gegen null konver-
gieren soll. i M (f) folgt dann:

(1— h)t

' ]

M (H) = [1 —(1 —h)‘] (= f—<{l—Hj

Hierin  konnen wir (1 —h)" nach dem binomischen
Lehrsatz entwickeln und die hoheren Potenzen von h
vernachlissigen. Fs ist daher:

(1 —hf=1—ht
M(ty=h.t.-(1—h) "
1—ht

(1—h) " kann man wieder nach dem binomischen
Lehrsatz entwickeln:

1—ht . b Iy Ry 1—hit\N/1—ht )
1—h) » =1—} e 1)
( ! L( h ) ’—2!< h )( h 1,

S BE bk B
o h_ 1 . hi\ /1 ‘ hi 1 Lﬁ AN
3! h h h

—h.t+ [%m ;z‘}" %———F }w

——?th[...]—k..

Werden die hoheren Potenzen von & vernachlissigt, so
folgt fiir

T
l\/[(t):h-t[iw.}_u[~_1_-~|—...J LS
! 4! e

=
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Hieraus ergibt sich fiir h = 0 sofort M () =0, d. h.
fiir den Grenzfall s =1 wird die Maximakurve durch
die Abszissenachse dargestellt.

Obige ntwicklung wurde unter der Annahme, dass
h sehr klein sei, durchgefiihrt, sie gilt aber auch, wenn
t klein gewiihlt wird. Wir erhalten deshalb das folgende
Resultat :

Die Maximakurve verliuft fiir s nahe 1 in der
Umgebung des Wendepunktes (t = 0) annithernd linear.
Die Kurve kann daher in der Umgebung von ¢ =10
durch die Gerade

ersetzt werden.

9. Der Grenzfall s = 0.
Fir 0 <t< cowrd M(#)=-+1,

fiir —oco <t << 0 wird M (t) =—1

—

und fiir ¢ = 0 wird M () = 0.

Die betreffende Kurve wird daher im Intervall
0 <t << oo durch die Gerade M (t) = 1 und im Inter-
vall — oo < t <70 durch die Gerade M (f) = — 1 dar-
gestellt. Tm Punkte ¢ = 0 verliuft die Kurve unstetig,
indem sie von — 1 durch null nach - 1 {iberspringt.

Uber den Iinfluss von s innerhalb dieser beiden
Grenzfille gibt ung die Tabelle TIL Aufsehluss:

Die graphische Darstellung TI gibt ein deutliches
Bild vom Finfluss der Grosse s auf die Maximakurve.
[iegt s im Intervall 0 <Zs <7 V4, so steigen die Kurven
sehr rasch an. Anderseits werden die Kurven stark
beeinflusst durch eine Variation von s in der Umgebung
von s = 1. Ferner sicht man aus der Tabelle IIL



deutlich, wie die Funktion M (1) tir kleine Werte von ¢
So  verliuft
M (t) fir s =0,99 bis zu t = 20 gradlinig, wenn nur

nahezu proportional der Zeit zunimmt.
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4 Dezimalstellen berticksichtigt werden.

Tabelle I11.

Wir nehmen an, die Primie werde kontinuierlich
berechnet, d. h. die Minner der geschlossenen Gegamt-
heit bezahlen die Primie in jedem Zeitmoment dt.
Ferner soll die Witwenversicherungskasse jeder Witwe in
der Zeit 1 die Witwenrente 1 entrichten. Der Barwert
simtlicher Primienleistungen (v = Diskontierungsfaktor)

Die Priamie.

wird dann dargestellt durch:

t M (t
g== (.5 §=098 | §=097 | s= 0,99
0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
| ! 0,2500 0,0267 0,0112 0,0087
3 0,6501 0,0799 0,0336 0,0111
5 0,8663 0,1328 0,0560 0,0185
10 0,9923 0,2613 0,1116 0,0370
15 0,0997 0,3817 0,1666 0,0554
20 1,0000 0,4912 0,2207 0,0738
30 10000 0,6712 0,3249 0,1105
|| 40 1,0000 0,7986 0,4293 0,1469
50 1,0000 0,8817 0,5114 0,1820
80 10000 0,9797 0,7925 0,2880
100 L0000 0,9942 0,8181 0,3549
150 1,000 0,9998 0,9434 0,5070
200 10000 1,0000 0,0841 0,6346
oo £,0000 £,0000 1,0000 10000
§ 4.
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o0

H-P.fﬁp@&

0

und der Barwert simtlicher Witwenrenten durch:

H.fwwmm.

Da die beiden Barwerte einander gleich sein miissen, so
folgt

o0

f?)' w (1) dt

p—2o
1 - o0

'/"v’ p (1) di

0

Durch Substitution der bekannten Werte p (f) und o (%)
und Auswertung der Integrale erhilt man nach emigen
Umformungen folgenden Ausdruek fiir die Priimio:

o (lnv -+ Ins)ins

(Inv -+ A s) (Inv +Ins + Ains)

D

Hierin wie auch in spiiter vorkommendon Ausdriicken
setzen wir zur Abkirzung:

a=lIn :9 , woa > 0wird, da s <~ 1 1st.

Ferner st — mv =d, wo d bekanntlich der logarith-
mische Diskont ist. Die Primienformel geht dadurch
iiber in:
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a (0 + a)
O04+al)(d+a+al)

Aug der Gleichung ist ersichtlich, dass die Priimie eine
Tunktion der Sterblichkeit der Minner (s), des Para-
meters 4 und des Zinsfusses ist.

I'ir 4 = 0 erhélt man die folgende Priimie:
P =

7]

a
5

und fiir 2 = 1 wird: B “
P Qa4

Bezeichnen wir mit P, die Primie bei 4 = 0 und
mit P, die Priimie bei 4 = 1 und bilden den Quotienten

Py

——, so folgt:

2 ;

B a(2a + J) a . :

,,P_i’. R 14+ 2 = > 1; folglich ist Py > P,.
Die erste Ableitung von P in Bezug auf 1 ergibt

0 : :
fir 1 =— % — " den einzigen Ixtremwert. Wir

kommen deshalb zu folgendem Resultat:
Mat  zunehmendem Parameter A wird die Primaie
verkleinert.

Setzen wir speziell d = a, o ist:

Py=1 und P, =1.
In Worten:

Wiirden wiithrend der ganzen Dauer der Versiche-
rung keine I'raven sterben und wiire die einjihrige Uber-
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lebenswahrscheinlichkeit der Minner gleich dem Dis-
kontierungsfaktor », so wiirde die Primie gleich gross
sein wie die zu entrichtende Witwenronte.

pind aber Minner und Frauen demselben Dor-
moyschen Sterbegesetz unterworfen und ist dabei die
einjithrige  Uberlebenswahrscheinlichkeit  gleich o, so
ist die Primie gleich dem dritten Teil der Versicherungs-
leistung.

Uber den Einfluss des Zinsfusses auf die Priimie
kann folgendes gesagt werdan:

[st die Verzinsung null, so wird P, = co und
Py=1.

Bei gleicher Sterblichkeit der Minner und der
I'rauen ist daher die Priimie gleich der Hiilfte der Ver-
gicherungsleistung, wenn die Verzinsung null ist.

Durch irhohung des Zinsfusses wird sowohl 2 als
auch P, verkleinert. Die erste Ableitung von P> nach o
liefert ung fiir:

d=al—1+ Ya(l—2a)

zwoi FKixtrema. Die beiden Iixtremwerte werden aber
fiir unsere getroffenen Annahmen iibor A imaginiir; des-
halb schliessen wir:

Durch  Lirhohung des Zinsfusses wird die Primie
erniedrigt.

Analoge Verhiiltnisse haben wir beim Iinfluss der
Sterblichkeit der Minner auf die Primie.

¢ : ) > 1
Ist s* >s, so wird — < =, also

1 1
In o < In . oder ' < a; daher wird:

y ! - D DD
Py, <P, und P; < P,.
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Auch hier besitzt P in Bezug auf a keinen Fxtremwert
zwischen 2 = 0 und 4 = 1; denn:

—
0= —
1+ 4
ergibt uns fiir 0 << 1 < 1 ein unmogliches Resultat.
Wir schliessen daher:

Line  giinstigere  Uberlebenswahrscheinlichkeit — der
Midimner hat eine FErniedrigung der Primie zwr Folge.

Die obigen Ausfithrungen iiber die Priimio werden
durch Tabelle TV und Tabelle V sowie durch die
graphische Darstellung TII bestiitigt.

Tabelle 1V,

100 P (s =0,966)

100+ 4 o
Al=0 | A=Yy |d=12 A= 1=1
0 co 320,00 | 133,33 | 76,19 50,00
1 347,64 | 155,75 91,45 | 60,90 43,71
2 174,68 | 104,91 70,75 | 51,24 38,96

3 117,02 79,78 58,15 44,35 35,03
3,0 100,56 71,40 53,50 41,68 33,39
b 88,19 64,68 49,58 59,28 31,91

5 70,90 54,56 43,35 | 85,392 929,32
6 59,36 47,99 3859 | 82,11 o7 14
10 36,29 31,20 o711 | 23,78 91,03

o0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
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Tabelle V.

0. P (i=0,085) '
10 - s
=) 1 A= 1/4 e 1/2 A= 3/4 ‘ A=
0 oo 32,000 13,333 7,619 5,000
| 669,31 | 80285 | 13,010 | 7518 4,963
2 467,83 29,602 12,876 7,474 4,947
¢ 349,99 28,879 12,732 7,428 4,930
4 266,35 | 28,023 | 12554 | 7,370 4,908
53 201,49 26,948 12,324 7,202 4,879
6 148,49 | 25,532 | 12,003 | 7,186 4,837
T 103,68 23,026 11,515 7,015 4,770
8 64,86 | 20,336 | 10,666 | 6,703 | 4,642 ||
9 30,63 | 14,595 | 8787 | 5934 | 4208 ||
L0 0,00 0,000 0,000 (0,000 0,000

Aus der graphischen Darstellung [Tl erkennen wir
weiter, dass eine gogebone Priimio durch einen héheren
Zinsfuss und entsprochender Abnahme von A4 kompen-
stert werden kann.

Berticksichtigon wir in der Primienformel fiir 1
alle Werte von — oo bis |- oo, so konnen wir ither den
Verlauf der Priimionfunktion innerhallb dieser Grenzen

dag Folgende bemerken:

Die Primio wird durch eine Kurve dritter Ordnung

: ; ( 0 :
dargestellt, die beid = — —und A = —1 —— zwel
& «
‘ i : g 4 ) , )
Unstetigkeiten aufweist. Ist — (1 4+ — ) <74 < — —
a a
so wird die Priimie negativ. Fin Maximum an negativen
: : . . 1 O . )
Werten wird erreicht bet 4 = — ———. Fiird >——

L 0 4!
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1 o . ; . . -y
und 4 << — e wird die Priimie positiv und bei
2 a

A= + cowird P=0. Die Primienkurve schneidet
die Abszissenachse im unendlich fernen Punlkt.

§ 5.
Das Deckungskapital.

Nach der prospektiven Methode ist das Deckungs-
kapital H - z(t) gleich dem Barwert der kiinftigen
Kagsenleistungen weniger dem Barwert der kiinftigen
Primienleistungen. Wird nun jeder Witwe die Rente 1
ausbezahlt, so betrigt der Barwert simtlicher Kassen-
leistungen zur Zeit ¢ bei kontinuierlicher Berechnung:

= H » ./fv’"""cu (r)dz
i

und der Barwert simtlicher Primienleistungen:

(s2e]

H—H. P -[*1)’_£p(r)clr.

i

Tolglich wird das Deckungskapital:

i . me o () dv—H . P f'u’p(r)dr
{

und auf die Einheit von H hezogen:

(]

:fu 1)dr— P . _/ ‘_’ 7) dr.

i
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Durch Substitution der bekannten Werte w (), p (1),
P und Ausrechnung der Integrale erhilt man fiir das
Deckungskapital folgenden Ausdruck:

= F+adal)st-(04+ad)sttbi g4

O+ak)(d+a+tad

Das Deckungskapital der geschlossenen Gesamtheit
st demnach abhiingig von der Sterblichkeit der Miinner
s, dem Parameter 4, dem Zinsfusse und der Versicherungs-
dauer t.

Wir untersuchen vorerst wieder die beiden Spezial-

fillod =0 und A = 1.
Fir A = 0 erhéilt man:

Das Deckungskapital ist am Anfang der Versicherung
null. Ist ¢t = co, so wird:

1
2 (()O) = r

2 (0o) kann nicht null werden, weil fiir 4 = 0 die Sterb-
lichkeit der IFrauen null ist und daher die Zahl der
Witwen fiir ¢ = oo immer H betrigt ; denn fiir4 = 0 ist:

w)=1—¢ und (0)=1.
Mithin: H s w(og)=1H.

Wir kénnen das Deckungskapital im Falle 4 = 0
auch durch die Zahl der Witwen ausdriicken:

16
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Wiirde daher die Sterblichkeit der F'rauen null sein,
so wiirde das Deckungskapital bei konstantem Zinsfusse
proportional der betreffenden Witwenzahl zunehmen.

Fir 4 =1 wird das Deckungskapital:

AN
5+ 2a

Ist t=0, so wird z(f) =0; ebenso ist z (co) = 0.

Zwischen diesen beiden Werten nimmt z (f) einen Maxi-

malwert an bei

g In 2

a

Die Maximumabszisse ist nur abhiingig von der Sterb-
lichkeit der Minner. Ist s = 0,966, so tritt das Maximum
ber ¢ = 20,033 ein.

Bezeichnen wir mit z, das Deckungskapital bei 4 = 0
und mit z, dagjenige bei 1 =1, so 1ish:

2y 1 (1—sY(0+2a) 1 19 a)
a0 s(l—s) &\ J

Fls ist aber 1 (1 4+ 2 %) 1

gt

/

da a und ¢ > 0 und s’ > list; folglich:

Mt zunehmendem  Parameter A awird das Deckungs-
kapital der geschlossenen Gesamtheit verkleinert.

Die hier gefundenen Resultate werden durch die
Tabelle VI bestitigt.



—_ 993

Tabelle V1.

t 2 (1) (s = 0,966 1= 0,035)
A=0 =1y h=1
0 0,000 0,000 0,000
1 0,088 0,454 0,371
3 2,865 1,282 0,858
5 4,612 9,278 1,290
10 8,501 3,887 1,998
15 11,767 4,987 2,326
20 14,520 5,699 9,414
30 18,771 6,323 2,208
140 921,783 6,143 1,813
50 923,013 5,905 1,409
80 07,243 4,179 0,568
100 98,155 3,192 0,294
200 29,041 0,600 0,010
co 29,069 0,000 0,000

§ 6.

Die Fliachen.

Wir verstehen im folgenden unter der IFliche der
Funktion f(t) den Flicheninhalt I, der gegoben ist
durch:

mzfmmL

I, ist somit dag Ilichenstiick, welches einerseits durch
die I'unktion f (£) und anderseits durch die beiden Koor-
dinatenaxen begrenzt wird. Dabei wird vorausgesetzt,
dags fiir grosse ¢ die Funktion f (), wie es nachstehend
im allgemeinen der Fall sein wird, der Null zustrebt.
Wir wollen nun der Reihe nach die Ilichen der
3 Funktionen p (f), o (¢) und 2 (), die wir in den vorher-
gehenden Paragraphen bestimmt haben, berechnen.
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1. Die I'liche der Funktion p (f).

p (t) stellt bekanntlich die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Mann dar, der Gesamtheit nach der Zeit ¢ noch
anzugehoren. H - p (1) ist daher die Zahl der Minner,
die der Gesamtheit nach ¢ Jahren noch angehoren. Fg
ist daher:

o0 o0

) 1 y 1
prﬁ-H./H-p(t)dt_—/s at = ”

0 0

die mittlere Dauer der Zugehoriglkeit eines Mannes zur
geschlossenen Gesamtheit. Da das Ausscheiden aus der
Gesamtheit lediglich durch den Tod erfolgt, so ist die
Fliche F, auch gleich der mittleren vollen Lebensdauer.

2. Die I'liche der Funktion o (¥).
Die entsprechende Iliche, die wir mit I, be-
zeichnen, wird :

‘ ) 1
’(u /C)()( J ( ")50 a/‘i.(l—l-}-)
0 0

Die T'liche F ist die sogenannte Witwenfliche. Sie ist
sowohl abhiingig von der Sterblichkeit der I'rauen als
auch von der Sterblichkeit der Minner.

3. Die Fliiche der Funktion z (t), die wir die Deckungs-
kapitalfliche nennen, wird:

— [ | J—
7 = f 2 () dt = e e e 1)
0

al(l+421)(0+al)(d+atal)

Die Deckungskapitalfliche ist ausser von s und A auch
vom Zinsfusse abhingig.
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Zwischen diesen drei Flichen F, F und F, besteht
eine Relation ). Multiplizieren wir in der Tat die Fliche
B, mit der Primie P und die Deckungskapitalfliche
mit dem logarithmischen Diskont § und addieren die
beiden Produkte, so erhiilt man die Witwenfliche I,

Ks 1st nimlich:
- 1
F, P+F 0=~
* ai (14 4)

was man leicht nach einigen Umformungen erhilt. Iy
besteht daher zwischen den drei Flichen die folgende
Relation:

P .P+T,.8=F,.

Die Dreifliichenrelation soll noch an zweil numerischen
Beispielen gepriift werden.

1. 4=06, &=0966 i=10,085.
F,=

P =0,48212, ¢ = 0,034401.

98,0084, I, = 470,21, I, — 30,1125,

I8¢ mugs daher sein:
If‘p - P+ F,. 8 =30,1125.
In der Tat 1st:

F,« P+ F,.d =0,48212 . 28,9084 }- 470,21 - 0,084401
= 13,9369 +- 16,1757 = 30,1126 .

1) Siehe Prof. Dr. Moser: Vorlesung iiber Frneuerung und
Beharrungszustand von Gesamtheiten, S.-S. 1926,
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2. A=1, §=0966, 1=0,085.
F,= 28,9084, F, = 139,54, F, = 14,4542,
P = 0,33396, ¢ = 0,034401. s muss daher
sein: F,. P+ F, 0 =14,4542,

In der Tat erhalten wir:

B . P F, . 6=289084 - 0,33396 -+ 139,54 - 0,034401
= 9,6541 -+ 4,8008 = 14,4544,

Wie aus diesen Beispielen hervorgeht, stimmen die
aus der I'lichenrelation berechneten mit den direkt be-
rechneten Werten bis auf die dritte Dezimalstelle iiberein.

Wir haben die Dreiflichenrelation aus den Funk-
tionen p (f), o (f)und 2 (f) der geschlossenen Gesamt-
heit abgeleitet. Die Relation gilt also fiir eine ge-
schlogssene Gesamtheit. Wir werden aber gpiitor sehen,
dass sie auch abgeleitet werden kann aug den Grossen,
die sich im Beharrungszustand einer offenen, sich stets
erneuernden (Gesamtheit ergeben.

B. Die offene, sich stets erneuernde
Gesamtheit.

§ 7.
Die Integralgleichungen '),

Die offene Gesamtheit ist dadurch charakterisiert,
dass immer neue Flemente in die Gesamtheit eintreten.
Die FErneuerung der Flemente soll nun aber so vor sich

1) Siehe Prof. Dr. Moser: Vorlesung iiber Iirmeuerung und
Beharrungszustand von Gesamtheiten, S.-S. 1926,
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gohen, dass die ausscheidenden stets wieder durch neue
ersetzt werden. Die Zahl der Elemente wird also wiih-
rend der ganzen Dauer der Versicherung konstant sein
und H betragen.

Wird nun die FErneuerung im Momente zur Zeit r
dargestellt durch H - ¢ (v) dz Ilemente, die in ihrem
Aufbau genaun der Anfangsgeneration entsprechen, so
gilt unabhiingig von der Zahl H die folgende Integral-
gleichung:

t

lzp@+f¢@pa—ﬂdn I.

0

Aus dieser Gleichung lisst sich die Frneuerungsfunktion
@ (7) bestimmen.

Bindet sich an die geschlossene Gesamtheit irgend-
ein Vorgang H - i (1), so kann dieser Vorgang auf die
offene, sich stets erneuernde Gesamtheit iibertragen
werden. Ist der Vorgang fir die offene Gesamtheit
H - Y (1), so lisst sich Y (f) aus folgender Integral-
oleichung bestimmen:

l

}wo:yuypfwmyaﬁth. 11.

0

Betrachten wir als Vorgang die Entstehung von Witwen
durch Wegsterben des Mannes, so konnen wir die Anzahl
dor Witwen H - £ (t) der offenen Gesamtheit aus
folgender Integralgleichung bestimmen:

Q=0 O+ [¢@olt—r7dr 111,

Analog kann das Deckungskapital H - 7 (f) der
offenen, sich stets erneuernden Gesamtheit berechnet
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werden, wenn als Vorgang die Bildung und der Ver-
brauch des Deckungskapitals angenommen wird. s
ist dann:

Zlh =20+ [9@et—r)dr. 1V,

§ 8.
Die Zahl der Witwen.

Die Zahl der Witwen H - (1) der offenen, sich stets
erneuernden Gesamtheit berechnet sich aus der Infe-
gralgleichung IIl:

!

20 =0+ [¢ @ o t—r7)dn

0

Hieraus lisst sich £ (t) ohne weiteres bestimmen; denn
die Funktion e (¢) ist uns aus § 2 bekannt. Was die Er-
neuerungsfunktion ¢ (r) anbetrifft, so wurde schon
frither hervorgehoben, dass ¢ (r) fiir unsere angenom-
mene Ausscheideordnung (Dormoysches Gesetz) kon-
stant wird. TLost man die Integralgleichung I nach
¢ (r) auf, so findet man:

g (r) =1In S Te= konst.

Deshalb geht die Integralgleichung iiber in:

!

QW)=01—H+a j (1 Ty = g
y |



— 229

Durch Auswertung des Integrals und nach vorgenom-
mener Umformung findet man:

Q1) = T[22 (1 —s)—1] "

(142

Mithin betriigt die Zahl der Witwen der offenen Gesamt-
heit zur Zeit ¢:

Lo, 1HRA—&)—1]¢
HLm—H_mmﬂtH)mm

[m Anfang der Versicherung (zur Zeit ¢ = 0) sind keine
Witwen vorhanden, es ist auch £ (0) = 0. Ist 1 > 1,
so tritt bei

t:1VM~MU-D)

a
ein Maximum auf.

Da aber in der Praxis nur die Werte 0 <~ 1 ; 1 vor-
kommen, so werden die Witwenkurven stets ansteigen
und erst bei t = co den hochsten Wert erreichen; denn
es wird dann:

4 {co) = .

A7)
Wir betrachten wieder die beiden Fillo A = Ound 1 = 1.
0
Fiir = 0 folgt: Q2 (1) = 0= unbestimmt. s wird

deshalb Zihler und Nenner nach 2 differenziert, und man
erhiilt :

Qt)y=a-t
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Wiirde daher die Sterblichkeit der Frauen null sein, so
wiirde die Zahl der Witwen der offenen Gesamtheit pro-
portional der Zeit ¢ zunehmen. Die betreffende Witwen-
kurve wiirde in diesemn Falle durch eine Gerade darge-
stellt. Fiir ¢ = co (Beharrungszustand) wiichst die Wit-
wenzahl ing Unendliche.

Ist A =1, so wird:

Q) = %(1—52*).

Analog wie bei der geschlossenen Gesamtheit nimmt auch
die Witwenzahl der offenen (tesamtheit mit wachsendem
Parameter A ab. Dieses Resultat wird durch die Tabelle
VII sowie durch die graphische Darstellung V bestiitigt.
Die Tabelle VII enthiilt die Zahl der Witwen, die withrend
der Zeit t aus der Gesamtheit von 100 Ihepaaren hervor-
gegangen sind und noch leben.

Tabelle VII.

I t 100+ Q2(8)  (s= 097)
i 1=0 A =1s A=1
0 0,00 0,00 0,00
5 15,23 14,14 13,13
10 30,46 26,35 22 81
l 15 45,69 36,96 29,95
20 60,92 46,22 35,21
25 76,15 54,36 39,10
30 91,38 61,54 41,96
I 35 106,61 67,91 44,07
40 121,84 73,59 45,63
45 137,07 78,67 46,78
50 152,30 83,24 47,62
H 60 182,76 91,08 48,70
70 213,22 97,54 49,30
80 243,67 102,90 49,62
[o%e) (o) 133,33 50,00
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0.
Das Deckungskapital.

Dag Deckungskapital H . 7 () der offenen Gesamt-

heit ergibt sich aus der Integralgleichung:

ZW =20+ [¢@at—r)dr

0

Durch Substitution der bekannten Werte ¢ (v) und
z (r) erhilt man:
7 (t) =

(A2—1)(0+ a+ ad)s—2A% (0 +ad) sV §—a (12—

A0+ DO Fad)(dFa+al)

Das Deckungskapital H - Z (f) der offenen Gesamtheit
ist eine Funktion der Sterblichkeit der Minner s, des
Parameters A, des Zinsfusses und der Versicherungs-
dauer t.

[m Anfang der Versicherung ist 7 (1) = 0 und fiir
t = co (Beharrungszustand):

. d—a (A2 —1—1)
Z (00) = . S —
AL4D) 0+ ad)(0+a+al)
Yiwischen den beiden Werten ¢ = 0 und ¢ = oo nimmt
das Deckungskapital ein Maximum an bei:

1 1 1 o0+atal
t=—1In (1 —_ #> ——In — raTad

a A
Dieser Wert von ¢ wird aber fir die Werte 0 << 4 << 1
imaginiir, deshalb wird das Deckungskapital fiir die
Fille, die in der Praxis vorkommen, kein xtremum

aufweisen.

.
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0
Ist 2 =0, so wird Z () = Bzunbestimmt.Wir

differenzieren Zihler und Nenner nach A und erhalten
dann fiir A = 0:

Unter der Annahme, dasgs withrend der ganzen Dauer der
Versicherung keine Witwen sterben, wiirde auch das
Deckungskapital, analog wie die Witwenzahl, pro-
portional der Zeit ¢ zunehmen.

Fiir 1 = oo wird Z (f) = oo,
Dies muss schon deshalb eintreten, weil die Witwenzahl

auch unendlich grogs wiirde.

Das Deckungskapital der offenen Gesamtheit lisst
sich analog wie bei der geschlossenen Gesamtheit fiir
A = 0 durch die Funktion £ () ausdriicken:

2=~ 0w
0
Fiar 2 =1 wird:
o
7 (1) = 1‘ 8
2 (0 F 2a)

Bezeichnen wir mit H . 7, das Deckungskapital bei
A =0 und mit H .7, das Deckungskapital bei 1 =1

H-7,

45 |

4y at () -+ 2a) a\ 2at
=0 o, = i 1 - =
Zi d(1— %) (1 -2 d')l-——s”

und bilden den Quotienten

, 8o folgt:
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¢

Hierin kann s* nach der Exponentialreihe entwickelt

werden:
1
20 ,2lns — —2al R— -
= ¢ o2t
1
- 4
14208+ gt ...
o l.

und 11— =1——37 =

2at(l ~[—at+%azt2 + ..0)

s
[

1+2at+2at?+4 ...

Dieser Wert wird oben eingesetzt und man erhilt:

1 L ¢ s 242 |
7. o\ A F2atp2aere |
— = {1+2_ % .
2 O] Tbat ettt

Nun ist aber:

2
1+ 2at +2a82+ ,..>1+ at-+ gz-aztz—)—

somit :

2y > 2,

Das Deckungskapital nimmt in Analogie mat der ge-
schlossenen Gesamtheit auch bev der offenen, sich erneuern-
den (iesamtheit mat wachsendem Parameter A ab.

Die Tabelle VIIT sowie die graphische Darstellung
VI zeigen uns deutlich den Verlauf der Deckungskapital-
kurven fiir 3 verschiedene Werte von 4 (v = s = 0,96618).
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Tabelle VIII.

I~ t 7 () ‘

A=0 =i | A=l

0 0 0,000 0,000

5 5 2,478 0,766
10 10 4,625 1,410
15 15 6,498 1,953
20 20 8,136 2,410
25 25 9,582 2,795
30 30 10,861 3,119
35 35 12,004 3,391
40 40 12,992 3,621
45 45 13,938 3,814
50 50 14,761 3,977
60 60 16,175 4,190
70 70 17,337 4,409
80 80 18,298 4,536
100 100 19,763 4,689
200 200 29,962 4,839
o) oo 23,255 4,845

C. Der Beharrungszustand.
§ 10.

Zusammenstellung der Resultate fiir den Beharrungs-
zustand.

1. Die Zahl der Witwen.

In § 8 haben wir fiir 2 (¢ = oo) folgenden Aus-
druck gefunden:
1

Q(t=o00) = ————

WEY)
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Mithin betrigt die Zahl der Witwen im Beharrungs-
zustand, wenn wir (2 (co) = f setzen,
e H
| A+ 3)
Die Witwenzahl vm  Beharrungszustand ist demnach
v wesentlichen nur abhdngrg vom Parameter A.

Ist A =1, 50 wird § = 1.

Sind Mdnner und I'raven  demselben Dormoyschen
Sterbegesetz wnterworfen, so st die Zahl der Witwen wm
Beharrungszustand —gleich der  Hilfte der wvorhandenen
Iihepaare.

Tiir die Werte, die in der Praxis vorkommen
0 < A< 1 wird co > > V5. f wird daher auch den
Wert 1 annehmen ]{()nnéitﬁlr; und dies tritt ein, wenn:

A0+ =1

ist.  Hieraus folgt:

1
S YE) A=

1, —
L 2

(—1—1y/5):

[}

I"iir unsere Untersuchungen kommt aber nur 4, in Be-
tracht ; denn A, wird negativ. Wir haben deshalb den Satz:
1 ., S : :
Ist A = - (5 — 1), so ast die Witwenzahl im
.
“
Beharrungszustand  gleich der Anzahl der vorhandenen
[thepaare.
Lassen wir fiir A alle Werte von — oo big -} oo zu
und betrachten wir allgemein A als unabhingige und £
alg abhiingige Variable, so stellt die Gleichung:

prl+4)—1=0
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geometrisch eine Kurve dritter Ordnung dar. Ist 2 =0

und A = —1, so wird = + oco. Die Kurve verliuft
in diesen beiden Punkten unstetig, indem sie von — co
nach - co tlberspringt. Ferner weist f§ fir A = — 14
ein Maximum auf, das sich im Negativen befindet ; denn
fir A =—1 folgt: p =—4. Die Kurve verliuft

daher zwischen den beiden Polen ganz im Negativen.
Diese Kurve hat mit der im § 4 besprochenen Priimien-
kurve grosse Ahnlichkeit.

Uber den weiteren Verlauf der Kurve 8 gibt uns dio
Tabelle IX Aufschlugs.

Tabelle 1X.

2o l100.81 2 J10.8| 2 |100.8

— O 0,00 —1,25 | 820,001 + 0,25 | 43820,00
— k| 0,91 —1,00 | + o || + 0,50 133,38
e B 5,00 —0,75 | —588,33 | + 1,00 50,00
= 8,33 —0,50 |—400,00 || -+ 8,00 8,33
s ) 50,00 —0,25 |—538,33 || + 10,00 0,91
— 1,5 188,38 0,00 | Foo -+ co 0,00

2. Das Deckungskapital.

Das Deckungskapital im Beharrungszustand be-
triigt nach § 9 bezogen auf die Finheit von H:

- Y, [
o) my— D —a@—A—1)

LA+ +ad)(0+a+al)

Ist 2 =0, so wird das Deckungskapital selbstverstind-
lich unendlich gross.



Ist 2 =1, so folgt:

Aus der Deckungskapitalformel fiir den Beharrungs-
zustand geht ferner hervor, dass das Deckungskapital
H -y, ausser vom Parameter A, auch vom Zinsfuss und
von der [berlebenswahrscheinlichkeit s der Minner
abhiingt.

Ist & =0, so wird:

P a4 Ay

withrend fiir d = co stets y = 0 wird.

Die erste Ableitung von y nach o liefert uns dio
beiden Fixtremwerte:

d=a(l2—2A—1+2)22—1).

Ist 0 < A <1, so werden die obigen Werte von ¢
imaginiir und y  besitzt  daher zwischen 0 < 4 < 1
keinen lixtremwert.

Mat zunehmendem  Zansfusse wird das Deckungs-
kapital verkleinert.

Die Tabelle X enthiilt einige numerische Werte des
Deckungskapitals y bet variablem Zinsfusse. Die be-
troffenden  Deckungskapitalkurven sind in der gra-
phischen Darstellung VII a dargestellt.
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Tabelle X.

y (s =0,966) |
i=00li=04] =08l 1=08]2=08] 1==1

0,00 |582,20 | 114,30 | 64,24 | 38,90 | 16,17 | 723
0,01 |24040 | 67,95 | 42,09 | 2746 | 12,80 | 6,32
0,02 |15243 | 48,78 | 81,60 | 21,43 | 10,68 | 5,62
0,08 |11200 | 3823 | 2543 | 1767 | 923 | 5,06
0,035 | 99,00 | 3454 | 2321 | 1627 | 862 | 483
004 | 8876 | 31,53 | 21,835 | 1508 | 812 | 4,61
0,05 | 73,65 | 26,89 | 1844 | 1319 | 727 | 4,24
0,06 | 63,03 | 2348 | 1626 | 11,74 | 660 | 3,92
0,00 | 4085 | 1573 | 11,14 | 823 | 485 | 38,04

oo 0,00 | 0,00 0001 000 000/ 000

In § 6 wurde bemerkt, dass die Dreiflichenrelation
auch aus den Grossen, die sich im Beharrungszustand
einer offenen, sich stets erneuernden Gesamtheit ergeben,
abgeleitet werden kann. Dies soll nun gezeigt werden.

Im Beharrungszustand muss offenbar das Deckungs-
kapital gleich dem Barwert der kiinftigen Kassen-
leistungen weniger dem Barwert der kiinftigen Priimien
sein. Der Barwert der kiinftigen Kassenleistungen betrigt :

H . [ “d
6/5?) do

und der Barwert der kiinftigen Primien:

oo

s 1{/'@" do,

somit 1st: 0

H-":H-ij "do—H-.P. 0?”!.
y Ojﬂfvco Ujvto

Hieraus folgt: P+y.0=08,
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und diese Beziehung ist nichts anderes als die Drei-
fliichenrelation in etwas anderer Form.

Mit Hilfe dieser Beziehung soll nun noch der Einfluss
der Uberlebenswahrscheinlichkeit s der Minner auf das
Deckungskapital 1m  Beharrungszustand untersucht
werden.

Es ist: = (IS (B — P).

f 1st bekanntlich unabhiingig von s, deshalb wird fiir das
Verhalten des Deckungskapitals bei variablem s einzig
die Primie P massgebend sein.

Ist s =0, so wird P = f somit y = 0.

Fir s =1 wird P =0 und daher y = f; . In §3
(

haben wir gesehen, dass die Primie I mit zunehmendem
s verkleinert wird. Hier nehmen wir wahr, dass das
Deckungskapital sich mit zunehmendem s vergrossert.
Die Tabelle XI sowie die graphische Darstellung
VII b geben uns hieriiber noch nitheren Aufschluss.

Tabelle X1.

y (i == 0,085)
S N S S

,{ _— l),‘z == ()’4 = (),(:‘ )u —_ 0,8 f— l
0,000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,500 923 31 5,10 1,81 0,77 0,35
0,800 51,17 12,95 1,92 9,19 1,04
0,825 55,52 14,41 5,55 2,50 [,19
0,850 60,51 16,18 6,33 2,88 1,39
0,875 66,32 18,37 7,33 3,39 1,66
0,900 73,15 | 21,17 8,68 1,09 2,04
0,925 81,82 | 24,86 10,57 5,18 92,63
0,950 91,30 30,00 13,45 6,82 3,65
0,975 103,93 37,78 18,45 10,13 5,88
1,000 121,12 51,91 30,28 20,19 | 14,53
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indlich mégen noch einige allgemeine Betrach-
tungen iiber das Deckungskapital gemacht werden,
wenn A alle Werte von — oo bis -} co durchliuft.

Betrachtet man nimlich in der Deckungskapital-
formel A als unabhiingige und y als abhingige Variable,
so wird das Deckungskapital im Beharrungszustand
durch eine Kurve fiinfter Ordnung dargestellt. Die
Kurve besitzt vier Nullstellen, niimlich bei:

1 / I E—
/1_1 = — CQ, ﬂ"). = f’" OO, }'3,11 = ?2’“ (1 + |/5 -la 4 ;)/)

/

und vier Pole:

J o
3'1 — O, ).2 _ 1, l‘{s _ — 7{[:, 24 == — I " ;"l;
Die Pole der Witwenfunkti | ] == Wl* L der
T ( ibwenfunktion (/ _/1(1 Wkl))lln((fﬂ.
ST TS (R 2 Gl o) N U
Primienfunktion (\ P = OFahG+talal ) sind

zugleich auch Pole des Deckungskapitals. Die Kurve
weist ein Maximum und zwei Minima auf. Die betreffen-
den Abszissen sind die Wurzeln einer Gleichung fiinften
Grades. Sie sind mit Hilfe von Niherungsformeln zu be-
sbimmen.
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Schlussbemerkung.

Wir hatten uns, wie eingangs erliutert wurde, vor-
genommen, den Einfluss und die Riekwirkungen zu
erortern, die die Variation der Sterblichkeit, unter An-
nahme eines exponentiellen Parameters, auf das Witwen-
risiko und die wesentlichen davon abhiingigen Grossen
ausitbt. Wir kamen dabei 6fters zu Resultaten, die wohl
wissenschaftliches Interesse haben, aber fir die Praxis
weniger von Belang sind. Aber solehe umfassende und
ins  llinzelne gehende Untersuchungen sind nicht  zu
umgehen, denn nur aus der Beherrschung der Theorie
lagsen sich fiir die Versicherungspraxis die wegleitenden
Schliigse ziehen.

Bern, den 24. Mai 1929,

Mathematisch-versicherungswissenschaftlhiches
Seminar der Universitiit Bern.

Graphische Darstellungen.

[. Die Zahl der Witwen der geschlossenen Gesamtheit.

LI, Die Maximakurven M(t).

[1I. Die Priimie.

IV. Die drei Flichen,

V. Die Zahl der Witwen der offenen (iesamtheit.

VI. Das Deckungskapital der offenen (resamtheit.
VII. Das Deckungskapital im Beharrungszustand :

a. bei konstanter Sterblichkeit der Minner (i und 4 variabel);

b. bel konstantem Zinsfusse ¢ (s und A variabel).



I. Die Anzahl der Witwen der geschlossenen Gesamtheit,
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& 25,97
bO {
/
/
’l
""“““R
50
yo
A0
2,0
o \
/
/
t=0 AO 20 do Yo 350 ©0

"10
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IT, Maximakurven M (2).

Aoo

ASC

100
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ITI, Die Primie,

5=0,q06

4)1/

/

\

o8

06

o4

oy

L= Q00

ol

04

g 03
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IV. Die drei Flachen,

$=0,q% (=003§
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V. Die Zahl der Witwen der offenen Gesamtheit.

S= 0,406
o0

A 3D

o8

O,l&

0¥

0.0

t= O

N

30 Y-0 50 60
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VI. Das Deckungskapital der offenen Gesamtheit.

50 §bo1d = \»
o0

A 5}(5‘5

Ao 10 30 Y0 50 0 10
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VIIa Das Deckungskapital im Beharrungszustand
bei konstantem s.

(L uND A VARIABEL ) 570,66

b0

50

4o

3o

0

A0

L=0 00 0 oA 0,0 0,03 0,04 005 0,00
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VIIb, Das Deckungskapital im Beharrungszustand
bei konstantem Zinsfusse.

(s UND A VARIABEL) {035

=olis 985 9,40 0,95 .00
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