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[nfluence des variations de I'invalidité sur les

réserves mathématiques.
Par le Dr M. Haldy, Aigle.

Premiére partie.

Avant=propos.

Les variations du taux d'invalidité requierent
I'étude de plusieurs questions intéressantes dont les
plus importantes nous paraissent étre les suivantes:

19 Quelle est I'influence des variations de I'invalidité
sur les réserves mathématiques?

20 (Comment construire différentes tables d'inva-
lidité conduisant aux mémes régerves mathématiques
qu'une table donnée?

30 Comment caleuler les nouvelles primes & adop-
ter pour rétablir une situation normale, apreés un change-
ment durable de linvalidité?

Nous avons abordé cette étude en consultant les
travaux parus sur un sujet qui présente une certaine
analogie avee le notre, celui de «l'influence des varia-
tions de la mortalité sur les réserves mathématiques
de assurance mixte.

Le «Text Book» de I'Institut des actuaires de Lon-
dres ') contient quelques remarques sur ce sujet et donne
un proeédé qui permet de construire différentes tables
de mortalite  condwisant awx mémes réserves mathéma-
tiques.

1) Chap. XVIIL, n° 49 et suivants,
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M. 5. Dumasg 1), directeur du Bureau fédéral des
assurances, a apporté une rectification & la théorie du
«Text Boolo.

King ), Dormoy 3) et Sprague?®) ont effleuré la
question.

M. Schaertlin %) a démontré la proposition suivante:

Lies réserves d'une assurance mixte de durde n
étant égales d’apres deux tables de mortalité, les ré-
serves d'une asswrance de durée plus courte, m, sont plus
¢levées s1 on les caleule d’'aprés celle de ces dewwx tables
qui donne les plus grandes probabilités de survie.

On doit & M. Moser %), professeur, un théoréme
quil a dénommé «Zeichenwechselsatz» (théoreme du
changement de signe): Soient dewx tables de mortaluté
telles que Uune donne de plus grands towx que Uautre
dans wn certain antervalle (0, T), et les mémes tawz en
dehors de celur-ci. Si, d'apres ces dewx tables, on calcule
la valewr de la réserve mathématique d’une assurance maixte
dont la dwrée comprend Uintervalle (0, 1), la table qui
donne lo plus grande valewr a Udge © et awx dges infé-
riewrs donne la plus petite @ Udge T et aux dges swpé-
rLeUrS.

En résumé: la différence de ces valeurs de la réserve
présente un changement de signe dans lintervalle
(0, 1.

1) Bulletin de I'’Association suisse des actuaires, année 1928,
p. 27.

2) Journal de I'Institut des actuaires de Londres, vol, XX,
p. 268,

%) Théorie mathématique des assurances, vol. LI, p.7/8.

1) Journal de DI'Ingtitut des actuaires, vol., XXI, p.78.

5) hrenzweigs Assekuranz-Jahrbuch Bd. XI, 1890: «Uber
die Reservenrechnung mit Bruttoprimien.»

6) Bulletin de I’Association suisse des actuaires, année 1914,

p. L.
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M. Goldmann!), dans ses «Beitriige zur Theorie
des Iinflugsses der Sterblichkeit auf die Reserveny,
donne d’abord une démonstration du théoréme de
M. Schaertlin, puis il étudie 'influence de la mortalité
dansg des cas trop particuliers pour avoir une grande
portée pratique.

Enfin, M. IFriedli?) a donné plusieurs théoremes
généraux obtenus apreés de savantes recherches. Il a
trouvé les influences des constantes de Makeham:

Une augmentation de la valewr des parametres c
et s a pour conséquence wne augmentation de la réserve
mathématique de 'assurance sur la vie. Une augmenta-
tion de la valewr dw paramétre g conduit a une diminution
de cette réserve.

(fes auteurs nous révelent U'influence des variations
de la mortalité sur les réserves mathématiques. Par
contre, l'influence des variations de 'invalidité est peu
connue. Nous nous sommes proposé de I'étudier aussi
généralement que possible.

(‘e probléme présente les mémes difficultés que le
précédent, mais il est encore plus compliqué, parce que,
si les fonctions qu’on y rencontre sont de méme nature,
le nombre des données est plus grand.

Nous avons d’abord cherché — comme M. Gold-
mann, dans le premier probléme — & tirer la solution
de l'étude de cas particuliers simples. Deux écueils
nous ont arrété:

10 51 l'on adopte des hypotheses tres simples,
on §'éloigne tellement de la réalité que les conclusions
n‘ont plus de portée pratique.

1y Bulletin de I’Association suigse des actuaires, année 1915,
p. 53.
?) Bulletin de I’Association suisse des actuaires, année 1918,
p. 115. '
i)
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20 Si I'on simplifie, tout en respectant leg princi-
pales données de lexpérience, la complexité extraordi-
naire des formules devient un obstacle a application
des méthodes habituelles.

Les savants procédés de M. Iriedli ne peuvent,
eux non plus, étre employés. In effet, la fonction [
d’Buler — dont il fait usage — peut toujours servir
a exprimer la valeur d'une rente viagere; mais l'on doit,
aw contraire, se placer dans un cag particulier pour
pouvoir l'utiliser & représenter la rente d’invalidité.

n conséquence, nous avons di recourir au calcul
numérique.

Sprague et M. Goldmann pensaient qu’il serait
difficile de déterminer le nombre minimum des cas
a traiter dans une étude de ce genre, celle de I'influence
des variations de la mortalité sur les réserves mathé-
matiques. Cette difficulté ne s’est pas présentée pour
nous. [’analogie frappante des résultats obtenus dans
les nombreux cas numériques examinds permet de eroire
a la justesse de nos conclusions et de les appliquer
avec la sécurité voulue, dans toutes les circonstances
qui peuvent se présenter.

Noug espérons que cette publication révelera &
I'actuaire les principaux dangers des variations du taux
dinvalidité, ainsi que leur importance.

Il nous reste l'agréable devoir d’adresser & M. 5.
Dumas, professeur, 'expression de notre trés vive recon-
naissance pour ses précieux conseils et pour le bienveil-
lant intérét qu’il n’a cessé de nous témoigner.

Noug gardons le meilleur souvenir de Daimable
accuell trouvé au Bureau fédéral des assurances, dont
la bibliothéque et les machines & calculer ont été tres
obligeamment mises a notre disposition.
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Introduction,

§ 1. Symboles.

Les symboles généraux utilisés dans cette these
sont ceux qui ont été adpotés par le deuxieme congres
mternational d’actuaires, & Londres, en ma1 1898.

L plupart des symboles relatifs & Uinvalidité
sont tirés de l'ouvrage «Contribution & la théorie ma-
thématique de Pagsurance-invalidité » de M. G. Schaert-
lin Y. Voici les principaux d’entre eux:

] A

% , probabilité pour un actif d'ige = de mourir
pendant l'année suivante, soit comme actif,
soit comme nvalide.

ulz » probabilité pour un actif d’ige x de mourir
pendant les t années sutvantes, soit comme actif,
soit comme 1nvalide.

g2, probabilité pour un actif d’age 2 de mourir
pendant 'année suivante comme actif (¢’est-a-
dire sans étre sorti préalablement du groupe des
actifs).

qv , probabilité pour un actif d’ige x de devenir
mvalide pendant I'année suivante et de mourir
ensuite pendant la méme annde.

1 Publié en 1907 & Poceasion du 50° anniversaire de la
fondation de la «Société suisse d’assurances générales sur la
vie humaine» (voir aussi: Bulletin de I'Association des actuaires
suisses, 1°F cahier).
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q. , probabilité qu'un invalide d’dge 2 meure au
cours de sa (xz - 1)® année.

(lz7» Probabilité pour qu’une personne devenue
invalide & 1’dge © meure au cours de sa (z--1)¢ an-
née (probabilité de sélection).

1, , probabilité quun actif d’dge x devienne in-
valide au cours de sa (z - 1)¢ année.

23, taux instantané de mortalité des actifs d’age .

v, , taux instantané d’invalidité, pour les actifs
d’dge .

P, probabilité pour un actif d’ige z de vivre
encore comme actif & la fin de 'année sui-
vante.

[ra . nombre des actifs vivants & I'dge x (dans la
table de survie comme actif).

Dae - nombre escompté des actifs vivants & 1'dge
, @@ g qa
fe Ly =100,

a% , valeur de la rente viageére de I'r. 1 payable
prénumérando par un actif d’dge z, aussi long-
temps qu'il vit, soit comme actif, soit comme
invalide.

, valeur de la rente viagere de I'r. 1 payable
postnumérando & un actif d’age @, aussi long-
temps qu’il vit.

[

dz » valeur de la rente temporaire de I'r. 1 payable
d’avance (prénumérando) par un actif d’ige x,
pendant ¢ années, pour autant qu’il vive, soit
comme actif, soit comme invalide.
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a® , valeur de la rente de Fr. 1 payable prénumé-
rando par un actif d’age @, aussi longtemps qu’il
reste actif.

a , valeur de la rente précédente, lorsqu’elle
est payable postnumérando.

wamw | valeur de la rente temporaire de Fr. 1 payabie
d’avance par un actif d’dge x, pendant ¢ anndes,
pour autant qu’il vive comme actif.

a® , valeur de la rente de I'r. 1 d'un actif d’age z,
payable dés qu’il sera invalide et pendant toute la
durée de l'invalidité; la premiere fois a la fin de
'année ou il devient invalide.

Hl‘@ , valeur de la rente temporaire de Fr. 1 d'un
actif d’dge x, payable des qu’il sera invalide,
la. premiére fois & la fin de 'année ol il de-
viendra invalide et la derniére fois lorsqu’il
atteindra 'dge « - L.

A%, valeur de lassurance d'un capital de I'r. 1
pour un actif d’dge x, payable & la fin de I'année
ou celui-c1 meurt, soit comme actif, soit comme
invalide.

A%, valeur de Tassurance d’un capital de Fr. 1
pour un actif d’age x, payable & la fin de 'année
ou il meurt ou, au plus tard, & la fin de la ¢ an-
née.

A | valeur de l'agsurance d’un capital de I'r. 1,
pour un actif d’dge x, payable & sa mort s’il
ne devient pas invalide auparavant.

A%+, valeur de l'assurance d'un capital de Fr. 1,
payable pour un actif d’ige x, & la fin de 'année
ou il quitte le groupe des actifs, ou, au plus
tard, & la fin de la t¢ année.
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(A2, valeur de l'assurance d’un capital de I'r. 1,

payable pour un actif d’dge z, & la fin de
lannée au cours de laquelle il devient invalide.

P (), prime payable d’avance par un actif d’age x,,

n

pendant la durée de son activité, pour s’assurer
la rente dont la valeur est désignée par af'.

, réserve mathématique afférente & l'assurance
dont la valeur est représentée par le symbole
qui suit, entre parventheses, ,V. L’évaluation
de cette réserve étant faite apres n anndes d’as-
surance, avant le patement de la (n -} 1)€ prime,
les primes étant payables d’avance pendant
Iactivité seuloment si 'assurance est viagere,
et pendant les ¢ premicres années d’activité
si l'assurance est temporaire. Fazemple: V(A3

pour la réserve afférente & l'assurance A3y .

nV [Afi "' (A!::;)I

valeur de la réserve mathématique d'une agsu-
rance d'un capital de Fr. 1 pour un actif d’ige =,
capital payable a la fin de 'année ot il quitte
le groupe des actifs, les primes étant payables
d’avance pendant toute l'activité, I'évaluation
de la réserve étant faite apres m années d’assu-
rance, avant le payement de la (n - 1)e prime.

, age de 'agguré lors de la conelusion de l'agsu-
rance.

w , dernier dge auquel il y a des actifs.
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Au chapitre IV, § 7, et au chapitre VI, § 3, les sym-
boles utilisés par M. Goldmann ') ont di étre adoptés.
Ils sont caractérisés par l'emploi:

10 de la lettre 4 pour représenter le temps qui
s'écoule depuis  la  conclusion du contrat jusqu'a
I'évaluation de la réserve mathématique;

20 de la lettre n placée & gauche en haut pour
exprimer que la rente est payable a I'dge @ - n—1 pour
la derniere fois (prénumérando). Ixemple:

" ‘;“_}1 représente la valeur de la rente temporaire
d’activité payable prénumérando par un actif d’age
2 -1, pendant n—1années, le dernier payement ayant
done lieu a l'age 2 +n—1.

Les lettres s, g ot ¢ dégignent les constantes de
Makeham lorsqu’on éerit sa loi sous la forme

T Ca:
lz = K8 1]
[Vexpression ci-dessus détermine la loi de mortalité

qui s’exprime done au moyen de caracteres minuscules.
On a posé g = §v.

La lot d'invalidité de M. Urech est éerite sous la
forme

i, = FG.

Les constantes en sont done désignées par des
lettres majuscules.

1) «Beitrige zur Theorie des FEinflusses der Sterblichkeit
auf die Reserven», Bulletin de I’Association suisse des actuaires,
année 1915, p. 53.
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§ 2. Réserve mathématique de la rente viagere d'in-
validité.

Pour 'assurance d’une rente d’invalidité, & primes
annuelles égales et payables prénumérando pendant
I'activité seulement, la méthode prospective donne
I'expression suivante pour la réserve mathématique
apres m années d’assurance:

aa aa : aa
—, ==, = a. a N —_ l }“ a,. ..
(1) V(a&) = ag,—af % ob 1T i
aa aa 1 m’_ aﬁﬂ
a:c a:c - x
Cn sait que:
¥ = af—al

ce quon introduit dans 1'égalité (1), qui devient:

ai a aa aa z-f-n
n( Va’il) =y Qg™ (a’(;: — @, ) T an
x
aa 1 _l_ qae
a a St o =S LV _an
=y — @l (L — 1)
as +ag
aa [ aae
— aa L ﬂa _ix'l-n — e _F 1 __}_ a(td — + m_{k_?
z-t+n z o2 z-4n z-+n 1 o
as +-ak
a-(fi_
& z+4+n
= (a’x+n + 1) — (a’g e 1) o
i aﬂa
z
a—'a+n
= z
(2) n V(ac;;;) == a2+n = ; —



— 117 —

CHAPITRE I.

Quelques cas particuliers de Uinfluence des variations
de Uwnvalidité swr les réserves mathématiques de la rente
d vnvalidaté.

Dans'hypothese que les taux de mortalité q,, ¢5', ¢ et
(s sont indépendants des variations de I'invalidité, quelle
est 'influence de ces derniéres sur les réserves mathé-
matiques ?

Partons de 1'équation (2):

an

: To-tn
m\ . b Al TR,
ﬂV(axo) axo»l-n a:co aa_a
Ty
ay ., et aj sont indépendants de linvalidité.
0 0 e
allﬂ}
. . . To-+N
Comment varie le quotient —J)LT ?
To

Désignons le taux d'invalidité et la valeur de la
, et a® avant
. . 3o oy o of 11— N
toute variation de I'invalidité, et par 1, ot a % apres
variation. Nous traiterons quelques cas simples:

rente d’activité respectivement par

. o ¢
10 i 7, > i, lotsque ¢ < x| n

z ]
avee 1, > 7, au moins & l'un de ces fges x
of s )

et 1, = 1, lorsque x = zy} .

On voit alors facilement que:

"aa . aa

xy+n o 1
.-
aa an
agt < ag

. . -
(az‘;“ ne comprend qu'une partie des termes de ag)-

En conséquence:




— 118 —

in tenant compte de ceci ot de I'égalité (2) nous

pouvons eénoncer:

St Uimvalidité augmente & des dges infériewrs ¢ x, | n
et reste la méme aua autres dges, la réserve mathématique

17 P oA P y
décrott a Udge wy 4 n.

. f .
20 51 i, = %, lorsque
et i, =1, lorsque =z >

T < Ty+n

Ly "J—' n,

avee 4, > 1,au moins pour l'un de cos dges x,

on .
an
(3) Azgn : -
2 — p” —
az _nday zotn
aa A aa
ax +n [ )mo
. o
Ina.rza = [nag:z
"aa aa
Zy-+n < at;:iykn
d'olt
"aa aa
\na;r 'naa:
’_U— > '&lr::' '0*'
aa 04
xy-tn Zy+n
‘aa . Paa
D:co-l-n o ‘on-l-n
"aa aa
z D ,
d’ott
"aq Naa
2 Syh: Bﬂﬂ:’i.
"aa ad
D z, D g
En conséquence:
: <
a 'aa Taa aa——a DEG
l')l« 3.'0 m*_ 10+n _Iﬂ 9"0__ ___-___I_uj-.]t
"aa 'aa aa aa
Aytn &) Azp+n D‘”o
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Iit, en application de 1'égalité (3)

'na at
Tp+n Tpt+n
— —_—
aa 1
a. ag

Fn vertu de cette inégalité, la relation (2) permet
d’énoncer:

St Uinvalidité augmente @ Udge xy + n ow a des
dges supériewrs, et reste la méme awx autres dges, la ré-
serve mathématique croit a Udge x, - n.

30 K conséquence des deux premiers cas, wune
auwgmentation de Uinvalidité awx dges infériewrs a x, - n
et une dimanution de Uinvalidité a Udge xq 4 n et aux
dges swpérieurs ont des répercussions de méme sens sur
la réserve mathématique a l'age x, - n: elles la font
déeroitre.

40 Autre conséquence:

Une augmentation de 'invalidité & des dges infe-
rieurs 4 @, --n a une répercussion contraire a celle
d'une augmentation & U'dge x,4-n ou a des dges supé-
vieurs. St Uinvalidité augmente a tous les dges, 1l se peut
que la réserve mathématique me change pas, il est awssy
possible qu'elle  augmente ouw qu'elle diminue.

50 Supposons que  dans intervalle  d’assurance
(0, T) le tauwx dinvalidité auwgmente, et quw'en dehors
de cet wntervalle il reste constant.

D’apres les théoremes précédents, la réserve croit
a dge 0 et aux dges inférieurs, elle diminue & 'age T
et aux dges supérieurs.

Iin  conséquence, la différence entre ancienne
et la nowvelle réserve change de signe aw moins wne fois
dans wntervalle (0, T).

Cette lo1 est analogue au «Zeichenwechselsatz»,
trouvé par M. Moser et mentionné dans notre avant-

Propos.
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CHAPITRE I

Tables conduwisant ¢ d'égales réserves mathématiques de
la rente d'invalidité.

§ 1. Généralités: Le probleme étudié dans ce
chapitre peut étre énoncé comme suit: ltant donné
un systeme de tables fournissant les valeurs des fonctions
a™, p@ et 1, , construire d'autres tables conduisani
awx mémes réserves mathématiques de la rente d'invali-
dité, dans T'hypotheése 1) que les taux de mortalité
Qe O3> pds eb ¢% ainsi que le taux d'intérét restent
constants.

Fn conséquence de '’hypothese, la fonction af est
indépendante de l'invalidité. I1.égalité (2) nous permet
d’énoncer:

Pour que dewx tables dinvalidité conduisent toujours
a d’égales réserves mathématiques de la rente dinvalidité,
il faut et ol suffit qu'elles donment la méme valewr powr
: ase ; ;
le rapport _ég_ﬁ, cecl quelles que soient les valeurs

o
des lettres n et .
Désignons par le signe «prime» les symboles relatifs

& la deuxieme table d’invalidité. La condition peut
s’écrire:

'aa ac
z+n . z+n
— —
aa adu
a:c az

Elle doit étre satisfaite quel que soit n.

1) Nous reviendrons sur cette hypothése au § 8, ce sera 1'occa-
sion d’en donner une interprétation et une critique,
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On peut done la mettre sous la forme

aa aa aa aa
(4) dz . s+l amrl-‘z . . Satn 1 "_r
e— B s E= T ESe B T = + v
q aa aa aa an
T z-+1 z+9 c+n

]
ou k est une constante.

Dégignons par w le dernier age de la table d’inva-
lidité.

D1 N = w—=x,

O i an = 9% — 1’

r-+n @
et nous pouvons éerire aussi

s 1=
a 17—
T+n T am 1’

parce que les deux tables doivent avoir le méme age

final . Ein effet, aux dges ot il y aurait encore des actifs

d’aprés I'une de ces tables, tandis qu'il n’y en aurait

plus d’apres Pautre, les réserves ne seraient pas égales.
an

On a j‘d’a_ =1,

(0]

Ce rapport ne peut satisfaire & la condition (4)
que si k' est égal a zéro, c'est-d-dire si les tables sont
identiques.

Dans notre hypothése, il est done impossible d’ob-
tenir des tables d'invalidité différentes donnant les mémes
réserves a tous les dges. Nous devons faire une exception
pour l'dge w.

§ 2. Détermination de a'®

z-n °
De Tégalité (4) on tire

aa
' - r+n

Gt = TR
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Cette équation permet le calcul des valeurs de

Ja excepté pour n=w-—x, cas auquel:

(5) ag = 1.

§ 3. Détermination de p.

Partons de I'équation bien connue
2lis — | 4 ppm gl
z T P 21

En vertu de I'égalité (4) cette relation devient:

" Aqaa
gl — 1 - poplaa [ S
Tt
puis
' — 1 4 poplia 3
a, " = -+ 1 B — e

ce qui peut s’écrire

aa "aa a
; ,az =1 4 ,_xl,d . A
14+ & P 14k
De 1o
ai
plia — pi O T
z x (l"m
i 1
ou
L
(6) plis = p ( 1 )
\ T Zr 7
v ag—1

= . ! ey rd
(ette relation permet le caleul de p 9, et par consé-

T
quent la construction des tables de survie comme actif.
Flle ne peut pas exprimer p,a,, car elle est basée sur lo

w—1?
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. % i , )
velation —2"L — 1 4 k', et cette derniére n’est pas
an
z+41

ralable pour @ = w — 1 [conséquence de I'égalité (5)].
Mais on «
= { et
an?ll = 1 _l" /Upu?f—l

et de la relation (4) on peut tirer

an

‘as — o1
w-—1 .1“}_ kr
done
aa
] _F_. K ’(l_ril — ,a(i’;,,
w— 1 .,+. k
g ]
pa — dea—(U+R)
w—1 v (l M[_ ‘:1)
N q /!
_ vpe_, —k
m P, =

v (1 —f-ﬁ/sﬁ')

Au dernier dge de la table:

T
P u’y o *

De méme nous posons, afin que les tables fintssent

A

au méme age,

!
®) pF = 0.

51 l'on a deux groupes de taux de survie comme
actif, satisfaisant tous deux a Pégalité (6), et que I'on
désigne les symboles du premier groupe parl'indice «prime»
ot ceux du second groupe par l'indice «seconder:



o omerm(io )
i — 1
p”aa — paa (1 — K )
* * am—1
d’ott
pt—py K

(9)

pa—pi K

” s == M=
Cette égalité n’est pas valable pour p'e . pae ot

as_mais on démontre facilement que:

w—1?

.t f— — !
(L&) p, —piry _ k

" - - — - T
(+i) p2y — P8y i

(10)

Si I'on connait deux tables conduisant aux mémes
réserves, ces deux relations (9) et (10) permettent la
consbruction d’une troisieme table jouissant de la méme

propriété.

§ 4. Détermination de 1,

On saibt que:

(11) P =1—q —1,,
de méme
P =1 — g —a.

On l'introduit dans

11— — ]C’ :
(6) P = P (1 — m__)



qui devient:
: ;- o ; — . k,
Ui = (g iy (1)
d’oit (& cause de Ihypothése ¢ = )

k'
12 i, = .. (—"—' =
( ) Lﬂ: ?}ﬂ, + p.l: a(;:a o 1

[égalité (6) n’étant pas valable pour z =w —1,
il en est de méme pour (12). Mais on tire de (11):

'i'f’.;ffl . P(’E‘I + (lf,uail = 1 ]
- o pf?“ il
d(n (7) ’prua—?—l 0 () (l—l}:—’; )-_

ot de la donnée

‘aa . ,aa
q(.)~~l - q((.)»—-l

(‘e systéme de 8 équations nous donne, en tenant
compte de I'équation (11):

, v (14 K)pa, —ok'pa k'

J— T 11 TR WS 2
gy ==l (

o o (14 k)
1 aa 1
=i, , + K _f_&”_’:;l_tl__
v(1 -+ k)
a4
13 ! = 9 -}~ fb*’ .o S
( ) Qm~1 wa—-l } " (1 ~}~ Ib,)

(14) i'w = 1 r—{[((l? = ?'m'

10
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Si I'on a deux tables d’invalidité satisfaisant aux
égalités (12) et (13), et que I'on désigne les symboles de
I'une par l'indice «prime» et les symboles de ['autre par
I'indice «seconder:

!
i — g, = p e
€z €T &£ o
ast
"
7;” ) T&E k
e Yo = Pi
aa
(La:
d’olt
o . I
T, — O k
x &
(15) o . — I"”
t’a: — b:c v

Cette relation n’est pas valable aux dgesw et w—1,

auxquels on a:

,i' - lI 1. I‘”
(16) ot "l B 1R
S T Wy
et de (14) on tire:
(17) o= 1— g = =1,

91 'on connait deux tables d’invalidité conduisant
4 des réserves mathématiques égales, les relations (15),
(16) et (17) permettent de construire facilement une
troisieme table jouissant de la méme propriété.

§ 5. Réserves mathématiques & I'dge w.

De la formule (2), on tire:

w~x0V(a’§:i - aZ) _
et
(18) e, V() = 2 —

u 1
2 =
0 aan
a%
a
T a 'aa
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Fn vertu de 1'égalité (4), la relation (18) peut
§'écrire:

. ) . 14K
ary — o S .
& "“’OV(a “’0) = 8p T 8y qu
Ly
T vop s ’ Tr7 oad d
La diftérence des réserves V(a ) ot ﬂ.OV(ag‘:;)

est done:

7 - ]_ N ,.F a
0 (J_ J) RN

‘o qae a0 qua

z, Ty ‘o

9%

)= - o LT )]
19 onV (@) — sV () = — K =
x,

(ette différence est sensible sansg étre tres grande.
D’apres les tables en usage, sa valeur absolue est com-
ot 3.| lc" si l'age z, de l'agsuré lors de la
conelusion de l'assurance ne dépasse pas 60 ang. [on outre,

prise entre | £

cette différence se rapporte & une réserve qui, & I'age o,
est forte, puisqu'elle doit permettre de payer une rente
de plusieurs termes, apres encaissement d'une seule prime,
On peut admettre que 3 ] ’13” est fractionnaire, tandig
que la réserve mathématique & I'ige @ a une valeur
supérieure a 'unité.  Nous reviendrons sur cette question
dang la suite.

En général, la différence (19) sera négligeable
relativement au total des réserves mathématiques
d'une caisse d'invalidité et de retraite, car le nombre
des assurés encore actifs & I'dge w est tros faible.

§ 6. Remarques sur les valeurs de la constante k.

En pratique la valeur absolue de k' doit étre
trés petite. Nous le voyons clairement & partir de
I'égalite



aa

T
(12) i=i P =i |1 4 K =
ag? 2,

A titre d’exemple, nous avons calculé quelques
Pc?ri/aﬁéi
valeurs du rapport == —"- sur la base des tables de

€T
Karup-Andrae 1), voici nos résultats:

: e;:a
o :

7‘:1.‘
20 119,4
30 51,6
40 14,9
50 6,58
60 | 2,78
70 1,54

La constante k' doit étre une petite fraction pour
que le taux d’invalidité ne soit pas modifié dans une
proportion inadmissible. D’apres le tableau ci-dessus,
si k' = 0,01, lo taux 1y, est 2,19 fois plus grand que le

taux 1y
De méme

iy = 1,066 1.
Si k'=0,1 onay = 12,9 1.
tgy 22 1658 g

1) Neue Versicherungsformen, unverinderte Invaliditiit,
Seite 166* und 192* (Gotha 1914).



— 129 —

(est ce qui nous a permis de dire au paragraphe 5
que 3. k" est une fraction qui est faible relativement
a la valeur de la réserve a l'age w.

§ 7. Nature des variations de 'invalidité qui ne modifient
pas les réserves mathématiques.

(‘aleulons l'aceroissement relatif du taux d’'invali-
dité, nous le tirons de I'équation (12):

maa
T

(20) __.L.m_,_?; = k' nag;'m

£2 s

7 ’[)(”i/('b'_m
Le coefficient *° "% étant  positif, la  valeur

I:E
absolue de T'aceroissement relatif du taux d'invalidité

est proportionnelle & ce coefficient. Nous avons déja
donné un exemple des valeurs de ce dernier, elles déerois-
sent lorsque I'dge augmente, excepté aux derniers
dges, auxquels on a

(21) ,??E",:;!v:_. , ?:‘." . SOy, | a??1 .
’l:ru—vl v (l ‘|" I"I) 'I’m"ﬁl
ot
Y .
(22) o T,

/
l’m
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D’aprés la table de Grieshaber
w = 86

et pour k' = 0,1252, on a le tableau suivant:

Augmentation relative

Age du taux d'invalidité:
86 0

85 0,224

84 0,198

83 0,199

82 0,200

D’aprés la table de Riedel (Trieste 1914)

w = 90 Sik = 0,1022
on a:
Augmentation relative
Age du taux d’invalidité:
90 0
89 0,383
88 0,230
87 0,216
86 0,200

I’étude faite dans le présent paragraphe peut
paraitre superflue, elle a néanmoing une grande impor-
tance, car elle nous permettra de trouver intuitivement
I'influence d'un changement du taux d’invalidité sur
les réserves mathématiques, dans le cas ol ce taux est
multiplié par le méme facteur & tous les dges.
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§ 8. Interprétation et critique de I'hypothése de l'inva-
riabilité des mortalités ¢, qf, .z eb ¢

Admettre que les mortalités q,, ¢}z et ¢
sont indépendantes de l'invalidité, revient & supposer
que les variations de cette derniere proviennent d'un
fait n'ayant pas d’influence sur la santé des assurés,
mais qui fait passer au groupe des invalides un certain
nombre de sujets actifs qui restent soumis & la mortalité
des actifs. Inversément, ces sujets peuvent revenir
au groupe des actifs, dont ils ont la mortalité,
cela ne change ni la mortalité générale ¢, ni les
mortalitds des actifs ¢% et ¢% (par contre ¢i, ¢ et g,
changent).

Quels sont les faits qui pourraient étre eause de ces
variations de I'invalidité?

a) Une modification des prescriptions administra-
tives, dans ce sens que l'on accorderait désormais
des pensions d'invalidité & des personnes qui peuvent
vivre aussi longtemps que les actifs, mais qui sont
génées, dans l'exercice de leurs fonctions, par des mala-
dies telles que la cataracte, la céeité, la surdité, le dal-
tonisme, ete.

b) Une plus grande indulgence des médecins,
qui délivreraient désormais davantage de certificats
d’invalidité a la suite d’accidents. Il y a une catégorie
d’aceidentés qui présentent une forte mortalité pendant
leur traitement mais qui sont ensuite soumis & la mor-
talité des actifs. Si le médecin leur faisait des certi-
ficats d’'invalidité & la fin de leur convalescence, la mor-
talité générale et la mortalité des actifs n’en seraient
pas sensiblement modifiées. Par contre, le taux d’in-
validité augmenterait.
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I’hypothese étudiée dang ce paragraphe nous
éloigne-t-elle beaucoup de la réalité ? Nous ne le croyons
pas, car:

10 Les variations de 'invalidité n’ont probablement
pas une forte influence sur la mortalité générale et sur
les mortalités ¢ et ¢« des actifs.

20 Lia solution donnée aux paragraphes 1 a 5 du
présent chapitre ne comporte que des accroissements
de méme sens, lorsqu’on passe d’une table d’'invalidité
a une autre table conduisant aux mémes réserves
mathématiques. Il semble que si linvalidité varie &
tous les dges dans le méme sens, Uinfluence de cette
variation sur la mortalité doit étre aussi de méme sens
a tous les dges. Une telle variation de la mortalité
pourrait bien étre sans influence sensible sur les réserves
de la rente d’invalidité, tout comme elle peut étre sans
influence sur celles de lassurance mixte (Text-Book,
Chap. XVIIL, n° 49 et suiv.).

Nous n’approfondirons pas ici cetbe supposition.

30 Nous montrerons au troisieme chapitre que les
variations de la mortalité paraissent jouer un rdle tres
faible dans ces questions.

40 Nous voudrions utiliser une loi analytique
exprimant l'influence des variations de I'invalidité
sur la mortalité; malheureusement celle-ci n’est pas
encore trouvée. D’ailleurs, il n’est pas difficile d’ima-
giner des exemples dont les uns montreraient une aug-
mentation de la mortalité lorsque I'invalidité augmente,
tandis que les autres présenteraient I'influence contraire.
Parmi les premiers, on peut ranger l'augmentation
des risques d’accidents et de maladies dans une industrie,
par suite d'une rénovation des méthodes employées.
Parmi les seconds figure l'indulgence plus grande des
médecing chargés de faire les déclarations d’invalidité.
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§ 9. Remarques sur la solution de notre probléme et
son utilisation.

La solution donnée aux paragraphes 2 a 5 de ce
chapitre fournit le moyen de construire des tables telles
que le passage de I'une a 'autre d’entre elles n'entraine
pas de modification dans la sitnation financiere d'une
caisse de pension d'invalidité (et de retraite) a lo condi-

w

tion d’encarsser, dés le changement, des primes caleulées
sur la base des nowveawx tawz.

On peut utiliser ce chapitre pour construire des
tables d’invalidité servant d’auxihaires dans appli-
cation des théoremes du premier chapitre:

Supposons qu'on veuille savoir a priori si les ré-
serves basées sur une table d'invalidité A sont plus
orandes ou plus petites que celles qu'on caleulerait
d’apres une table B, pour le méme age x,-fn. On
pourrait construire partiellement une table conduisant
aux mémes réserves mathématiques que la table A et
donnant & U'dge x, 4 n le méme taux d'invalidité que
la table B. Ou appliquerait ensuite les théoremes du
chapitre 1 & cette nouvelle table et & la table B.

Comme application de cette méthode, nous nous
proposons 1'étude suivante:

§ 10. Influence d'un changement du taux d'invalidité
sur les réserves mathématiques dans le cas ol le taux
est multiplié par le méme facteur a tous les &ges.

Soient 1, le taux d’apres la table I,
(1 + k)1, le taux d’aprés la table 1T,
@, un age arbitrairement choisi.

Fnvisageons le cas ol k est positif.
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On peut représenter graphiquement ces éléments
comme suib:

Taux

|

!
x,
L.

Irig.

Lies réserves caleulées & I'dge x; d'apres la table II
g0 Ty

sont-elles plus grandes ou plus petites que d’apres la

table 1?

En application du paragraphe 4, on peut trouver
une table d’invalidité donnant le taux (14 k)4, a
I'dge x, et conduisant aux mémes réserves mathémati-
ques que la table I. Nous 'appellerons table I1I et nous
désignerons son taux d'invalidité par le symbole ..
n tenant compte de 1'égalité (12), on a:

o

!

by = (1 + k)i, =1, + pl% —

[ P
azs
d’olt
L4 . qas
(23) B Kty - 08
aa
T
Connaissant la valeur de la constante k', on peut cal-
culer les valeurs du taux 4, au moyen des relations
(12), (13) et (14).
Partant du paragraphe 7, on voit que les valeurs
de 1, peuvent étre obtenues en multipliant les valeurs



s BB e

correspondantes de 1, par des facteurs qui déeroissent
d’abord lorsque I'dge croit, puis augmentent dans les
derniers ages, pour retomber brusquement a 14 I'age w.

Cette remarque donne lallure de la courbe III,
qui représente linvalidité de la table III.

Si I'dge @, n'est pas tres grand, la courbe ILT sera
au-dessus de la courbe I1 jusqu’a 'age x;, puis ensuitbe,
au-dessous (f'g. 1). En appliquant le théoréme énoncé
au chiffre 3 du premier chapitre, nous trouvons que,
a I'dge x,, la table II donne des réserves plus grandes
que la table III, ¢’est-d-dire aussi que la table I.

Ce que nous venons de dire pour I’dge x, se répete
pour tous les premiers dges. Par contre, il en est autre-
ment aux derniers dges de la table, pour lesquels la
courbe IIl se présente comme eci-dessous:

Taux \ e & e« COUPrbe [l

‘Age

1
[}
[
[
!
w

Iig. 2.

D’apres le théoréme énoncé au chiffre 3 du chapitre I,
il semble que la réserve & I'dge a; doit étre plus petite
d’aprés la table IT que d’apres les tables L[II et I. La
réserve d'apres la table II serait done plus grande
dans les premiers ages et plus petite dans les derniers,
nous aurons l'oceasion de le prouver au chapitre ILL.
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CHAPITRE IIL

Ftude genérale de Uinfluence des variations de Uimvalidité
sur les réserves mathématiques de la rente magére d’inva-
ldate.

Emploi des lovs de Makeham et de M. Urech.

§ 1. Bagses: Dans ce chapitre, nous admettrons
les bases suivantes (sur lesquelles nous reviendrons
au paragraphe 12):

10 Le taux instantané de mortalité des actifs g
n'est pas influencé par les variations de linvalidité,
il g'exprime par la loi de Makeham:

(24) us = o + Bt

20 Le taux de mortalité de 'ensermnble des actifs
d’age x, ¢%, est, lui aussi, indépendant des variations
de l'invalidité.

30 Le taux d'invalidité est donné par une expo-
nentielle 1): |

(25) v, = I'-G® (Loi de M. Urech).

1) Dans un travail présenté o 'assemblée annuelle de 1’ Agso-
ciation suigse des actuaires, & Berthoud, le 3 novembre 1929,
M. Urech, expert au Bureau fédéral des assurances, a donné
cette loi sous la forme 1, = i Qz—l5‘ Iille avait aussi 6té donnée

z—20
par Behm sous la forme wu, = ugy*'2 5 .
(Voir dans «Théorie mathématique des assurances», par

Richard et Petit, p.339.)
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§ 2. Nombre des survivants actifs:
Partons de 1'égalité 1):

d loa

(26) T W) de

in tenant compte des égalités (24) et (25), nous
obtenons:

ill—(j%—” = — (a0 + pc*+ FG" dz,
d’ott
Log 16 = — [(a+ po* + P9 do = —ax—
" rar
g e

— B _ — K :
—oa=Logs ———=Logg ———=TLogy
Log ¢ Log ¢/

on

Log 1% = 2 Log s + ¢* Log g + G* T Log g + Log k

et

= — T, ol N
(27) fio = J; s® " +TE ol les constantes

¢, ¢ et s sont celles de Makeham; la constante 1" est
donnée par 1'égalité

1) «Contribution a la théorie mathématique de 'assurance
invalidité», par M. (i. Schaertlin, p.8 et 9, égalités (20) et (23).
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— I

Log (1 - Log ¢

(28) P e ol les constantes
I" et (¢ sont celles de la loi de M. Urech. La constante k
dépend du nombre d’actifs & l'entrée de la table. Les
logarithmes sont népériens.

§ 3. Valeurs des constantes ¢, ¢, s, I' et

Lies constantes de Makeham ont été calculées pour
de nombreuses tables de mortalité t).

(29) La valeur de la constante ¢ est
comprise entre . . . . . . 1,06 et 1,112

La valeur de la constante ¢ est
comprige entre . . . . . . 0,991 et 0,9998

La valeur de la constante s est
comprise entre . . . . . . 0,991 et 0,9991

Nous avons caleculé sommairement les constantes
I" ot (f de la loi de M. Urech, en ne tenant compte que
des taux dinvalidité & deux ages éloignés tels que
20 et 65 ans ou bien 30 et 65 ans.

Voicl nos résultats 2):

1) Blatschke les a publiées dans les «Mitteilungen des Oster-
reichisch-Ungarischen Verbandes der Privatversicherungs- An-
stalten». Neue Folge, 9. Band, 1. Heft (Seite 33).

?) Nous avons laissé de coté quelques tables peu usitées,
s’écartant par trop de la loi de M. Urech, et nous avons pris en con-
sidération les tables les plus importantes.



Valeurs des constantes F et G.

Valeurs trouvées

|

Valeurs utilisées pour igs obtenu
Table le caleul pour les constantes parla formule
yo 1 G de Behm
| Zimmermann : Gesamtpersonal
(1886—1888) . . . s = 0,00021 iz = 0,10002 | 0,000014 1,147 0,11
| Zimmermann, Bureaubeamte (1886) | i,y = 0,00020 1445 = 0,07630 0,000014 1,141 0,10
| Zimmermann, Zugsbeamte (1886). | iy = 0,00081 i55 = 0,12207 | 0,000022 1,142 0,16
Bentzien, Gesamtpersonal . 1sg = 0,00014 145, = 0,11741 0,000007 1,161 0,072
Kiittner, Steinkohlenbergleute . 19 = 0,0031 145 = 0,3950 0,00036 1,114 1,6
‘ Behm, Gesamtes Personal (1868 bis |
| 1873) (ig = 0,00022) . . iy =0,00212 iy, = 006763 | 0,000037 1,122 0,11
' Riedel, Bureaubeamte (1882—1889)
| (i = 0,00021) . | s =00022 iy =009752 | 0,000026 1,135 0,11
| Zuckerindustrie (1885—1908) Oster-
| reich-Ungarn (Karup-Andrae
p. 445). isy = 0,00021 g5 = 0,1075 0,000013 1,149 0,11
Grieshaber, ouvriers. 159 = 0,000942 145 = 0,219999 0,000083 1,129 0,48

661
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Dans les considérations suivantes, nous admettrons
que

0,000007 < F < 0,0001 ot

<
(30) 11 < G < 12

Nous ne prenons plus la table de Kiittner en consi-
dération, parce qu'elle s’éloigne par trop de la loi de
M. Urech.

§ 4. Rente discontinue d’activité:

On sait que:

T=00

. l,,_
Nt [an
DR el

=0

a i - —
z Jaa
T

En appliquant la formule (27), et en remplagant
(31) sv par o,

puis en simplifiant, on obtient

=00
1 .fﬁ’{"!A mndtt
Z O,r L(}(, FT G
(32) 2w = =
* TG
il

§ 5. Variations des réserves mathématiques de
I'assurance d'une rente discontinue d'invalidité:

Dans I'introduction, formule (2), nous avons donné
I’égalité

, Q0
V(at) = a ,, — a7, —etn

n Iy .I!O +n Ly aa—a
To
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aa
:r0+n

268
Tp

Dans son second membre, seul le quotient - dé-

pend de I'invalidité.

La valeur de la rente viagere aj étant positive,

le sens des variations de la réserve \V(a%) est contraire

@ celwr des variations du quotient —--55“;-'“"
as
aa
§ 6. Etude des variations de 1'expression —-—“7‘('%”- par
Zo

rapport au parametre [:

En appliquant la formule (32), on trouve:

=00
B gcfo__ cﬂ‘o‘i'ﬂ_*,’j' ((,;xoiafl‘n’l'n) . ZG' gcro +n-'At—|<TGI0+""H
aa
(33) -a:’rﬂfhl::. p— T==0
Az, 3, pgiot
oy
re=0)

Dans cette expression, la constante I' n'entre
h P L LA | Ao nm
qu'implicitement sous la forme du parametre 7', car
nous considérons les constantes ¢, g, o, I' et (¢ comme
indépendantes les unes des autres.

Iin conséquence:

oy (a) _ (‘iﬁw) E)
dB \ ag oT \ ax / dF

De la formule (28) on peut tiver:

- arT —1
39) dF  TLogl - Log q

11
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Cette derniere expression est towjours positive,
car Log G > 0 et Liogg << 0. Il s’ensuit que le signe
du second membre de Uégalité (34) est toujours celur de

0 g0
Pexpression — - | —2tt

~ | —%
01 ag
ol 0 a;:f?i»k-n \ .
La dérivée —2— ) se caleule & partir du
oT qan :
T

second membre de (33), elle peut étre mise sous la forme:

(36) o (i&ﬁ) _ Bagen
oT \ agp ag
T=00
Zo,r gcxo-r-n-F- 4T Gxo-!- v ZGmﬂ‘kn +r
« Log g J = (ot
o gcmo +n »l-r_}_ 6o +n-tz
=)
T=00
Za’ g T Gt
o =0 o Gw" |
=00 ) -
‘orgc% P gt
r=0

Signe de la dérivée —— oo I O
o7

aaa
o

Excepté Tiog ¢, les facteurs de l'expression qui
précede 'accolade sont positifs. Cette expression est

0 as
» ’ . r ro I3 FOr ol (]
done négative, par conséquent la dérivée —— (| —2—
o' qa¢

Lo

et la différence entre accolades sont des signes conbraires.
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Quel est lo signe de cette différence ? les moyens habi-
tuels ne nous ont pas permis de le déterminer. Noug
avons 6t6é obligés de recourir au caleul numérique.
Pour simplifier ce dernier, nous avons remplacé les limites
supérieures des sommes respectivement parz = 64 —
—xy — n et par v = 64 — @, ce qui revient & admettre
que les actifs sont classés d’office parmi les invalides
a I'dge de 65 ans. Ce procédé ne nous éloigne pas beau-
coup de la réalité, le taux d’invalidité étant trés grand
o cob dge-1a, ot les assurés alors actifs ne restant que peu
de temps encore en activité. Tl est en outre conforme
aux statuts de certaines caisses d’invalidité et de re-
traite qui accordent d’office la retraite aux assurés
Agés de 65 ans. .

I’étude faite au chapitre IV pour les agsurances
temporaires montrera en quoi les résultats différeraient
si les sommations étaient prolongées jusqu’a ige
auquel il n’y a plus que des invalides.

Les deux termes de la différence entre accolades
sont deux valeurs d'une méme fonetion, en deux points
différents, x, et z,-} n. Cette fonction est:

00
| ztr ., 2t )
+71G _(;a,+:

(37) s N G,

Fn tenant compte des tableaux des constantes
de Makeham et de M. Urech (voir paragraphe 3), nous
avons choisi 28 cas qui nous ont paru représenter les
principales combinaisons de constantes pouvant se

rencontrer:
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Cas dans lesquels les valeurs de I’expression (37)
onf été calculées.

Age

Combinaisons
, ; ; X
G ' o ¢ g du maximum

do constantes

Il 1,0 00000 |094 |1,012] 09998 | 51 ans
I 1,0 {00001 094 [1,0 |09992 |51 »
I 1,0 (00001 097 [1,112] 09992 | 50 »
IV] 1,1 | 0,000007 [ 094 | 1,012 ] 0,9998 | 51 »
V1,1 0,000007 |094 [1,1 | 09998 | 51
VI| 1,0 ]0,000007 | 094 [1,08 | 0,996 | 51 »
VII| 1,0 | 0,000007 [ 097 | 1,112] 0,9998 | 49  »
VIII| 1,1 | 0,000007 | 0,97 | 1,06 [ 0996 |49
IX| 1,0 10000007 [ 0,97 | 1,08 | 09992 | 49
X 4,1 0000007 097 [ 1,06 | 0991 |49
XI| 1,18 [0,0001 |0955 | 1,10 | 09992 | 541 »
XIT| 1,13 [0,00005 [0,955 | 1,112 | 0,0992 | 54 »
XIIT | 1,18 ] 0,00005 0955 [ 1,1 | 09992 | 54 »
XIV | 1,13 | 0,00005 0,955 (1,06 | 0996 |53 >

XV 1,13 [0,00005 | 0,97 [1,1 | 09998 [ 53 »
XVI| 1,13 | 0,00005 0,97 1,08 0,991 54 »
XVIT| 1,13 [ 0,000007 | 0,955 | 1,10 | 0,9992 | 53 »
XVIIL| 1,2 (00000 |094 | 1,112] 09998 | 45 »
XIX| 12 (00000 [094 [1,08 |0,9998 | 45 »
XX | 1.2 00000 094 [1,06 | 0991 |45 »
XXI| 1,2 00001 0955 1,08 | 099 |45 »

(14

XXII| 1,2 10,0001 0,97 | 1,112 ] 0,9998 | 4¢
XXIIL| 1,2 (00001 {097 [1,08 | 0,999 | 45 »
XXIV ] 1,2 [0,00005 [0,94 |1,08 | 0,9998 | 49 »
XXV 1,2 [0,000007 {094 [1,112] 09998 | 58 »
XXVI] 1,2 ]0,000007 | 0,955 | 1,1 0,9998 | 58 »
XXVIL| 1,2 10000007 | 0,955 | 1,06 [ 0,991 | 58 »
XXVIII| 1,2 [0,000007 10,97 | 1,112 0,9992 | 58 »

Les valeurs que l'expression (37) prend dans ces
divers cas onbt été portées sur les tables des pages sui-
vantes. Klles ont été calculées en partie & la machine



— 145 —

ot en partie par logarithmes. Les caleuls ne présentent
aucun intérét justifiant lear publication.

Ces tables nous montrent que les valeurs de 'ex-
pression (37) croissent d’abord avee 'dge, présentent
un maximum, puis déeroissent. Cette loi est vraie
non seulement pour les vingt-huit cas déja mentionnés;
des calculs nous ont montré qu’elle 'est aussi pour

1 1 7 | ) ] Age
g 9 ¢ E G dumax.
1o 1,154] 0,996 0,961| 0 1,5 57
201 1,154 0,996 0,961} 0 1,13 | 41

3o 1L154) 0,996 | 0,961 0,00005 1,13 | 40
401 1,060 0,991 0,94 | 0,00005] 1,16 | 5
501 1,060[ 0,991 0,94 | 0,0001 | 1,16 | 55
6ol 1,060[ 0,991 0,94 1 0,0001 | 1,15 | 57
7ol 1,060 0,991 0,94 1 0,0001 | 1,14 | 56
8o 1,112 0,9998] 0,94 | 0,0001 | 1,12 | 5215
901 1,06 | 0,996 | 0,961 0,00039] 1,10 | 47

—

Lia connaissance des valeurs de l'expression (37)
permet de déterminer le signe de la différence qui figure,
entre accolades, au second membre de 1'égalité (36)
et, en conséquence, le signe de la dérivée

ki
_o (____?{3#1)
mm
o'l as



Tableau des valeurs de la fonction (37)
G=1,1
F = 0,0001 F = 0,000 007

Ages 1 I 11 v v VI VII VIII X X | Ages
20 31,6 30,1 45,6 354 36 31,7 59,9 60 61 56 20
21 33,1 31,6 471 37,2 38 33,3 61,8 62 63 58 21
22 34,8 33,2 48,7 39,1 40 35,0 63,8 64 65 60 22
23 36,5 34,9 50,3 41,0 42 36,7 65,8 66 67 62 23
24 38,3 36,6 52,0 43,0 44 38,6 67,9 68 69,1 64 24
25 40,2 38,4 53,7 45,1 46 40,5 69,9 70 71,3 66 25
26 421 40,2 55,4 473 48 424 72,1 72 734 68 26
27 441 421 57,2 495 51 45 74,3 75 75,7 70 27
28 46,2 441 59,0 51,8 53 46,6 76,5 77 77,9 72 28
29 48,3 46,1 60,8 54,1 55 488 78,7 79 80,2 75 | 29
30 50,5 48,2 62,7 56,5 58 51,0 81,0 81 82,5 7 30
31 52,7 50,4 64,6 59,0 60 53,3 83,3 | 84 84,8 79 31
32 55,0 52,6 66,6 61,5 63 557 85,6 86 87,2 81 32
33 574 54,9 68,5 64,1 66 58,1 87,9 88- 89,6 84 33
34 59,8 57,2 70,5 66,8 68 60,6 90,2 91 91,9 86 34
35 62,2 59,6 25 69,4 71 63,1 925 93 943 89 :35
36 64,7 61,9 745 72,1 74 65,7 94,8 96 96,6 91 §6
37 67,2 64,4 76,5 74,8 77 68,3 97,1 98 98,9 93 37
38 69,7 66,8 78,5 71,5 79 70,9 99,3 100 101,2 95 38
39 72,2 69,3 80,4 80,2 82 73,5 | 101 102 103 98 39
74,7 71,7 82,3 82,9 85 76,1 104 | 104 105 100 40
772 74,1 84,2 85,5 87 78,7 105 | 106 107 102 41
79,6 76,5 86,0 88,0 90 81,2 107 | 108 109 104 42
81,9 788 | 877 90,5 92 83,6 109 110 111 106 43
84,2 81,0 89,3 92,8 95 859 111 ‘ 112 113 107 44
86,3 83,1 90,7 949 97 88,1 112 ] 113 114 109 | 45
88,2 85,0 92,0 96,8 99 90,2 113 114 115 110 46
90,0 86,8 93,1 98,5 | 100 92,0 114 1149 116 111 47
91,4 88,3 93,9 998 | 102 93,5 114 115,3 116 112 48
92,6 89,6 945 100,8 | 103 947 114,2 115,4 116 112 49
50 934 90,4 94,7 101 4 103 955 | 114 114,9 116 112 50
51 93,8 90,90 | 94,5 104,5 | 103 95,9 113 114 115 111 51
52 93,6 90,87 | 93,9 101,0 | 103 957 111 112 113 109 52
53 92,8 90,3 92,6 998 | 101 949 109 110 111 107 53
54 91,3 88,9 90,8 97,8 99 93,4 106 107 107 105 54
55 89,0 86.8 88,2 94.9 96 90,9 102 103 103 101 55
56 85,7 83,8 84,6 91,0 92 87,5 97 98 98 96 56
57 81,3 79,6 80,0 85,9 s7 82,9 91 92 92 90 57
58 75,6 74,1 74,3 ‘ 79,4 80 77,0 83 84 84 83 58
59 68,3 67,2 672 || 14 72 69,5 74 75 75 74 59
60 59,3 584 58,3 { 61,7 62 60,2 I 64 64 64 | 64 | 60
61 | 483 477 475 50 50 49 51 52 52 | 51 61
62 5 34,6 34,5 ‘ 36 36 35 37 37 37 37 62
63 | 19 18,9 188 | 19 20 | 19 20 20 | 20 20 | 68
64-{ 0 0 o | o 0 0 0 o | o | o | e

i ,' l '

| J | %

971

L¥1



Valeurs de ’expression (37)

I‘ G=1,13
ll F — 0,0001 F = 0,000 05 F = 0,000007
iig os XTI XI1I XIII XIV XV XVI XVII Ages
‘ 20 126 138 145 197 137 20
21 132 145 153 205 143 —
29 139 152 160 213 143 =
23 146 159 168 221 156 ;i
24 153 167 176 230 163 24
25 160 176 185 239 170 ‘i
26 168 184 194 248 171 ;6
o7 177 193 204 258 185 ;7
28 185 203 213 268 193 ;8
29 194 212 224 279 201 29
30 204 223 235 290 210 50
a1 213 233 246 301 219 i
32 204 244 257 312 229 3;
33 234 256 269 325 239 24
| 34 245 268 282 337 249 -
35 257 280 295 350 260 2‘2
36 268 293 308 363 271 o
37 281 306 322 376 282
38 293 319 336 390 294 .32
39 306 333 351 404 306 ?
40 319 847 365 418 318 40
41 332 362 380 432 331 41
42 346 376 395 446 344 42
| 43 360 391 411 460 357 43
[ 44 373 405 426 474 370 44
1 45 387 420 441 486 383 517 45
46 401 434 455 499 396 533 46
47 414 448 469 511 408 547 47
48 426 461 482 523 421 561 48
49 438 472 494 533 432 573 49
50 449 483 505 541 442 583 50
51 458 492 514 548 451 591 51
52 465 499 520 551 459 595 52
53 416 470 503 523,6 552 464 596 53
54 418 472 504 5234 549 466 593 54
55 418 470 500 519 541 464 583 55
56 414 463 491 508 528 458 568 56
57 405 450 475 491 508 445 544 57
58 389 429 452 465 479 426 511 58
59 365 399 418 429 440 396 468 59
60 329 357 372 381 389 355 411 60
61 280 300 311 817 823 299 339 61
62 212 225 232 235 238 224 248 62
63 121 127 129 131 132 126 187 63
64 0 0 0 0 0 0 0 64

8¥1

671



Valeurs de ’expression (37)

I‘ G=12 l

i F =0,0001 | =0,00005 F = 0,000007 1
Ages |XVIIT| XIX | XX | XXI ix.\’u}xxnﬂ\‘ XXIV XXV | XXVI | XXVII | XXVIIT | Ages |

| |

20 | 271 | 272 | 263 | 305 | 365 | 365 I 1374 1874 17101) | 2182 20
21 | 290 | 201 |282 | 324 | 385 | 385 1470 1983 1810 2236 21

| 22 |310 |312 |302 | 344 | 406 | 406 1574 2099 1920 2347 22
23 | 332 | 334 | 324 | 366 | 428 | 428 1685 2223 2040 2465 23
24 | 355 | 357 | 347 | 389 | 451 | 451 1804 2356 2170 2590 24
25 [ 380 | 382 | 371 | 414 | 476 | 476 1933 2497 2300 2723 25
26 | 406 | 408 | 397 | 439 | 502 | 502 2070 2647 2440 2864 26
27 | 433 | 436 | 424 | 467 | 530 | 530 2218 2808 2600 3015 27
o8 | 462 | 465 | 453 | 495 | 558 | 559 2376 2979 2760 3175 28
29 | 493 | 495 | 483 | 525 | 588 | 389 2547 3161 2940 3345 29
30 |52¢ | 527 | 515 | 556 | 619 | 620 2729 3356 3120 3526 30
31 | 558 | 560 | 548 | 589 | 652 | 632 2925 3564 3320 3719 3i
32 | 592 | 595 | 582 | 622 | 685 | 685 3134 3785 3540 3024 32
33 | 627 | 630 | 617 | 657 719 | 719 3359 4021 3760 4}4:3 ?3
3¢ | 663 | 667 | 653 | 692 | 753 | 754 3599 49272 4010 4375 3%
35 [700 | 703 | 690 | 728 | 788 | 789 3855 4539 4276 4621 35
36 | 737 | 740 | 726 | 763 | 822 | 823 | 4129 4823 4540 4883 ?6
37 V773 | 777 | 763 | 798 | 836 | 857 | 4422 5125 4840 5161 5
38 | 809 | 812 | 798 | 832 | 889 890 4733 5444 5150 55 5
39 | 843 | 847 | 832 |85 | 920 | 922 | 5063 5783 5480 5766 39
40 | 874 | 878 'l864 895 | 949 | 950 ‘ 5414 6141 5830 6094 40
41 903 | 907 | 893 | 922 | 974 | 975 | 5185 6517 6200 6439 41
42 | 927 | 931 | o917 ‘945 994 | 996 | | 6176 6914 6590 6802 42
43 | 946 | 950 | 937 | 962 |1010 | 1012 | | 6387 7329 7000 7182 43
44 | 958 | 963 ’949 | 973 |1018 | 1020 ‘ 7019 T7601) | 7420 7589 44
45 | 963 | 968 | 955 | 976 |41048 | 41024 18201) | 74701) | 8210 7870 7990 1) | 45
46 [958 | 963 | 950 | 969 1009 |1013 | 1870 || 7930 8680 8330 8420 46
47 [ 943 | 947 | 935 | 952 | 989 | 994 | 1900 8420 9160 8810 8850 47
48 915 | 919 | 908 | 923 | 957 | 964 | 1930 8910 9650 9290 9300 48
49 | 874 | 878 | 865 | 880 | 912 | 921 1934 9410 | 10140 9790 9750 49
50 | 820%)| 8201)| 813 | 8201)| 852 | 861 1920 9910 | 10640 | 10300 2) | 10200 50
51 | 750 | 750 | 744 | 750 | 780% 7801y 1890 | 10410 | 11120 | 10800 | 10640 51
52 | 670 | 670 | 661 | 670 i 690 | 690 1830 | 10900 | 11590 | 11200 | 11070 52
53 | 570 | 570 | 5601)| 570 | 590 | 590 | 1740 | 11360 | 12040 | 11700 | 11470 53
54 | 470 | 470 | 450 | 470 | 480 | 480 | 1620 11780 | 12440 | 12100 | 11840 54
55 | 360 | 360 | 350 | 360 | 370 | 370 | 1480 12160 | 12790 | 12500 | 12150 55
56 | 260 | 260 | 260 | 260 | 270 | 270 | 1310 12450 | 13060 | 12700 | 12390 56
57 | 170 | 170 | 170 | 170 | 180 | 180 | 1120 12640 | 13210 | 12900 | 12530 57
58 | 100 100 | 100 | 100 | 100 900 12690 | 13210 | 12900 | 12530 58
59 | 50 40 | 50 | 50 | 50 690 12520 | 12990 | 12700 | 12320 59
60 | 20 20 | [ 20 480 | 12030 | 12437 | 12200 | 11820 60
61 10 10 3002) | 11050 | 11370 | 11200 | 10840 61
62 200 9220 9440 9300 9050 62
63 | 100 5900 6030 5900 5830 63
64 0 0 0 0 0 0 | o | 0 0 0 0 64

1) Ce nombre et les suivants ont été arrondis aux dizaines.
2) A partir de ce nombre, arrondis aux centaines.

0G1
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i d af:ﬁ-f-n
Signe de la dérivée —— | —=— |:
dlr ag

Dans les égalités (33) a (87), les symboles z, ot
xo -+ n représentent respectivement 1'age de assuré
lors de la conclusion de I'agsurance et son dge & l'inven-
taire.

Deux cas peuvent se présenter:

1o En général, Udge x, est faible, il est plus petit
que 'dge X auquel la fonetion (37) atteint son maxi-
mum.

Dans les premiéres années apres U'dge x,, les valeurs
de cette fonetion augmentent. Fnsuite, jusqu’a un cer-
tain dge y, elles diminuent tout en restant plus grandes
que la valeur & l'age .

Iexpression (36) est alors négative et le signe de

¢ a5

la dérivée —— (—i":'fi) est négatif [conséquence do la
/9 ag

remarque suivant 1'égalité (35)].

Apres l'dge g, les valeurs de lexpression (37)
diminuent encore, elles sont toutes plus petites que la
valeur & l'dge x,. I/ expression (36) est alors positive
et la dérivée

d

aa
i <M> est aussi positive.
ot

an
ay
[’age y auquel cette derniére change ainsi de signe
est généralement tardif.
20 L'dge a la conclusion de I'assurance est plus grand
'd \ ’ra
o eqal a Udge X.
I’expression (36) est positive ainsi que la dérivée

__(L agf; +n
dF \ ay



— 153 —

§ 7. Age X auquel la fonction (37) atteint son
maximum.

[’examen des tables du paragraphe 6 montre nette-
ment que les variations des parametres ¢ et ¢ n'ont
pas ’influence sensible sur 'dge auquel la fonction
(37) est maximum.

Si le parametre o croit, cet dge déeroit faiblement
(de moins de 2 ang si I'on ne sort pasg descas pratiques).

(es remarques ont une tres grande importance.
Iilles  expriment que les variations de la mortalité
exercent ici une influence presque insensible, co qui
nous autorise a négliger les variations de mortaliteé
dues aux changements du taux dinvalidité.

M. Urech ') a aussi remarqué que la mortalité
parait exercer une treés petite influence dans ces questions.

Lorsque la constante ¢ a une faible valeur, les
variations du parametre ' paraigsent n’avoir qu’une
petite répercussion sur l'age X.

— 0,94
G I = 0,0001 | I' = 0,00005 | If' = 0,000007

1,10 51 51 51

1,11 52 52 52

1,12 53 53 52 Y
1,13 54 Y, 54 53 1
1,14 56 55 54

1,15 57 56 54 1
1,16 55 57 55 Vi
1,20 45 A 58

1) Travail présenté le 3 novembre 1929 & I'agsemblée annuelle
de D'«Association des actualres suisses», & Berthoud.
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o= 0,97

G F = 0,000l | F = 0,00005 |I'= 0,000007
1,10 50 49 49
1,11 51 50 14 50
1,12 52 1, 52 51 Y
1,18 54 53 52 14
1,14 55 1 54 53 15
1,15 57 55 54
1,16 55 56 55
1,20 45 49 58

§ 8. Influence des variations de la constante [/
sur les réserves mathématiques.

FEn appliquant notre conelusion du paragraphe 5

aux résultats du paragraphe 6, nous pouvons énoncer:

10 Si I'age x, est plus petit que 'dge X [auquel la
fonction (37) présente son maximum], la réserve varie
dang le méme sens que le parameétre F' pendant les pre-
mieres années, puis en sens contraire pendant les der-
niéres années d’activité.

20 i l'age z, est plus grand ou égal & l'dge X,
la réserve et lo parametre I varient en sens inverses.

ad

Zp+n

a
§ 9. Dérivée du quotient -

T

par rapport au

!

paramétre (.

En vertu de l'indépendance des constantes ¢, g,
o, I eb G on a:

G \ aw o \ ap / dG oG \ ay
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w4 D asa : G \
Lia dérivée T st donnée par Iéealité (36
) T aa ©
C amo

dont nous simplifierons désormais 1'éeriture en rem-
plagant I'expression entre accolades par la lettre ¢:

=00
2 ‘lor qasrn-}-n-}-r+ 7 Gmo"”” +r . GTO'E‘"‘*‘ .
(39) @ = :_zo(i L (motn
zotnte . xytntr

o° gc +1G

t={)
I'—j—'OO
Zﬁgz qc”’“‘“—}- 7ot (ot

i r==0 I }xo
c,o1 cﬂ‘o +,+ :[‘Gx‘]+t
Z o'y
0

De T'égalité (28) nous tirons:

0 a7 B I
(10) dG ( (Log () ® Log g

et de 1'égalité (33):

0 agd~1—:1 a‘.;_u—l— n' P .TJ(){),' ) » »
: ( ) = 2y G — (zy 4 n) GRot !

o

as as
2o +n-t N o Fr
ycx"'“z“-l- g0t t(mov}-n——f—r) GFotnt—1 Zoz gc“r" N o (%+1)Ga’0+ r—1
o o o L =0 o\
+nt o+ 1+ 3 +t A% tT
gcfu LTV s Zoz gcx" +T6
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Désignons par la lettre p I'expression entre accolades
multipliée par G. Nous éerirons:

[~ 1=c0
\ | Totntr L xetnte
T .0 +1¢ . , 1L+ 1
Z 0" (2y+n 1) GRot"te
=0 5
(2) p= |2 — (mpf-m) Gt
zﬁa' gcwu ~.Ln-}-t+ TG% +n-tr
— =0
oy -
i xo+T | A% tT )
T .0 +1 G 1+t
2 ¢ g (zy 1) GT7
=) 5
s || gy G
1=00 l ke
21 LT, T
gt gc +1G
= r=() =

Iin vertu des égalités (36) et (39) & (42), l'expression
(38) peut s’éerire apreés simplification:

d as as. r .
(43) ( e ) = ém‘:}’(—’ {(——“-5 g -+ T Logg- 1/)}'

dG \ a® Log ()

ans
Signe de la dérivée duw quotient =™ par rapport
) aa
\ . )
av parameétre G:

Dans (43), tous les facteurs précédant l'accolade
sont positifs, la dérivée étudide a done le signe de I'ex-
pression entre accolades. Cherchons ce signe:

A cause de l'égalité (28):

My g = ( ¥ )
——— @4 1T Logg-yp = - —1
) Togap ? 89 Y= [ogG\LogG "




— 187 —

Lies expressions I'' et Log (¢ sont toujours positives.
, F
Le signe du quotient ———— est done positif.
.[JOg (y
Le signe de l'expression entre parentheéses dépend de

la valeur de .

Lie second membre de I'égalité (42) exprime que le
gsymbole y représente la différence des valeurs d'une
méme fonction aux points x, et z,-f-n. Cette fonction

ost
=00 +
\1(15 C.L‘ I‘r_l_ ’l'(r'm" -7 T
_ z+7) G
Zi { (@
(45) = S———"

fr

NV ™
4l
L

r=0

[Vexpression (37) est une moyenne pondérée des
valeurs de ¢, diminuée de la plus petite des valeurs
entrant dans la moyenne.

[expression (45) lui est semblable, les poids sont les
A . . ’ . ’ . e
mémes, mais les opérations sont effectuées sur a G

au lien de D'étre sur G*.

Comparant encore ces deux expressions nous trou-
vons que, st l'on passe de la premiere, (37), ala seconde,
(45):

1° La somme qui figure au numérateur est mul-
tiplice par un facteur supérieur & x. Le dénominateur
ne changeant pas, la fraction est multipliée par ce fac-

tour.

12
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Quotient des valeurs des fonctions (45) et (37),
au méme fge, pour la combinaison de constantes IX.

Ages | Quotient | Ages | Quotient| Ages | Quotient

20 50,4 35 57,3 50 65,7
21 50,9 36 57,8 51 66,3
99 51, 37 58,4 59 66,9
23 51,7 38 58,9 53 67,6
24 52,1 39 59,4 54 68,2
25 52,6 40 60,0 55 68,8
26 53,0 41 60,5 56 69,4

27 53,4 42 61,1 57 70,1
28 53,9 43 61,6 58 70,7
29 54,4 44 62,2 59 71,4
30 54,8 45 62,7 60 72,0

31 55,3 46 63, 61 72,7
39 55,8 A7 63,9 62 78,4
33 56,3 48 64,5 6 78,9

34 56,8 49 65,1

Le terme soustractif (¢* n’est multiplié que par .
En conséquence, expregsion (37) est multipliée par un
nombre plus grand que .

Des caleuls — faits pour 25 combinaisons de cons-
tantes choisies parmi celles qui ont servi a 'étude de
l'expression (37), et dans lesquels nous avons de nouvean
laissé de cOté les survivants valides & 1'dge de 65 ang
— prouvent que le multiplicateur n’est jamais inférieur
& 25 et qu’il eroit progressivement avec l'age .

Nous ne publions ci-dessus qu'un exemple des
valeurs de co multiplicateur, celui tiré du second cas
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des combinaisons de constantes (voir p. 144). Les autres
ras donnent des valeurs eroissant tout aussi régulicrement
avec l'age.

20 [a nature de Dlexprossion change peu, l'allure
reste la méme, I'age auquel le maximum a lien est par-
fois reculé d'un ou deux ansg. La table de la page suivante
donne les valeurs de I'expression (45) dans le voisinage
de son maximum, les valeurs suivantes décroissent
trés rapidement.

Ftudiant Uexpression (36), nous avons trouvé le
signe de ¢. Ce quia 6t6 fait pour ¢ se répete identique-
ment pour g. On peut maintenant poursuivre I'ébude

d ad
- P rptn
du signe de la dérivée —— | —%—~
d aae
’ Ty
\ y A 4 A <l

a) Cas on Udge xy est plus petat que Udge X7, auquel
expression (45) présente son maximum:

@ 6tant la différence des valeurs de l'expression
(37) aux points x, et x,-} n, p est la différence des va-
leurs correspondantes de 'expression (45).



Valeurs de la fonction. (45)

- e —

091

iCombinaisons de constant. 50 ans ‘ 51 ans ’ 52 ans 53 ans 54 ans 55 ans
[
| I. .. .. ... 6150 | 6280 | 6270 6280 6230 | 6130
\ I. . ... ... 5940 | 6030 | 6080 6100 6070 5980
TIL: c 5 ¢« o ¢ = 3 6230 6270 ! 6290 6260 6190 6070
v. ... .. 6690 ; 6760 5 6780 6760 6680 6540
V... 6820 | 6880 | 6900 6870 6790 6640
VI. .. ... .. 6290 | 6370 | 6420 6420 6370 | 6260
i | J
i(}ombinaisons de constant. 48 ans 49 ans ! 50 ans 51 ans 52 ans 53 ans
B t : |
| VII. . . .. ... 7440 | 7300 | 75300 | 7530 7490 7400
| WELs s 2 = : w3 7520 7590 | 7620 | 7610 7570 7480
f IX. ... 7570 | 7630 l 7660 | 7650 7600 7510
i X owmos o8 5o 7270 | 7340 | T390 7400 7370 7290
[ | ! | |
{Combinaisons de constant. 52 ans 53 ans l 54 ans i 55 ans 56 ans | 57 ans
\ | | I
| | | |
X v ¢ 05 : 6 30000 30600 | 31100 | 34200 31100 | 30500
KB . w - oo owom 32300 32900 | 33200 | 33300 33000 | 32200
XIV . 5 . v o« o« - 33700 34200 | 34500 | 34500 34100 | 33300
XV. . ... 35800 | 36100 | 36300 | 36100 35500 | 34400
XVIi. . . .. ... 29600 ; 30200 | 30600 | 30800 30700 | 30200




/

Les valeurs portées sur ce tableau ont été calculées avec 3 chiffres exacts.

{E Combinaisons de constant. 43 ans | 44 ans 45 ans 46 ans 47 ans 48 ans
| i
XVIII . 7800 | 49100 50200 50700 50700 50000
XIX . 48000 | 49400 50400 50900 50900 50200
XX . 47300 | 48700 49700 50300 50300 49600
XXI. 48600 | 49900 50800 54300 = 51200 50400
XXIT . 51000 | 52300 53100 53400 | 53200 52300
XXIIX , 51200 | 52400 53200 53600 | 53500 52700
E | |
Combinaisons de constant. 56 ans l 57 ans 58 ans 59 ans ' 60 ans 61 ans
i ‘
XXV-. 794000 815000 828000 826000 803000 746000
XXVI . 833000 832000 862000 857000 830000 768000
XXVII . 813000 833000 844000 841000 816000 756000
XXVIII . 789000 807000 817000 813000 789000 732000

191
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Ces derniéres valeurs sont obtenues en multipliant
les premieres par deux facteurs plus grands que 20,
le plus petit multipliant la valeur soustractive. Il g’en
suit, lorsque ¢ > 0 (c¢’est-a-dive pour les petites valeurs
de m):
(46) p > 20 ¢.

Des inégalités (30) nous tirons:

Log @ > Tog 1,1 = 0,0953

1
<105
e
On a done:
i ~ .
(47) - < 10,5 ¢ <20 ¢ < w;

Log G

il en résulte que Pexpression (44) est négative of que

ood [am,, . ;
la dérivée —— | —=—| est aussi négative.
d G as
0
Powr les plus grandes valewrs de m, lorsque ¢ << 0,
e
Pexpression w peut rester d’abord positive, eela résulte
du raisonnement qui nous a conduit & 1'égalité (46).
On a alors

oy
- 0 et —up <O,
Log G = r
d’olt
¥
— —p < 0
LogG '

et, & cause de (43) et (44),

A (a—g‘;ﬁi) < 0.
aG \ ap
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Ensuite l'expression » devient négative et décroit
trés rapidement, ce qui est une conséquence de la tres
rapide décroissance de expression (45). Klle ne tarde

\ 7 T e
pas & l'emporter sur —— , car la diminution de l'ex-

liog (7
pression p est, en valeur absolue, plus de 50 fois plus
forte que la diminution de .

On a alors

. 0
TogG ¥~

\ ¢ 7 Spip. W o (l ‘ag(-[;-+’!'\
et, & cause de (43) et de (44), la dériwée —— | —=—
- (l (;
est positwve.

" . TER . A "
Souvent, ceei a lieu déja pour le premier age, X,
olt I'expression p est négative. Cet ige est tres tardif
si m, est faible. Pour une assurance contractée avant
I'age de 26 ans, il dépasse 59 ans, excepté pour de tres
fortes invalidités qui ne se présentent pas dang la pra-

tique. (Cas ou I' =0,0001, (G =1,2))

b) Cas o Udge mz, égale ow dépasse X' [auquel
l'expression (45) est maximum].

g <0 of p<0.
Pour le méme motif que précédemment, y ne tarde

X ¥
pas & l'emporter sur Toa ot l'on a
Log Gr

¥
Log G

—p >0

ot

ot s d agﬁ-}-n "
la dérweée A\ om est pOS‘Lt’l/UL’.
d @ a 2,
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§ 10. Influence des variations du paramétre ¢
sur les réserves mathématiques.

Fn appliquant notre conclusion du paragraphe 5
aux résultats du paragraphe 9, nous pouvons énoncer:

@) Si 'dge z, est plus petit que 1'Age X', auquel
Uexpression (45) présente son maximum, la réserve varie
dans le méme sens que le parametre (7 pendant les
premiéres années d’activité, puis en sens conbraire
pendant les dernieres. ’

b) Si dge x, est plug grand ou égal & I'dge X',
les variations de la réserve sont de sens contraire & celles
du paramétre (7.

Bemarque: Les résultats que nous venons d’énoncer
sont semblables & ceux que nous avons obtenus pour
I'influence des variations du parametre F' sur les ré-
serves mathématiques. (La différence enfre les dges X
et X' ne dépasse pas deux ans.)

§ 11. Différentielle totale de la réserve mathé-
matique. Variations simultanées des parameétres [ et (/.

Pour abréger, nous remplacerons ,V(a¥) par ,V, .
Fn tenant compte de l'invariabilité de aj et de
a‘;ﬂ,}_,,, ¢’est-d-dire en admettant que les parametres

I et (f seuls varient, la formule (2) donne:

d [aw., ) d ( Lo ) o
=—al | — (222 ) dF +—— | 222 ) dG
T { dF ( ag st dG \ agp f
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En vertu des égalités (34), (35), (36), (39) et (43),
cotte différentielle est exprimée par:

ag, A, | F( o _ ) |
gy 2 et s e
( ) ¢ / ([J()g (f P l

a’;‘; . L()g G T

Signe de la différentielle totale. 1 expression qui
précede laceolade est toujours positive. Le signe de
d (,V,,) est donc donné par Uexpression entre accolades,
il dépend des valewrs de d I et d (7, et nécessite une étude
particuliere dans chaque ecas. On peut cependant
faire quelques considérations générales.

(o Cas ow d I et d (G sont de méme signe: Lors de la

( " Aaa
. L ’ R ’ .
recherche du signe de la dérivée — | —"% ) on a étudié
d a‘f,“
0

o

le signe de I'expression — . 1l résulte de cette

Log G
: R s o

étude que ¢« d I et ( (-lﬁ;‘{—?”. -1;») d ;i sont de
méme  signe, excepté  éventuellement pour quelques
raleurs de 2, +n (quatre au plus) autour de I'ige X'
Iexpression entre accolades |égalité (48)] est done du

N/

signe commun & ¢ - d I et — (;(]J(:;—(? —yp | dG.
Nous retrouvons ainsi la «remarque» du paragraphe 10,
que nous mettons sous la forme: les influences des acerovs-
sements d I' et d (! sont de méme sens, elles s ajoutent.

20 Cas ou dF et di sont de signes contravres:
I'expression entre accolades, au second membre de
I'égalité (48), peut étre éerite sous la forme:

1B — r l ) r
(49) A (a"lu)g(r'((/ - € p
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Des inégalités (30), nous tirons:

7
(50) l'-—:,— P | < | 0,0001 %
F " 46 sont d 1
et —————dG s dme §i : :
a1 et oG d %0}1’0 de méme signe, on a done
i nl -P-' 17
(51) i ((ll’ — Log‘i;‘ (l(r) =g (lF’

En plus, les dewx expressions dont on prend 1cy la
valewr absolue sont de méme signe.

Des tables des valeurs des expressions (37) ef (45),
on tire, dans le cas o Iige x, est inférieur & 30 ans,

(52) ‘Tp'<l8()(p‘

pour toutes les valeurs de x, -} n prises en dehorsdel’in-
tervalle (X —1, X" —1), ot X" représente le premier
age auquel 'expression y est négative. Cebte inégalité
a 6été confirmée par plus de 70 «sondages» effectués
dans les cas qui paraissaient les plus douteux, cas
répartis sur les 25 combinaisons de constantes pour les-
quelles les valeurs de I'expression (45) ont 6t6 caleulées.
Un seul cas, olt l'invalidité était trés faible et sortait
des limites pratiques (I' = 0,000007, ¢ = 1,1), a fait
exception.
Fn vertu des inégalités (52) et (50), on obtient:

0,0001‘80(};]-'(1(} >O,0001‘1p JdG| > qudGJ
ot

. 7]

0,008 | ¢ dG | > —C,—zpdG




Fn congéquence, si:

(53) L dI'| > 0,008 -| g d |
on a, & cause de (51)
ﬁ‘l 1,‘!
i BT ——re——aa J ] sy 0 F
P\ T G Tog G ) g ¥~
I1 s’ensuit que 'expression (49) a le méme signe que
g d I
L condition (53) peut étre éerite:
(53") | dF| > 0,008-|d |

Lorsque x,+n est compris dans U'intervalle (X -1,
X" 1), il peut arriver que les expressions ¢ et
soient de signes contraires; l'expression (49) est alors
une somme de deux termes de méme signe, elle o le
signe commun qui est aussi celui de ¢ d I'. Les autres
cas doivent étre examinés séparément.

Résumé: Si x, est plus petit que 30 et si la condition
(537) est satisfaite, la différentielle totale a le signe de
I'expression ¢ d I pour les valeurs de z,-+n prises en
dehors de lintervalle (X —1, X"—1). En consé-
quence, la réserve varie dans le méme sens que si les va-
riations étaient dues & linfluence du parametre I7
seulement.

[1 est évident que si la condition (53") n'est pas
satisfaite, il peut arriver que I'influence des variations
du paramétre ¢ U'emporte. Il se peut aussi que 'in-
fluence de la variation du paramétre If'soit prédominante
pendant les premicéres années d’assurance seulement.
(haque cas doit étre étudié séparément.

Il est difficile de dire quelles sont les variations
les plus courantes de invalidité.  Quelques expériences
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A

semblent montrer que l'invalidité diminue aux dges
mférieurs & 40 ou 45 ans et augmente aux dges supé-
rieurs. (Diminution de la valeur de la constante F' et
augmentation de (.) Cela peut étre congidéré comme une
conséquence des progrés de 'hygiene, de la médecine
et des mesures préventives contre les accidents et la
maladie.

§ 12. Hypotheses & la base de ce chapitre.

Nous avons admis:

I* hypothése: La mortalité suit la lov de Makeham.
Cette loi est si souvent utilisée par les actuaires qu'il
semble inutile d’en justifier 'emploi.

LIe hypothése: Le tauwx de mortalité des actifs n’est
pas nfluencé par les variations de Pinvalidité.

Au paragraphe 8 du chapitre 11, nous avons dit com-
ment on peub interpréter cette hypothese et en avons
donné la justification. Il reste encore & montrer quo
l'adopter n’est pas une grande erreur.

Pour déterminer le sens de variations de la résorve,
nous avons dit congidérer lallure des fonctions (37)
et (45), ainsi que les dges auxquels leur valeur est
maximum. Nous avons alors remarqué que la mortalité
parait jouer un role presque insensible dans cey
uestions.

Fin conséquence, une influence des variations de
I'invalidité sur la mortalité ne doit rien changer & nos
conclusions, d’autant plus qu’une variation de 'invalidité
ne saurait avoir une grande influence sur la mortalité
des actifs.

I1Ie  hypothése: Le taux anstantand dinvalidité
est donmé par une exponentielle: v, = I (%
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Cherchant & exprimer analytiquement l'invalidité
moyenne, M. Urech a pris en considération toutes les
principales tables d'invalidité et est arrivé a cette loi
qu’il a donnée sous la forme

(ette expression ne représente pas exactement
chaque table d'invalidité, mais elle exprime une loi
moyenne de 'invalidité.

Nous aurons peut-étre l'occasion d’approfondir
cette question dans un autre travail.
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