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Le calcul du taux de rendement des obligations

remboursables ä une date determinee.

Par F. Kamber, Berne.

Soient c le cours du titro par unite de la valeur
nominale, j le taux de l'interet qui est paye ä la fin de

chaque periode d'une longueur donnee, i lo taux de

rendement pour une periode de longueur egale, n le

nombre de periodes qui doivent s'ecouler jusqu'ä l'e-
cheance du titre, y le taux de l'iinpöt sur les coupons,
p la prime au romboursement par unite do la valour
nominale. Soient en outre

1 + i — r,
1

7 v'

r"— 1

Les grandeurs que nous venous do definir sont lieos
par l'equation

(1) c j (1 _ y) a + (1 + p) vn.

Cette equation ne pourra pas, en general, etre
resolue directement par rapport au taux de rendement
i. Pour connaitro ce dernier, il faudra proceder par
approximations successives, ä moins que Ton ne fasse

usage de tables de rendement speciales. Encore leur



emploi sera-t-il penible s'il faufc interpoler par rapport
ä n et ä c. La difficult© a'accroitra si une troisieme
interpolation par rapport ä j est necessaire, ce qui peut etro
le cas particulierement lorsque y n'est pas nul.

La nomograpbie, au sujet de laquelle nous renvoyons
aux ouvrages speciauxx), nous fournit un moyen d'obte-
nir rapidexnent une premiere approximation de i. Le

nomogramme dont nous donnons plus loin une
reproduction represent© l'equation (1) pour le cas parti-
culier y p o. II est facile de l'appliquer au cas

Q

general; il suffit de remplacer c par c - et j
a n ,,x + P

L'echelle des j s'etend jusqu'ä j 4% %•

realite le nomogramme pourra servir pour — 63/7 %.
G

En effet, pour n — oo nous avons % Done, si

nous ferons passer la droite mobile par le point (c) et

Si l'on desire une precision plus grande, le

nomogramme aura donne au moins une valeur approcheo

grace ä laquelle on arrivera plus rapidement au but.
Pour le calcul par approximations successives,

on fait en general usage de tables de fonctions d'interets

composes. Ces dernieres ont l'inconvenient que nous

avons signale ci-dessus au sujet des tables de rendement;
en outre, le fait quo dans beaucoup d'entre elles l'argu-

L Voir notamment: d'Ocagne, TraM de nomographie, 2°

Edition, Paris 1921.

^A%<i <&hc%,
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meat i ne croit pas suivant line fraction decimalo simple
contribue a rendre leur etnploi pou commode pour la

recherche du taux.
he prohleme se reduisant a la resolution d'una

equation
/(») 0,

cherchons a donnor ä f(i) une forme permettant un
calcul aise. De (1) nous tirons

cir" (1 — y) r" — j (1 — y) + (1 bp) i,

rn\ci — j (1 — y)] (1 + p) i — j (1 — y) ot

(2) nlogr log[(l + p)i — j(l— y)J — log[ci — j(l — /)]•

Par consequent, pour c <[ 1 + P nous poserons

(8) f(i) n log r -|- log[ci — j (1 — y)]
— log[(l -I- >p)i — j (1—y)l

et nous romarquerons quo nous avons

4ß>a.
ch

Pour c > 1 + p nous aureus

(4) f(i) — nlogr -|- log[j(l — y) — ci]
— log ['/ (L — y)— (1 + p)f|

et

di

Sous cette forme, l'equation

f(i) 0

sera resolue aisement au moyen d'une table de logarithmes
ordinaire, les expressions entro crochets etant calculeos
directement pour les differentes valeurs de i.
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En faisant usage d'une table ä q decimales, / (i)
sera affecte d'une erreur ne depassant pas

10~®(n + 2)

2

en valeur absolue. Ki nous designons par s l'erreur
dont sera affectee la valeur de i trouveo, nous aurons

.10"«(» + 2)< ~JT7T\ ]•df(i)
cli

rj tend vers 0 lorsque c tend vers 1 + p. Pour q—o,
t] ne depassera que raremont 0,001 %.

L'omploi des formules (8) et (4) n'est cependant

pas tres commode dans certains cas. Eaisons, par
consequent, une nouvelle transformation. De (2) nous
tirons

log 71 + log logr log {log [(1 + p)i — j (1 — y)J

— log [ci — j (1 — /)]},

ce qui nous permet de poser, pour c < 1 + p,

(5) g (t) =- log w + log -5^ + log i
— log{log [(1 -I- p) i — j (1 — y)J — log [ci — j (1 — y)]}

(^>°
Pour c > 1 + p, nous poserons

(6) (j{i) logn + log^ + logi

— log{log [j (1 — y) — (1 + p) i] — log [j (1 — y) — ci]}

r-#<°
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Dans les formales (5) ot ((>), log log r a ete romplace

par log—*?- -|- legi. Dans l'appendice (note 111) nous
^

logr
donnons uno table des valours de log - ; uno table

'l

de log log r aurait du etre beaucoup plus etondue

pour permottro une approximation egale, k cause de

log log 1 —oo,
11 est sans grande utilite de calculer la quantite t]

definie ci-dessus. Dans tons les cas analogues on eta-

blira sans peine la valour des limites entre lesquellos la

function devra etre contenue etant donnes les noml)res

de decimalos des tables dont on fait usage; cette valeur
10~?

est fournio par une expression de la forme - (nn -|- r).

Les dernieres approximations obtenuos pormottront alors

d'evaluer facilement les limites correspondantes de i.

* *
*

Si le cours subit un potit accroissement h, l'accroisso-

ment corrospondant du taux de rendoment sera — ^
La differentiation do (2) nous dormo

rn/i (1 + l>) di cdi -|- idc

r ~ (i + j (i-7) ~~ci- j(i - -yy

(7) % -i_ (c !±P }i\
% \ i \(1 bp)'i—y'(l—y) r)

ou

/71s,\ _ _i'1 —_y) 1 d V — c n\ nc
di i \(1 +J>)i—j(l—y) r) r°

II ost pout-etre interessant de deduiro, 011 outre,
quelques formules approchees.

5
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Par transformation de l'equation (1) nous ob-

tenons

(8) c — 1 — p a [j (1 — y) — i (1 + p)].

Nous en tirons

flc
— a'[j (1 — y) — i (1 -I- ]>)] — a (1 + p)

ou, en tenant compte de la relation

IV a

do l /1 \'
di

(})) =-o

I1 + v + (a) a ^ 1 + P)]}

+ v + {^) (c — 1~v)

La courbe vx tournant sa convexite vers l'axe de3

x, nous avons, quel quo soit k,

k 2 n 1-1—J; i

a

et, par consequent,

»""<Z
vk + v2n + i-k 1 + vn

nv </. ^ =a" 2 '

k= I

D'autre part, il ost facile de verifier la rolation

a < n v.

Done,
1 i »*

n - n + l - 1+1)
av < nv <T a -

2 '
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Tia differentiation do - nous donne
a

IV 1—v"—m«nH
a J (1 — vn)2

4 n-l I
1

t 71V

1—u"Vl a

Si dans cotte derniere expression nous romplaqons

successivoment nvn f 1

par los liinitos ci-dossus, nous

trouvons
1

Designons par L los valours do ~ que nous obtonons

on remplagant (—) dans (8) par des valours trop potites,

ot par M cellos qui sont fournios par dos valours trop

grandes do ^-j Grace aux inegalites quo nous vonons

d'ecriro nous avons

,,m T
1 "I" V + c

(10) Lt=—a - -g---»
(11) Mj •— a c.

Nous pouvons encore parvenir do la manioro sui-
vanto une serie do valours approchees.

Le calcul dos differences nous porinot do poser

f(x) f(0) + xf(o) + ~f"{o) + ||/">(o)

/(^-/(o)-^/»-^!/»- -^/("(0)
+ - J+l' t+1 x

Xx

X (X J^l) i((+ 2)/.cN

(t + 2)1 '
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Derivant et remplaijant x par xv nous obtenons

t — 1

~T/'(®i) (« + Vf(Xl)„ f{0)-tf'(o) -f"{o)xl

— ^gp/"'(o) ^i2 ,ri,m/! 1
(t + 2)!

1

Dans cette expression, £ est compris entre o et xv
Si nous faisons, par exemple, xL — i, t - - o, nous

avons

+ jr®.
Or, il est facile de verifier que

Nous obtenons par consequent

1 1

est positif.

L2 — ci

(12)

1 -h V +

j (i — r) +

n
(c — 1 — p)

1 + V

a par

En vertu de (8), il est toujours loisible de remplacer
c — 1 —p

j{\— y)— i(l +J))
dans les formules precedentes.

Jusqu'tt present, nous avons suppose implicitement
que n etait ontier. Soit maintenant n fractionnaire et

soit ß la fraction de periode qui s'est ecoulee depuis la
derniere echeance, n + ß etant done entier et ß etant
compris entre o et 1. Dans la pratique on paye jß pour
les interets courus, lorsque ceux-ci ne sont pas compris
dans le cours. De la sorte l'operation se trouve ramenee

au debut d'une periode. Le montant de jß n'ost cepen-
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dant pas tout a fait exact. Demandons-nous done quelle
est la somma x que l'acheteur dovrait payer en sus de

c pour que l'equation (1) soit applicable, les interets etant
tous evalues d'apres la methode exponentiolle. Nous

avons

ou

(c + x) / - - J (1 — y)

c + x - j(l — y)

t vn+fl

I
/—vn

+ (1 + p)v'n+fi

+ (1 -1- p)vn

ou, en tonant compte de (1),

« 7(1 — y)
/— 1

Si l'on paye jß pour les interets courus, il faudra
done, pour appliquer strictement la methode oxponon-
tielle, remplacer c par c -|- A, A etant l'exces do jß sur x,
c'est-ä-dire

A jß — x

/- 1

^ —(i- y) -
Cette quantite est positivo et tres petito. En de-

veloppant par rapport fi i, nous oh tenons

A<j li yß

Le maximum de cette derniere expression a lieu
^

1 ypour p — -j. p ne poQyjjQj j)aa dopasser l'unite,
nous distinguons deux cas:

1° si '2y > -i, A jy •

si 1y A < ^ (y + ; si) Gn particulier,qo

y=--o, A <-]%

8
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A represento une somme si petite que nous pouvons
la considerer comme une perte negligeable ou comme une
depense rentrant dans la categorie des frais generaux.
De cette fagon nous obtenons une premiere valeur iv
Pour tenir compte de A, il faudra ajouter ä iL la quantite
negative

A

dc dA'
di di

dA /—1—i,?/-1
Or, -p- 7(1 — y) Tj est positif ot

Cl'l %

7 (1 — y)
inferieur ä Ce terme pent, par consequent,

o
dc

etre neglige par rapport a et la correction a apporter

ii sera
di
10'

Pour le calcul de cette expression, on recourra
avec avantage aux formulos (7), (7bis), (10), (11) et (12).

Si Ton fait usage du nomogramme, A ne represente
sur l'echelle des c qu'une fraction de millimetre dont
l'influence sur le resultat est insensible. L'interpolation
ä vue par rapport ii n est par consequent legitime si

l'interet depuis la derniere echeance n'est pas compris
dans le cours; dans le cas contraire elle Test aussi, ii
condition de retranclier jß, ou mieux jß (1 — y), de c.
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Appendice.

I. Applications accessoiros du noinogrannne de

rendcnient.

Dans les mathematiquea financieres on rencontro

un certain nombro do fonctions, designees d'ordinaire

par r", v", a/D, etc. Elles peuvent s'ecrire, d'une
faQon generale,

G -- cp (i, n),

et peuvent etro representees, commo toute equation
ä trois variables, par un noinogrannne a entrecroiso-

ment. Or, sur notre nornograuuno nous avons dejä
les systemes (i) et (n). Ainsi que nous nous proposons de

lo demontror dans un travail ulterieur, le Systeme (G)

est constitue par des droitea, concourantes ou paralleles
suivant lo cas. Nous nous bornerons ici a quelques
resultats:

I je point j — o est le point de concours dos systemes
de droitea G pour les fonctions v" et r". On pourra done
se contenter do dessiner tine echelle des G, les droitea
devant passer par le point de cote G et par lo point j o.

Pour G r", l'echelle des (7 sera metrique si ello est
parallele ii la droite n oo, Pour G — v'\ l'eclielle des

G^3era metrique si eile est parallele a l'echelle des j.
L echelle des c est elle-meme une echelle des vn; en effet,
si dans c ja + vn nous faisons j o, il vient c v".
Nous avons par consequent un moyen, connaissant deux
des vaiiablea G, i et n, do determiner la troisieme.

Quant aux droitea sur lesquellos a et par consequent

— (facteur d'amortissement) ont des valeura constantes,

elles sont paralleles aux echelles do j ot de c, dans la
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forme que nous avons donnee i\ notre nomogramme.
Pour obtenir la valeur de a connaissant i et n, il suffit
de suivre la parallele aux echelles de j et de c passant par
le point de cote i et n jusqu'au point oh elle coupe la
droite i o et de lire la cote n de ce point, car pour
i o, a n.

II. Recherche (la taux des annuites.

La methode que nous avons developpee au cours
du present travail peut aussi s'appliquer ä la question
de la recherche du taux des annuites.

Ainsi, par exemple, de
t n

c —
—V

nous tirons 1

n tV J Cl'ly

n\ogv —nlogr log(l — ai).
Nous poserons par consequent

— wlogr -|- log(l—ai)

(^<°
Faisant usage d'une table ä q decimalos, t/<('0 sera

affecte d'une erreur ne depassant pas

+ 1)

en valeur absolue.
^

Pour le cas n 30, a 20, nous obtenons, par
des essais successifs au moyen de logarithmes ä cinq
decimales:

i
_

i/'(i)
0,03 1,98726

0,025 0,02037

0,028 0,00315

0,0284 0,00034
0,02845 1,999985
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• ,• M t(n +0 t\ rwim rrDans lo cas particuhor, ^ 0,000155.

Les dernieres valeurs do (/<(() calculees nous permettent
done de conclure que i est compris entre 0,028420 ot

0,028470.
Le meine oxemple est traite dans le Text-book

de l'Institut dos actuaires1). Tj'une des methodes

appliquees it co cas fournit la reponso avec six decimales

exactes (i 0,028440). II convient toutefois de re-

marquer que ce resultat necessito le calcul de —- et de
,f3Ö!

v31 au taux de 0,028455 avec une precision exigeant

l'eniploi d'une table de logarithmes i\ sept decimales.

Faisant usage d'une table semblable, nous obtiendrions

par notro methode une exactitude au moins aussi grande,
les calculs etant plus simples et plus rapides.

III. Valeurs de
%

i i '°g r
log -7 -

b
i log)'

og~i

0,000 T,03778 0,055 "1,02011

5 (',70 00 507
10 502 05 404
15 455 70 301
20 348 75 199
25 241 80 097
30 135 85 T,01995
35 029 90 894
40 1,02924 95 793
45 819 0,100 092
50 715

D Institute ot aetuaries' text-book. Part I. New edition
by Kalph Todhunter. London 1915. Pages 108/109.
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Mode d'emploi du nomocjramme.

c cours,

j taux net cle l'interet periodique,

i taux de rendement periodique,

n nombre des periodes apres lesquelles l'obligation
sera remboursee.

c, j et i sont cotes en %.

L'emploi du noinogramme se reduit ä ceci:

Faire passer une droite mobile (fil fin) par les points
cotes j et c et lire la cote i de la droite du nomogramtrie
passant par le point oil la droite mobile rencontre la
courbe coteo n.

Exemples:

1. Quel est le taux de rendement, au cours de 88,50,
d'une obligation 4 % remboursable dans 15 ans et 3

mois

Nous avons n — 15l/,i. Joignant les points de cote

j 4 %, g 88,50 %, nous lisons, par interpolation ä

vue entre les courbes n 15 et n 16, i 5,11 %.

2. Soit 83 le cours d'une obligation 33/4 % remboursable

dans 17 ans et 6 mois. Coupons sernestriels, 2 %
impot sur les coupons. Quel est le taux de rendement?

3 75 °/
Ici, nous avons j =- '-^—(1 —0,02) 1,8375 %,

c 83 %, n - 35.

Le nomogramme nous donne i 2,57 %.

Ceci est l'interet semestriel. L'interet annuel sera,
comme on sait, 2i +
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