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Le calcul du taux de rendement des obligations
remboursables a une date déterminée.

Par F. Kamber, Berne.

Soient ¢ le cours du titre par unité de la valeur
nominale, j le taux de I'intérét qui est payé a la fin de
chaque période d'une longueur donnée, © lo taux de
rendement pour une période de longueur égale, n le
nombre de périodes qui doivent g’écouler jusqu’a 1'é-
chéance du titre, y le taux de I'impot sur les coupons,
p la prime au remboursement par unité de la valeur
nominale. Soient en outre

1l +1=r,
1
—?:‘;A’U’
® "——-1
— = q.
wn

Les grandeurs que nous venons de définir sont lides
par I'équation

(1) c=f(1—pa+ 1+ p)"

Cette équation ne pourra pas, en général, atre
résolue directement par rapport au taux de rendement
1. Pour connaitre ce dernier, il faudra procéder par
approximations successives, & moins que l'on ne fasse
usage de tables de rendement spéciales. Kncore leur
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emploi gera-t-il pénible g’il faut interpoler par rapport
an et ac. La difficulté s’aceroitra si une troisieme inter-
polation par rapport & § est nécessaire, ce qui peut étre
le cas particuliérement lorsque y n’est pas nul.

La nomographie, ausujet de laquelle nous renvoyons
aux ouvrages spéeciaux '), nous fournit un moyen d’obte-
nir rapidement une premiére approximation de 4. Le
nomogramme dont nous donnong plus loin une repro-
duction représente I'équation (1) pour le cas parti-
culier y = p =o. Il est facile de lappliquer au cag

général; il suffit de remplacer ¢ par ¢ = : et g
j (L —7)

1+4+p°
[’échelle des 7 s’étend jusqu’d j =

par j' —

414 °%. FEn

réalité le nomogramme pourra gervir pour 1 - 63/, %.
A h

En effet, pour n = oo nous avons ¢ = % Done, si

o Yo <3 < 6%7¢ %,

nous ferons passer la droite mobile par le point (c) et

par le point (-n, == B0y, | = %)

51 l'on désire une précision plus grande, le nomo-
gramme aura donné au moing une valeur approchée
grice & laquelle on arrivera plus rapidement au but.

Pour le caleul par approximations successives,
on fait en général usage de tables de fonetions d’intérédts
composés. Ces derniéres ont l'inconvénient que nous
avons signalé ci-dessus au sujet des tables de rendement;
en outre, le fait que dans beaucoup d’entre elles 'argu-

1y Voir notamment: d'Ocagne, Traité de nomographie, 2° édi-
tion, Paris 1921.



. 43 —

ment 7 ne croit pas suivant une fraction décimale simple
contribue & rendre leur emploi peu commode pour la
recherche du taux.
Le probléme ge réduisant & la résolution d’une
équation
f(1) =0,

cherchong & donner & f(1) une forme permettant un
caleul aigé. De (1) nous tirons

oir" = j(1 —yp)r" —j{1—y) + (1 +p)i,
rle—jil—n]=0+p)i—j{—y) et
(2) nlogr = log[(1 +p)i—j(1—y)]—loglei —j(1—)].
Par conséquent, pour ¢ << 1 4 p nous poserons

(3) f(1) = nlogr + log[ei — j(1 —y)]
—log[(1 + p)i—j (1—y)]

ob nous remarquerons que nous avons

m>().

dv

Pour ¢ =1 + p nous aurons

(4) f(@) = nlogr + log[j(1 — y) — ¢i]
—log[j(1 — p)— (1 + p)i]
o 1)
af(
<o

Sous cette forme, I'équation
f(2)=0
sora résolue aisément au moyen d’une table de logarithmes

ordinaire, les expressions entre crochets étant caleulées
directement pour les différentes valeurs de 1.



En faisant usage d’une table & ¢ décimales, f ()
sera affecté d'une erreur ne dépassant pas
107 %n + 2)
2

en valeur absolue. &1 nous désignons par ¢ lerreur
dont sera affectée la valeur de 2 trouvée, nous aurons

Tm + -2)
INECE
i
n tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 1 - p. Pour q = 5,
y ne dépassera que rarement 0,001 %,

[’emploi des formules (3) et (4) n’est cependant
pas trés commode dans certains cas. Faisons, par
conséquent, une nouvelle transformation. De (2) nous
tirons

logn -+ log logr = log{log[(1 + p) i —j (1 —y)]
—log[ei —j (1 — )1},

ce qui nous permet de poser, pour ¢<_1 4 p,

<t

(5) ) = Towm - Tnge it o Tt

— log{log [(1 - %~7(1—H-—10g[m——?(1—*ﬁ]}
dg (v) -
( di )0)'

Pour ¢ > 1 - p, nous poserons
(6 () = logn + log 8" 4 logi
— log{log[j (1 —y) — (1 + p)1] — log [j (1 —y) — et}
(dg (v) <0)
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Dans les formules (5) et (6), loglogr a été remplacé
logr : , . -
par log —~ 4 log i. Dans I'appendice (note III) nous
v
logr
donnons une table des valeurs de log —— une table

de log logr aurait di étre beaucoup plus étendue
pour permettre une approximation égale, a cause de
log log1 = —oo.

Il est sans grande utilité de calculer la quantité
définie ci-dessus. Dang tous les cas analogues on éta-
blira sans peine la valeur des limites entre lesquelles la
fonction devra étre contenue étant donnés les nombres

de décimales des tables dont on fait usage; cette valeur
; : 1070
est fournie par une expression de la forme 5 (un +).

Les derniéres approximations obtenues permettront alors
d’évaluer facilement les limites correspondantes de 1.

¥ *

Si le cours subit un petit aceroissement ko, I'aceroisse-

dv h

ment correspondant du taux de rendement sera b = —.
de de

La différentiation de (2) nous donne da

ndy (1 + p) di cdv + de

A e (e R ()

L e

ou 7 _
) j{‘f_ _?(1__".“;)’)( 1+p—c _ﬂ) ne

T pi—ja—) " r

r

Il est peut-étre intéressant de déduire, en outre,
quelques formules approchées.
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Par transformation de l'équation (1) nous ob-
tenons

®)  c—1—p=a[j(l—p—i(l +p)

Nous en tirons

& W =) —i(1 -+ Pl —al + )

ou, en tenant compte de la relation

l 1\ . :
G ==l +(g)alit—p—ia+p]

(9) :—#a{l - p +(}1-l—)’(c~—1--‘p)].

La courbe »° tournant sa convexité vers 'axe des
x, nous avons, quel que soit £k,

e on+1—%k N
vV 40 =
—— >
et, par conséquent,
k=n
o +1—Fk
n+1< ’Uk + v n+1 al N ’U"
nv — —_—
Z 2 2
k=1

D’antre part, il est facile de vérifier la relation

a << nv.
Done,

-1 *{—’U"
a" < m"t < a
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) oo 1
TLia différentiation de " nous donne

n+tl1

(1)’” 1 —"— )
a - (1 o Uﬂ)2

Si dans cette derniére expression nous remplagons
successivement nv" "' par les limites ci-dessus, nous

trouvons
L3 <
<<t

Désignons par L les valeurs de gfb que nous obtenons
en remplagant (%«)Idans (8) par des valeurs trop petites,
ot par M celles qui sont fournies par des valeurs trop
arandes de (%) Girice aux inégalités que nous venons
d’éerire nous avons
(10) L= _—gitg+e
(11) M,=—uac.

Nous pouvons encore parvenir de la maniére sui-
vante & une série de valeurs approchées.
Le caleul des différences nous permet de poser

[(@) = (o) + af (o) + gf”(o) + o+ -?_: 9(0)
Jf(atl)—~1f(o)~—a:1;f'(o)—"’712 Y s g —%‘f“’(o)

t+1

+

t
x, +1

T —

(t+ 2)!

“—1(

+

)f ’:-2)(5)'
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Dérivant et remplagant x par z,, nous obtenons

o) =t + HERZIO gyl ),
)
-+

Dang cette expression, & est compris entre o et x,.
91 nous faisons, par exemple, &, = 1, t = 0, nous
avons
11

t—2,,, By
—_8!_f (0)%2“---"‘]‘,5(!)931‘ b

(=21 i,

a v

Or, il est facile de vérifier que (E) est positif.
Nous obtenons par consequent
1 1

a n
v

Ly=—all +p+ @“14mﬂ
1+ p—~0

n

12) ——glit—n+

En vertu de (8), il est toujours loisible de remplacer

c—1— 42
a par . 4 dans les formules précédentes.

j(1—y) —i(1 +p)

*® *
£

Jugqu’a présent, nous avons supposgé implicitement,
que n était entier. Soit maintenant n fractionnaire et
soit B la fraction de période quis’est écoulée depuis la
derniére échéance, n + g étant done entier et § étant
compris entre o et 1. Dans la pratique on paye 53 pour
les intéréts courus, lorsque ceux-ci ne sont pas compris
dans le cours. De la sorte U'opération se trouve ramenée
au début d’une période. Lie montant de j3 n’est cepen-
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dant pas tout & fait exact. Demandons-nous done quelle
est la somme 2 que l'acheteur devrait payer en sus de
¢ pour que I'équation (1) soit applicable, les intéréts étant
tous évalués d’aprés la méthode exponentielle. Nous

avons
n+p

(c+ x)v’ =41 —y) 1—_—;—— + (1 + p)o"+F
ou o
c+o=j1—n "2+ 1+ p)o"
ou, en tenant compte de (1),
. ¥ —1
x=17(1—y) qar e

Si 'on paye 78 pour les intéréts courus, il faudra
done, pour appliquer strictement la méthode exponen-
tielle, remplacer ¢ par ¢ -+ A, A étant I'excés de j3 sur w,
¢’est-d-dire

A=jf—a
= jlg—a—

Cette quantité est positive et trés petite. Tn dé-
veloppant par rapport & 7, nous obtenons

1—p
2

Le maximum de cotte dernitre expression a lieu

Y1

)

.

’i -+— )/‘8 .

a<ils

e 4 , .
pour g = g T 7+ £ ne pouvant pas dépasser I'unité,
nous distinguons deux cas -

1081 2y >1, A< gy;
. L4 ) ,‘ 2
2 81 2y <1, AL %L (y -+ é—) ; 81, en particulier,
1
y =0, 4
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A représente une somme si petite que nous pouvons
la considérer comme une perte négligeable ou comme une
dépense rentrant dans la catégorie des frais généraux.
De cette fagon nous obtenons une premiere valeur 1,.
Pour tenir compte de 4, il faudra ajouter & 1, la quantité
négative

4
de  dA”
dv v
: o i1
Or, % =4(1 —;f)?ﬁ L 3 i est positif ot
dr 1
inférieur & (1 "iﬂ_ Ce terme peut, par conséquent,
étre négligé par rapport & %(g, et la eorrection & apporter
& 1, sera
du
A Qo

Pour le caleul de cette expression, on recourra
avec avantage aux formules (7), (7%), (10), (11) et (12).

5i I'on fait usage du nomogramme, A ne représente
gur I'échelle des ¢ qu’une fraction de millimétre dont
I'influence sur le résultat est insensible. I.’interpolation
a vue par rapport & m est par conséquent légitime si
I'intérét depuis la derniére échéance n’est pas compris
dans le cours; dans le cas contraire elle I'est aussi, &
condition de retrancher 53, ou mieux §2(1 —y), de ec.



Appendice.

I. Applications accessoires du nomogramme de
rendement.

Dang les mathématiques financiéres on rencontre
un certain nombre de fonctions, désignées d’ordinaire
par »", ", ag, sy Py ete. Blles peuvent s’écrire, d'une
fagon générale,

G = o, n),

et peuvent étre représentées, comme toute équation
& trois variables, par un nomogramme & entrecroise-
ment. Or, sur notre nomogramme nous avons déja
les systémes (2) et (n). Ainsi que nous nous proposons de
le démontrer dans un travail ultérieur, le systeme ((7)
est constitué par des droites, concourantes ou paralléles
sutvant le cas. Nous nous bornerons ici & quelques
résultats:

Le point j = o est le point de concours des systemes
de droites ¢ pour les fonctions v" et »". On pourra done
se contenter de dessiner une échelle des (7, les droites
devant passer par le point de cote (7 et par le point j = o.

Pour G = ¢, Téchelle des ( sera métrique si elle est
paralléle & la droite n — co, Pour (¢ — ", I'échello des
_G,fmm métrique si elle est paralldle a I'échelle des .
'[f échelle des ¢ est elle-méme une éehelle des v"; en effet,
81 dans ¢ = ja + 4" nous faisons 7 = o, il vient ¢ = v".
Nous avons par conséquent un moyen, connaissant deux
des variables (7,7 et m, de déterminer la troisidme.

Quant aux droites sur lesquelles a et par conséquent

1 .
— (facteur d’amortissement) ont des valeurs congtantes,
@

elles sont paralleles aux échelles de § et de ¢, dans la



wic BB —

forme que nous avons donnée & notre nomogramme.
Pour obtenir la valeur de @ connaissant 7 et n, il suffit
de suivre la parallele aux échelles de § et de ¢ pagsant par
le point de cote 1 et n jusqu’'au point ot elle coupe la
droite 7 = o et de lire la cote n de ce point, car pour
1=0, 4 ="n.

I1. Recherche du taux des annuités.

La méthode que nous avons développée au cours
du présent travail peut aussi s’appliquer & la question
de la recherche du taux des annuités.

Ainsi, par exemple, de

1 L 'Uﬂ
4= —

nous tirons b

0" =1 — am,
nlogv = —nlogr = log (1 — m).
Nous poserons par congéquent
(1) =nlogr - log (1—ar)

dy(7)
(5" <)
Faisant usage d’une table & ¢ décimales, (1) sera
affecté d’une erreur ne dépassant pas

107%n 4 1)

2
en valeur absolue.

Pour le cas n = 80, « = 20, nous obtenons, par
des essais successifs au moyen de logarithmes & cing
décimales:

i o)
0,03 1,98726
0,025 0,02087
0,028 0,00815
0,0284 0,00084

0,02845 1,999985



107%n -+ 1)

2
Les derniéres valeurs de y(i) caleulées nous permettent
done de conclure que 7 est compris entre 0,028426 et
0,028470.

Le méme exemple est traité dans le Text-book
de D'Institut des actuaires?). L’une des méthodes
appliquées & ce cas fournit la réponse avee six décimales
exactes (i — 0,028446). Il convient toutefois de re-

Dans le cas particulier, = 0,000155.

’ . 1 -
marquer que ce résultat nécessite le caleul de — et de
ik H;m

v au taux de 0,028455 avec une précision exigeant
I'emploi d'une table de logarithmes & sept décimales.
Faisant usage d’une table semblable, nous obtiendrions
par notre méthode une exactitude au moins aussi grande,
les caleuls étant plus simples et plus rapides.

ITI. Valeurs de log logr.
; log 28 i log 5"
; i
0,000 1,63778 | 0,055 1,62611
5 670 60 507
10 562 65 404
15 455 70 301
20 348 75 199
25 241 80 097
30 185 85 1,61995
35 029 90 894
40 1,62924 95 798
45 819 | 0,100 692
50 715

1) Institute of actuaries’ text-book. Part I. New edition
by Ralph Todhunter. London 1915. Pages 108/109.



Mode d’emplos dw momogramme.

¢ cours,

7 taux net de l'intérét périodique,

1 taux de rendement périodique,

n nombre des périodes apres lesquelles 'obligation

sera rembourgée,

¢, ] et 1 sont cotés en 9%,.

I’emploi du nomogramme se réduit & ceci:

Faire pagser une droite mobile (fil fin) par les points
cotés 9 et ¢ et lire la cote ¢ de la droite du nomogramme

passant par le point ol la droite mobile rencontre la
courbe cotée n.

Lixemples:

1. Quel est le taux de rendement, au cours de 88,50,
d'une obligation 4 9%, remboursable dans 15 ans et 3
mois ?

Nous avons » = 15Y/,. Joignant les points de cote
7 =4 %, ¢= 88,50 9%, nous lisons, par interpolation &
vue entre les courbes n = 15 et n = 16, + = 5,11 %,

2. Soit 83 le cours d’une obligation 8%/, %, rembour-

sable dans 17 ans et 6 mois. Coupons semestriels, 2 %,
impdt sur les coupons. Quel est le taux de rendement ?

¢ 0
Tei, nous avons j = ———2(1 —0,02) = 1,8375 9%,
¢ = 88 9, n = 85.
Le nomogramme nous donne 1 = 2,57 %,

(ecl est I'intérét semestriel. L'intérét annuel sera,
comme on sait, 2t + 12,
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