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Sur les tables de mortfalité qui conduisent aux
mémes réserves mathématiques.

Par S. Dumas.

Remarques préliminaires.

Dans le présent travail, nous admettons qu’on
adopte, pour les réserves mathématiques, les mémes bases
techniques que pour les primes.

Nous calculons les réserves mathématiques par la
méthode des primes pures; la méthode des primes com-
merclales ne modifierait pas essentiellement nos ré-
sultats,

Nous adoptons les notations internationales. Lors-
que c’est nécessaire, nous indiquons par un indice
supérieur la table de mortalité qui est & la base du caleul.
Ainsi P! et P'" représentent des primes calculées, la
premiére sur la table de mortalité no I, la seconde sur la
table no IL.

Nous conservons toujours le méme taux d'intérét.

Lorsque nous ne disons pas expressément le con-
traire, nous raisonnons sur une assurance pour la vie
entiere; on passe & 'assurance mixte en supposant que

ot1=a+n
w étant le dernier dge représenté dans la table de morta-
lité, o I’dge & U'entrée et n la durée de 'agsurance mixte.
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Nous introduisons une constante % positive ou néga-
tive. Nous la supposons petite; sinon, nos théorémes
devraient étre complétés. Pour notre but, il n’est pas
nécessaire d’envisager ces cas plus compliqués. Nous
voulons fixer I'influence de la mortalité sur les réserves
mathématiques, Lorsque % est petit, nous avons une
indication suffisante et lorsqu’il est grand, nous nous
éloignons trop de la réalité.

Deux tables de mortalité données par I'expérience
ne satisfont jamais en toute rigueur aux conditions que
nous allons poser; il n’en faut pas conclure que notre
étude n’a qu'un intérét théorique. Pour preuve du
contraire, citons le mémoire dans lequel M. Schaertlin 1)
partant de la table H et donnant & la constante que
nous désignons par k la valeur 0,12740, arrive & une table
hypothétique trés voisine de celle de Duvillard. De
son ¢oté, le Bureau fédéral des assurances 2) 8’est occupé
de la question; il a construit des tables hypothétiques qui,
dans I'intervalle qu'il considere, se rapprochent beaucoup
de la table de Durrer pour la population suisse (SM
1881/88) ou de la table AK.

Les théoremes du Text-Book.

Nous exposons cdans ce paragraphe les résultats
auxquels aboutit le Text-Book de I'Institut des Ac-
tuaires de Londres 3) dans son étude consacrée aux

1y Schaertlin: Uber die Reserverechnung mit Bruttopréimien
(Assekuranz- Jahrbuch, herausgegeben von A, Ehrenzweig, 11, Jahr-
gang, II. Teil, S, 14). Vienne 1890,

%) Rapport du Bureau fédéral des assurances sur les entre-
prises privées en matidre d’assurances en Suisse; anndes 1906,
1907 et 1908. Berne, en commission chez A. Francke, 1908, 1909
et 1910.

%) King (traduit par Bégault), Text-Book de I'Institut des
Actuaires de Londres. Deuxidme partie, opérations viagéres,
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tables de mortalité conduisant aux mémes réserves ma-
thématiques. Nous rappelons que la somme agsurée est
sensée payable & la fin de Pannée de décos.

Théoréme 1. La condition mécessaire et suffisante
pour que deux tables de mortalité condwisent aux mémes
réserves mathématiques pour les assurances vie entiére est
que les rentes calculées avec ces tables satisfassent a la
relation

I
a

xr

k étant une constante indépendante de I'dge.

En effet, si cette proposition est satisfaite, nous
avons :

I 11 I1

ol a‘x'l-"i — ol ":)a‘m}-n a‘-.r.+n I

n Va: =1— 1 L~ (1-kall =1— T Ta V:c
a, ( + "*a‘m—}-n a,,

VI . 11
n X n @
résulte
I 11
a‘-’r'l«n a‘:r-{-n
I I
a, ax
ou bien
I I
a'a’ — a’a:-}—n
I — 11
a‘-”c a‘a:+n

Chapitre XVIIL. Bruxelles, Bruylant-Christophe & Cie.; Paris,
Gauthier-Villars; Paris, Warnier; Londres, Layton 1894.

Spurgeon, Life contingencies. Published by the autority
and on behalf of the Institut of Actuaries by Layton. London 1922,
Chapitre VIL.
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ce qui montre que le quotient des valeurs actuelles des
rentes viagéres est indépendant de 1’dge.
La relation (1) peut s’écrire

I
a a‘x-{— 1

I _1I 11 ;
Tk L h e dy = 14w, g

g —~

d’out

I
a e,k
(2) v, = —
w1
Si nous tenons compte de

a’l&'
(3) PR
w1
(2) devient:
o Gk
We = 1 Wy
&
ou
I I k
(4) . Dy =Py (1”7)

[’égalité (3) nous permet de mettre cotto relation
sous la forme

&) P pl e
e el
@ Ua’_,;_H
ou
Im__ 1 ke 1
6) Uy =4 +—5— 1)
Ua‘a:—}-l

Y Dans cette formule, une faute d’impression fait écrire &
M. Spurgeon @, au lieu de &zt
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Grace & ces transformations, le théoreme II peut
s’énoncer :

Théoréme II. La condition nécessaire et suffisante
pour que deuw tables de mortalité condwisent awz mémes
réserves mathématiques powr les asswrances pour la vie
entiére est que les probabilités de vie satisfassent a la
relation (4).

En effet, lorsque (1) est satisfait, (4) Uest aussi,
comme le montre notre caleul. Si (4) est satisfait, un
caleul inverse montre que (1) Uest aussi. Les relations
(1) et (4) sont équivalentes; il en est de méme des théo-
romes [ et IL.

Insuffisance de la théorie.

Les théorémes que nous venons d’énoncer d’apros
le Text-Book ne résolvent pas la question. Tl est im-
possible que la condition (1) soit toujours satisfaite. A
la fin de la table, nous avons en effet:

I 11
&, = a‘w = ]
L relation (1) ne peut étre toujours satisfaite que si
k=o

: . . _ . .
c'est-a-dire si les deux tables de mortalité sont iden-
tiques.

Nous arrivons d’une autre manidre encore au méme
résultat. Considérons la réserve mathématique avant le
patement de la dernidre prime, c¢’est-d-dire i I'age w

W= &

a
(7) Vy=1——2—y_ P

T

Pour que les deux tables donnent la méme régerve
mathématique, 1l faut que



I II
)
ou encore
I 1I
a, = &,

Modifications nécessaires.

Théoréme I1I. Lorsque deux des relations
I

a"w (1 + ].\
o B ¢)

x

I

(8) afjrl = (14k)

a‘a:-}-l

k
II I
Py =B, (1 ""‘;i“)

sont salisfartes, la troisiéme 'est aussi.

Lorsque les deux premiéres relations sont satis-
faites, la troisidme l'est aussi comme nous venons de le
démontrer en passant de (1) & (4). Lorsque deux autres
des trois relations sont satisfaites, on établit la troisiéme
par un caleul semblable.

Ce théoréme nous donne le moyen de construire
une table de mortalité conduisant aux mémes réserves
mathématiques qu'une table donnée, sauf pour les
Ages trés avancés. Etant donné un nombre %, nous dé-
terminons p'' par la condition:

1

(9) a""“—1+k
By
ou bien
1 'vI
L 2 =14k

14 vp,,_,
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ou encore

I .
(10) pn _ P, — 149 k
w—1 1+ %

Pour les dges inférieurs & w—1, nous calculons
pi‘ au moyen de la formule (4). Le théoréme IIT nous
garantit que la condition (1) sera satisfaite et nous aurons
pour les deux tables les mémes réserves mathématiques.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 1V. Etant donnée une table de mortalité 1,
nous en construisons une seconde par les conditions:

o Py — (i
Py = 1k
(11) ,
Py == L(l—-—%—), r<w—1;

cette table nous donme pour wne assurance powr la vie
entiére les mémes réserves mathématiques que la table
natiale; toutefois, la dermiére réserve mathématique fait
exceplion.

Nous pouvons donner & k une valeur quelconque,
positive ou négative, pourvu que pe_, et pll, qui
sont des probabilités, soient toujours compris entre
0 et 1.

Si P:Ll n’avait pas de sens, nous opérerions de la
méme maniére que ci-dessus, mais en partant d’un dge
w—t convenablement choisi. Les deux tables condui-
raient alors pour les ¢ dernidres années d des réserves
mathématiques différentes,

La modification que nous apportons au théoréme du
Text-Book n'est pas trés importante; lorsque k est petit,
notre procédé ne différe que pour la derniére année de
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celui que nous critiquons. Les considérations du Text-
Book subsistent presque complotement.

Evaluation de l’erreur commise.

Pour évaluer 'erreur commise par le Text-Book,
partons de la formule de récurrence

12) G, V,+P)A+d=¢ , +Pin npsVe

Si les tables de mortalité I et IT donnent les mémes
réserves mathématiques, nous avons

1 1
(13) vpil-kfl - 'v — i Vm — lPx
1 — n-H1 Vz

Nous supposons P! assez voisin de P} pour que
la formule (13) donne toujours une valeur de py'y,, com-
prise entre 0 et 1; comme il résultera de la suite, cette
condition est la méme que celle que nous venons de poser
pour la constante k. Toutefois, cette condition ne peut
dtre remplie & la fin de la table que si les primes P' et

P! gont identiques; en effet, pour
n—=ow—z

lo second membre de (12) est égal & 'unité; & une valeur

de ,_,V. ne correspond qu'une valeur de P,.
Posons
1 I
P, =P, + A,
nous avons
I I
,vaI . v_nV.’c—Pw A
opn I - I
l— n-t1 Vx L = n-H1 Va:
ou bien
I
a
I I
(14) pz—}-n =pa:+n _._.. ;——IL— ) A



Si l'on fait
ai * A = /"':

I'égalité (14) est identique & I'égalité (5), sauf qu’elle est
éerite pour l'indice & + m au lieu de l'indice .

Cette remarque nous permet de raisonner comme il
suit. Itant donnée une table I, nous définissons une
prime PI' par I’égalité

. pll I k
(10) ’P:r: — P:r + [
a

&L

et nous construisons une table I au moyen de la rela-
tion (4). Basés sur cette seconde table et sur la formule
de récurrence (12), nous caleulons successivement les
réserves mathématiques d’une assurance dont la prime
est P et la somme agsurée en cas de déeds égale & I'unité.
Nous trouvons constamment les mémes réserves mathé-
matiques que pour une agsurance pour la vie entiére,
basées sur la table I. Nous ne sommes arrdtés qu’a la
fin de la table; en effet, de

q,=1
(16) p,==0
(Vs + PL) (1 43) = 1
résulte
<17)(m_xV;+f’;+ 8:‘I)<1+¢>=1+ ;‘; A +i)

A la fin de la dernidre année, I’agsureur peut payer

k . ;
la somme de 1+ = (1 +7) aux ayants droit des assurés
&L

vivants au début de 'année et terminer I'opération sans
bénéfice ni perte. Nous pouvons done dire:
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Théoréme V. Soit une table de mortalité I et une
constante k. Nous définissons une table 11 par les égalités

pgmp;(l__’ﬁ_), 5<w—1
a
@&

la prime

k
A .

&
est, sur la base de la table 11, la prime d'une assurance
pour la vie entiére, la somme assurée étant égale & 'unaté,
sauf pour les décés se produisant dans le cours de la
dermére année; la somme assurée est alors égale a
k .
L (49
@

Les réserves mathématiques de Uassurance ainsy
définie sont constamment égales aux réserves mathématiques
d'une assurance ordinavre powr la vie entiére, calculées
sur la table I.

Le Text-Book néglige la somme akl— (1 + %) payable

€T
en plus de 'unité pour leg déeés qui se produisent pendant
la derniére année. Lorsqu’il s’agit d’assurances pour la
vie entiére, il faut caleuler avec une grande précision
pour remarquer cette erreur. In revanche, pour les
mixtes, elle est sensible lorsque 'dge & 1’échéance n’est
pas trés élevé ou que k n'est pas trés petit.

Notre raisonnement suppose que I'dge w est le
méme pour les deux tables et que & est assez petit pour
que pif ait toujours un sens. Nous pourrions eompléter
le théoréme V en envisageant les cas ol ces conditions
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ne seraient pas remplies. Nous jugeons inutile d’entrer
dang tant de détails qui alourdiraient nos énoncés sans
introduire de principes nouveaux.

La somme assurée est payable au milieu
de ’année.

Jusqu’iei, nous avons supposé que la somme assurée
était payable en fin d’année; si nous admettons qu’elle
est payable au milieu de I'année ol se produit le déces,
la relation de récurrence devient:

(n V:c —}_ P:c) - ‘U—%— q.v—l—n + vpo:+n n1 Va: —
(18) 3 3

— - —1-
=T — vt p. ., (1—-?)2 n“Vm)

d’out
19 i WL
D) W = V=B, 1= (i (V)
atn 1 — I o
e —vni»le 1_—0‘2 n—{—lV.:;

Ftant donnée une table I, posons
11 I
Pq; == ‘Pa; + A

et définissons une table 11 par la relation (19) dans la-
quelle nous donnons aux réserves mathématiques la
valeur V' et & la prime, la valeur P autrement dit,
nous définissons la seconde table par la relation:

mo_ (1+i)*§-A
pﬁ-l-ﬂ_pa:—l-n— 1 |
| L] v,

g .

S1 nous supposons que I'dge o est le méme dans leg
deux tables, nous rencontrons la méme difficulté que
tout & I'heure. Nous ne pouvons avoir
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pl=pll=0 "

w w

que 81 A est nul.

Si, & I'dge w, nous disposons d’une réserve mathé-
matique égale & , VI et d’une prime P, nous pou-
vons payer aux ayants droit des derniers décédés la

e , \ i
somme de 1 4 (1 + )2 A. Le théoreme V reste vrai
avec une petite modification.

Pour les assurances mixtes, la question est un peu
différente. Puisque la somme assurée en cas de déces
est payable en moyenne au milieu de I'année, tandis que
la somme agsurée en cas de vie est payable en fin d’an-
née, la mortalité en cours de la derniére année influe sur
la valeur actuelle des prestations de l'assureur. Nous
pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme VI. Considérons une assurance mixle
d’une durée de m années. Ftant données une table de
mortalité I et une constante /\, nous définissons une table
LI par les conditions:

1
11 I A+ A
(20) pa:—]—n - ]):L'-]—ﬂ - 1 I -
1—wvs n--1 Vm:inl

St la constante /\ est assez pelite pour que pgw con-

serve un sens lorsque
n=—=—m

Vi =1
m x:m|

nous aurons
o pl
Pm:'r’ii[ — Im?ﬂ + A
et quel que soit n

VII - o VI

nowm no oaim|
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11 ) 11
P et Vm:h

a:m| n |
serves mathématiques d'une assurance mixte dont le capital
est toujours égal a lumité.

représentant ici la prime et les ré-

La méthode continue.

Si nous employons la méthode continue, nous avons

T —1 ”m—}-n sm—n|
nowmim| I
a:m)

avec

1 m &3 AT vt l.c—H
i = 37 fv L., dt:] —=
& /o o a

Pour que les deux tables I et II conduisent aux
mémes réserves mathématiques, il faut que

1 i
s Uy gm s - n|
= S ek ey ] e k
Uy, | U gn znj
ou bien
m—n I
t t I -
vl v |
a-f-n -t . - t
[_——ll——m — 4k —H g =0
0 a--n xtn B

QBtte intégrale ne peut étre identiquement nulle
que 81 nous avons pour toutes les valeurs de ¢

I I
(92) e R . e
l:v+n 145 la:+n+t

done en particulier:



I I
( la:—{-fu — 1 k le-}-n-l—l
11 1 I
l.t+n ( + ) lx+n+1
1 1
la:l-l-n i 1 = l:;:;}-r1+2
I
l lm«{-n (1 + ) la:-i-n-l-z
d’ont
5 x
x-n--1 z-4n4-2
(23) i = R
x4n+t1 w-fn-t+2

Les conditions 22 et 23 ne sont compatibles que lors-
que k est nul, c¢’est-a-dire, lorsque les deux tables de
mortalité sont identiques.

Théoréeme VII. Lorsqu’on emplove la méthode con-
tinue, 1l est vmpossible de trouver deux tables de mortalité
condwisant awe mémes réserves mathématiques pour des
assurances mixtes ou vie enliére.

11 est facile de voir qu'il n’est pas possible d’énoncer
ici un théoréme semblable au n® V. Admettons que
Lyt s0ib une fonction analytique de m, ce qui est une
hypothése trés large. La réserve mathématique que nous
obtenons par intégration de v*t" [ 4 Duis par division
est également une fonction analytique de n. La théorie
des fonctions nous enseigne que, lorsque deux fonctions
analytiques sont identiques dans un intervalle méme

trég petit, elles le sont partout. Les réserves nV;:ai‘»' et
n?il._;ﬂ étant identiques lorsque m est compris entre
0 et m, elles le seront aussi a 'extrémité m de 'intervalle.
Nous ne pouvons done pas modifier la somme payable
en cas de vie de maniére que les réserves mathématiques
solent partout les mémes.
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