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Die Zinsformel von Hardy als Funkfional-
gleichung.

Von H. Ruch, Basel.

Am Schlusse irgendeines Geschiftsjahres wird jede
Gesellsehaft ihr Augenmerk unter anderm auch auf die
Gebarung des Zinsfusses im Verlaufe des eben abge-
laufenen Jahres richten. Hierzu dient ihr die unter dem
Namen Hardysche Zinsformel bekannte Gleichung

! X 27
e ]

worin: V, das Anlagekapital (die Aktiven) zu Beginn
des betreffenden Geschéftsjahres,
V, das Anlagekapital am Ende des betreffenden
Greschiftsjahres,
7 die im Verlaufe des Jahres eingenommenen
Zingen bedeutet.

Die TFormel (1) ist insofern ein ganz spezieller
Fall einer viel allgemeinern I'ormel, als sie gerade nur
fiir die Zeiteinheit, d. h. fiir die Zeitstrecke von einem
Jahr, Geltung hat.

Iis seien nun sowohl die Zinseneinnahmen Z als auch
das angelegte Kapital V, als Funktionen der Zeit ¢
aufgefasst, und zwar derart, dass

Z () die auf der Zeitstrecke 0 bis ¢ eingenommenen
‘ Zinsen,

V (#) das Anlagekapital im Zeitpunkt ¢ bedeutet.
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Das Anlagekapital V, zu Beginn des Geschiifts-
jahres kann ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit
gleich 1 gesetzt werden. An Stelle des Zinsfusses 4 soll
die ebenfalls von der Zeit abhiingige Zinsintensitiit
o () eingefiihrt werden. Die mittlere auf der Zeitstrecke
0 bis ¢ erzielte Zinsintensitit — sie sei mit o (£) bezeich-
net — kann sodann durch das arithmetische Mittel

‘/éa () V() dt
& [V () at

definiert werden. | :

Der Zinsfuss v auf der linken Seite von Gleichung (1)
hat aber als Grenzwert die Bedeutung von

it = Lim [(1 + 4)} —1].
t=1
Zieht man ferner noch in Betracht, dass zwischen dem
Zinsfuss 4 und der Zinsintensitit o (f) die Beziehung
1 -+ 1 = Lim ¢’ besteht, so erscheint es ganz natiir-
t=1

lich, dass man der Hardyschen Iormel die allgemeinere
Grestalt ' |

— ' 27 (1) |
8) - Lim Je"’(”——l} :Lim{ ‘
O] = \TF 70 — 20))
gibt. Durch Weglassung der «Lim»-Zeichen in vor-
stehender Gleichung bewirkt man, dass die Hardysche
Formel verallgemeinert wird : "

2 7 (t)
T1+ Ve —Z0)
Die Tormel (4) ist, wie auch die Formel (1), nur Nihe-
rungsformel, und es ist nicht schwer, Ifille zu kongtru-
ieren, fiir welche sie vollstindig versagt. g 18t daher

(4) eto® __ 1
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von Interesse, zu untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen die Formel streng richtig 1st. Dies geschieht am
einfachsten dadurch, dass man der Formel die Gestalt
einer Funktionalgleichung gibt. Iis sei w(f) = o() +
() die totale Intensitiitsfunktion der Kapitalanlage
V (), so dass o (f) durch die Gleichung

(5) w (t) — diV_(t)

dt

definiert ist. o (f) und 7 () sind dabei die partiellen In-
tensitiiten, und zwar sei o (f) die Intensitéit des Zinsfusses
und 7 (£) die Intensitiit aller iibrigen Anderungsursachen.
Durch Finfithrung dieser Funktionen in die Ausdriicke
der Gleichung (4) erhélt man dann die gesuchte Be-
dingung. Die Iragestellung kann daher jetzt priziser
wie folgt formuliert werden:

Die Intensititen in Gleichung (4) ewngesetzt, ¢uibt
uns eine Bedingungsgleichung, die Funktionalgleichung
zwischen o (t) wnd © (£). Welches sind die Lisungen dieser
Funktionalglerchung in o (t) und = (t)?

Aus Gleichung (5) erhilt man gofort

{

Dabei ist die Integrationskonstante bereits so bestimmdt,
dass [V (§)],—o =1 wird. Die aus dem Kapital V (f)
withrend der unendlich kleinen Zeitstrecke df resul-
tierende Zinseneinnahme ist dZ = o () V () dt und dar-

aus folgt die Zinseneinnahme 7 (f) auf der Zeitstrecke
0 bis ¢ als Integral aus diesem Ausdruck:

Z(t) = ftﬁ(t) Vit at
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oder nach (6)

¢
; .

o (1) dt

(7) 7(t) = [ a (1) """ 4
0

Durch Einsetzen der Ausdriicke (2), (6) und (7) in Glei-
chung (4), erhiilt man sodann die gewiinschte Funktional-
gleichung in der Gestalt einer allerdings komplizierten
Integralgleichung:

i
! [lo =) at
[ o () € dt
b :
g e .
(8) L [lo) () @
€o at
h ’
e —1
i
: [To@®+(t)] @t
9 [ o (l) e dt
b

l

! ¢ {

JAGORLOR JICGEROIE

1+ ed — [o(t) ev dt
0

Die Auflosung der Gleichung erfolgt miihelos, wenn man
wieder auf die urspriingliche IForm (4) zuriickgreift und
darin ¢ () durch den Ausdruck (2) ersetzt. Gleichung (4)
geht dann iiber in:

¢

Ofa(t)V(t) at . 2 71 .
1+ V() — Z(1)

®

t
f V() dt
1A 0

Der Zahler im Exponent von ,,e¢ kann aber nach Glei-
chung (7) durch Z (t) ersetzt werden. Fiihrt man sodann
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noch an Stelle von ¥V (¢) die neue Funktion
t
v () = [V d
0

ein, so ish

dop(t)

(10) Tl =2

Gleichung (9) geht dann iiber in

{6 )=—22
e 7O __ 1| =
(1) 1+%—%®

Damit ist an Stelle der Integralgleichung (8) auch bereits
eine Differentialgleichung zwischen den beiden Funk-
tionen Z (f) = Z [0 (f)] und @ (t) = @ [0 (1), © (t)] ge-
treten. Die Auflésung nach dem darin vorkommenden
Differentialquotienten fiithrt zu:

do(t) L2
e ) 1
Der Klammerausdruck kann wie folgt umgeformt
werden:
1+ : Cot (Z(t) t
13 Tz (T S o —)'
(13) et"’(’) 1 Pt 2
(Heichung (12) nimmt so die definitive Gestalt an:
do(t) 7t t
14 — =Z(t)Cotg | — = | — 1.
(14) 7 (t) QL®2

~ Bei der Losung dieser Differentialgleichung I. Ordnung,
muss man drei Fille unterscheiden:
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1. Weder die Funktion @ (t) noch 7 (f) seien bekannt.
s gilt in diesem Falle, die Funktion ¢ () auf die
Form @ [Z (f)] zu bringen.

2. Iig sei die Funktion ¢ () als gegeben vorausgesetzt.
Die I'unktion Z (¢) sei die gesuchte I'unktion.

3. Iis sei die Funktion Z (f) aly gegeben vorausgesetzt.
Die Funktion @ (f) sei die gesuchte I'unktion.

1is soll hier nur der drifte Fall in Betracht gezogen wer-
den; sei also die Ifunktion Z (f) durch irgendeine be-
kannte analytische Funktion oder durch eine Potenz-
reihe definiert.

(15) Z{) =aytatt+at®+ ..o......
Macht man jetzt den Ansatz
(16) ) =cot ottt nieinn... :

worin die Konstanten ¢, vorliaufig noch unbestimmt
sind, so wird es, wenn auch erst nach miithsamer Rech-
nung, moglich sein, sowohl die linke als auch die rechte
Seite von (18) in die Form einer Potenzreihe zu bringen.
Dureh Koeffizientenvergleichung kann man die bisher
noch unbestimmten Koeffizienten ¢, niherungsweise
bestimmen.

In gewissen speziellen Iillen ist es sogar moglich,
die Differentialgleichung explizit zu integrieren. Einer
dieser Ille 1st der folgende:

Der Zingfugs und mit ithm die Zinsintensitit o (£)
soll wihrend der Dauer des zu untersuchenden Zeit-
abschnittes 0 bis ¢ konstant sein. Demgemiiss ish:

(4] (t) = 6’ (t) = B’ = 0 = kOnStELnt

Dadurch geht Z () iiber in:

Z(t) :ja(t) V(%) dt:ojV(t) dt = o @),
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und die Differentialgleichung geht in die folgende
lineare anhomogene Differentialgleichung 1. Ordnunyg iiber.

(17) ' @fﬁ@ =:0W()Qntg(n§))-—-1

dt

Das allgemeine Integral ¢ (f) dieser Differentialgleichung
setzt sich aus einem partikuliren Integral ¢ (¢) und dem
allgemeinen Integral ¢ () der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung in bekannter Weise zusammen.
. : _ . g0t . :

Dieses letatere ist gleich ¢ (f) = € Gin® 5 Wie man sich
leicht durch Differentiation iiberzeugen kann. Das
partikulire Integral ¢, (f) wird am besten vermittels
der Methode der Variation der Konstanten bestimmt.

. 1., .
Man findet ¢, (f) = = Gin o ¢, so dass das allgemeine

Integral lautet:
I . 0t
(18) g(O) = Ginot | ¢ Sin’ .

Hieraus ergeben sich dann alle noch unbekannten Ifunk-
tionen. Iig ist unter anderm

dy Co
(19) Wﬂwl mGdotMMGmot

dt
Iir ¢ = 0 nimmt dieser Ausdruck den Wert Voy = 1 an,
wie vorausgesetzt war. Bei zweckmissiger Wahl der
Form der Integrationskonstanten kann V (¢) auf die
Form gebracht werden:

V(t)y=4Cof (0t +a) resp. V() =uGin (st -+ f,

dabei sind die beiden 4 und @ resp. @ und S nur der
einen Bedingung unterworfen

LCofa=pGinf =1.
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Die Funktionen V (t), Z () und o (f) werden sodann
durch das folgende Gleichungssystem dargestellt:

V(t) = 4 Coj (ot + a) resp. V() = u Sin (ot + f)
(20) Z(t) = 4 Gin (ot + a) resp. Z(t) = un Cof (ot -+ f)

w(t) = o Tg (ot -+ @) resp. w(t) = o Cotq (ot -+ )

Der Sinn der Gleichung (19) ist der folgende: Setzt man
die wirkliche Zinsintensitit als konstant und bekannt
voraus, so muss, damit die Hardysche Formel mit
der Wirklichkeit iibereinstimmende Werte liefert, die
gesamte Wertzunahme der Kapitalanlage aus allen
moglichen und denkbaren andern Intensititsfunk-
tionen gerade eine der unendlich vielen Funktionen
0 Zg (ot -+ &) resp. o Cotg (of + ) zur Intensitit besitzt.
Bei niherer Betrachtung der durch die IFunktionen
o Ig (6t + @) resp. o Cotg (ot - a) dargestellten Kurven-
schar zeigt sich, dass sémtliche Kurven sich mit fort-
schreitender Zeit ¢ der einen Geraden o (f) = 0 =
konstant asymptotisch ndhern und dass ferner fiir die
in der Praxis fast ausnahmslos vorkommenden Fille,
wo der Parameter a sehr klein ist, die Kurven idusserst
flach und beinahe horizontal verlaufen. Es kann
somit die totale Intensitit w (¢) als konstant betrachtet
werden.

Im folgenden seien einige numerische Beispiele zur
Tllustration durchgerechnet. In allen Fillen wird eine
ideale I'irma supponiert, die ithre Geldanlagen siémtlich
zu einem gewissen festen Zinsfuss von 5 9, angelegt hat.

1. Beispiel:

Die Zunahme des Kapitals infolge der iibrigen
Ursachen sei in gleichen Zeitriumen gleich gross, so
dass sich diese durch die Formel Y (f) = 4 - ¢ darstellen
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lisst. Der Proportionalitiitsfaktor sei 4 = 0,975804 ge-
setzt 1). Die effektive Zinsintensitit o wird aus dem Zins-
fuss 5 9, gomiiss der Formel 0 = lg (1 + ) = 0,0487902

erhalten. Die totale Intensitit schmiegt sich in diesem
Beispiel ziemlich gut der geforderten theoretischen
Intensitit an, da beide im Bild nahezu horizontal sind.
Das Anfangskapital ist in Abweichung der gemachten
Voraussetzung zu V¥ (0) = 0,0 angenommen. 'Trotz-
dem zeigt sich, dass das Resultat gut brauchbar ist. Die
unendlich kleme Kapitalzunahme ergibt sich nimlich zu

dV=oVdt-+Adt=(oV+X)dt= (g 1+ V+2dL.
Die Kapitalanlage selbst als Funktion der Zeit ist somit

i . 0,975804
VO =l ==

[1,058 — 1]

oder nach Ausrechnung
V() =20 - [1,05' —1].
Die Zinseneinnahmen sind
! !

G —o [V()d =4 [[e" —1]ds=1 .1_[e°t——1]——t}

0 0 g

Z (1) =20 - [1,05‘ — 1] —0,975804 - ¢.
Die Zinseneinnahmen im Laufe eines Jahres sind daher

Z (1) = 0,024196.

V(0), ¥ (1) und Z (1) in die Formel (1) eingesetzt, gibt

als Niherungswert fiir den Zinsfuss:
, 2 - 0,024196
" 0,0 + 1,0 —0,024196

= 0,0495, also p = 4,95 %.

') % wurde so gewiihlt, dass das Anlagekapital am Schlusse
des Juhres gleich 1 ist. - '
13
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2. Beispiel:

Es sei wiederum der effektive Zinsfuss 5 9,
~ das Anfangskapital sei 7 (0) = 1. Diesmal jedoch sei
die Intensitit 7(f) = konstant, und zwar sei sie so
gross, dass sich das Kapital im Verlaufe eines Jahres
verhundertfacht, d. h.

w = lg 100 = 4,6051702,
o = 0,0487902,
T = 4,5563800.

Die. geforderte theoretische Intensitit ist in diesen
Lagen durch eine stark gekriimmte Kurve dargestellt,
withrend obige Intensitit durch eine horizontale Gerade
dargestellt ist. I ist daher zu erwarten, dass das Bei-
spiel einen nicht brauchbaren Niherungswert ergeben
wird, und tatséchlich erhilt man der Reihe nach folgende
Gleichungen:

V (t) = e — gl 100 10015
V() =1 und ¥V (1) =100

)

1
Z(1) =0 [¢"dt =2 (e —1) = 1,048871.
0

Formel (1) ergibt daher als Niaherungswert fiir den

. : 2 +1,048871 : . 1 " ;
: 101 — 1,048871 ; "

2,10 9 statt 5 %.

3. Beispiel: |
Die totale Intensitit o sei konstant und so be-
messen, dass das Kapital im Verlaufe eines Jahres um
20 9%, des Anfangskapitales zunimmt. Wenn somit das
Anfangskapital V (0) = 1,0 gesetzt wird, so soll das
Kapital am Schlusse des Jahres V' (1) = 1,2 sein. In
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der Regel ist das Wachstum der Kapitalanlage einer
Firma noch innerhalb dieser Grenzen. Auch hier ist
die vorausgesetzte totale Intensitit ziemlich tiberein-
stimmend mit der geforderten theoretischen. Es ist.
daher auch hier eine gute Niherung zu erwarten, und
tatsichlich ist @ = Ilg 1,2 = 0,1823187 und

V) =é*=1%
7)) =1,0 wd V(1) =12

TIerner ist die Zinseneinnahme

1
Z (1) =0 [¢t2 g = [e"—1] = 0,0585219
0

g
lg 1,2
Die gefundenen Werte in die Hardysehe Iformel ein-
gesetzt, ergeben das iiberraschend genaue Resultat

2 - 0,0535219

== = 0,0499 und somit p = 4,99 9.
2,2 — 0,0535219

0
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