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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Beifrage zur Darstellung von Vorgéngen und des
Beharrungszustandes bei einer sich erneuernden
Gesamtheit.

Von Prof. Dr. Chr. Moser, Bern.

A. Allgemeines.

Im nachfolgenden bedienen wir uns der kontinuier-
lichen Methode. Diese Betrachtungsweise zur Darstel-
lung von Vorgéngen bei Personengesamtheiten hat vor
100 Jahren ') zu dem Begriffe der Sterblichkeits-
mtensitiit und seither zu den Intensititsfunktionen ge-
filhrt. Die Vorginge selbst, z. B. das Absterben, die
Entstehung von Witwen, Kranken, Invaliden ete., wer-
den bei einer Gesamtheit als sich fortlaufend vollziehbar
angesehen. Kurz, in der Versicherungsmathematik hat,
namentlich in den letzten Dezennien, in stets steigendem
Masse die niimliche Betrachtungsweise Fingang gefun-
den, die in simtlichen Gebieten der Naturwissenschaften
und der Technik seit Frfindung der Differential- und
Integralrechnung so fruchtbare und glinzende Resultate
gezeitigt hat. Sie trigt auch wesentlich dazu bei, die

1) Vgl. Benjamin Gompertz in den Philosophical Transactions
of the Royal Society of London 1825: «On the nature of the
function expressive of the law of human mortality, and on a new
mode of determining the value of Life Contingencies. In a lether
to Francis Baily, Esq. F. R. 8. etc. By Benjamin Gompertz, Esq.
F. R. S. Read June 16, 1825.»
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technisch-rechnerischen Untersuchungen auf dem Ge-
biete der Versicherung zu vertiefen.

Bei Ausrechnungen, es ist wahr, bedient man sich
noch vielfach oder sogar vorzugsweise der diskontinuier-
lichen Methode. Man schreitet gewohnlich von Jahr zu
Jahr oder auch in grossern und, ohne an die Grenze zu
gehen, in kleinern endlichen Zeitspannen vorwiérts.

Beide Methoden haben ihre Berechtigung. Dem
Gebrauch der Differential- und Integralrechnung kommt
jedoch in der Regel der Vorteil zu, die Formeln und
Ausdriicke in besonders iibersichtlicher und eleganter
Weise zur Darstellung zu bringen. Man gelangt mit ibr,
wie Jorgensen ') betont, gewohnlich auch schneller zum
Ziele.

Wir sprechen von Gesamtheiten, die sich erneuern.
Dabei sind wir nicht notwendig an Personengesamtheiten
gebunden. Die Erscheinungswelt bietet uns im Gegen-
teil eine ganze Menge von Gesamtheiten, die aus Ele-
menten, homogenen oder heterogenen, bestehen.

Bei unsern Betrachtungen gelangen wir, gleichsam
spielend, zu Integralgleichungen. Die Bedeutuny dieser
Sorte von Gleichungen zur Losung verschiedenster
Probleme der Physik und anderer Gebiete und nicht zu-
letzt der Versicherungsmathematik dringt sich immer
mehr auf. Ich erwiihne hier ebenfalls die Anwendungen
im Bereiche der mathematischen Statistik, die eines
unserer Mitglieder in seinen Arbeiten betreffend die
tschechoslovakischen Sozialversicherungsgesetzentwiirfe
und in andern Veroffentlichungen 2) vorgenommen hat.

1) Grundziige einer Theorie der Lebensversicherung. Von
N. R. Jirgensen. Jena, Verlag von Gustav Fischer, 1913.

%) Prof. Dr. Eomil Schoenbaum. Anwendungen der Volterra-
schen Integralgleichungen in der mathematischen Statistik.
Skandinavisk Aktuarietidskrift 1924 und 1925.



— B =

Uber Personengesamtheiten iiberhaupt sind IThnen
besonders die Arbeiten unserer beiden so verdienten
korrespondierenden osterreichischen Mitglieder bekanut,
nimlich die Darstellungen des leider kiirzlich verstor-
benen Herrn Prof. Dr. K. Czuber und die Untersuchungen
und Publikationen des hier an unserer Versammlung
freundlicherweise anwesenden Herrn Prof. Dr. E. Blaschke
aus Wien.

Was die Erneuerung von Gesamtheiten und den
Beharrungszustand einer Kasse betrifft, so ist hier der
Ort, auf die «Elemente» Prof. Dr. Hermann Kinkelins,
unseres ersten Prisidenten, und eine Arbeit Dr. Gott-
fried Schaertlins hinzuweisen.

In seinen Elementen der Lebensversicherungs-
rechnung schliesst Prof. Kinkelin Y) fiir eine Witwen-
kasse, deren versicherter Bestand an Ehepaaren sich alle
10 Jahre erneuert, auf die Zahl der Witwen. Er erkennt
die Wellenbewegung, die diese Zahl darstellt, bevor der
Beharrungszustand eintritt, und zieht daraus lehrreiche
Schliisse fiir die Witwenkasse.

In der trefflichen Arbeit iiber die Altersversorgung
der eidgendssischen Beamten und Angestellten kommt
Dr. G. Schaertlin 2) im besondern auf den Beharrungs-
zustand der Gesamtheit der Versicherten und auf die
Summen, die sich dabei ergeben, zu sprechen. Mit ihm
halten wir es fiir wichtig, dass der Versicherungsmathe-
matiker untersuche, wie sich die Verhiltnisse einer
Kasse, namentlich einer Sozialversicherungskasse, im
Beharrungszustande gestalten. Man erhilt damit den

') Prof. Dr. Hermann Kinkelin. Die Elemente der Lebens-
versicherungsrechnung. Basel 1869 und (zweite Auflage) 1875,
*) Dr. G. Schaertlin. Die Altersversorgung der eidgendssi-

schen Beamten und Angestellten. Separatabdruck aus der Zeit-
schrift fir schweizerische Statistik. Bern 1889.
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Kompass, der zur Beurteilung der Zukunft auf Grund
gegebener Voraussetzungen dient. Soleche Unter-
suchungen diirften um so mehr am Platze sein, als auch
m unserm Liande nicht wenig Kassen existieren, die allzu-
gehr in den Tag hineinleben, ohne sich die wiinschens-
werte Rechenschaft iiber ihre Versprechungen zu geben.

Die genannten Ausfithrungen Kinkelins haben Herrn
Dr. Otto Schenker ') zu der Ihnen bekannten Arbeit in
Hetft 11 unserer Veroffentlichungen bewogen.

Eme Anwendung einiger der nachstehenden Glei-
chungen nahm Herr Dr. 4. Alder 2) mit Riicksicht auf
die Witwenversicherung vor.

Uber Versicherungskassen, die sich erneuern, hatte
der Sprechende selbst Gelegenheit, sich des 6ftern in
Vorlesungen (z. B. im $.-5. 1898 und im W.-S. 1901/02
gsowie in andern Semestern) zu beschiftigen und in den
verflossenen Jahren auch vielfach die kontinuierliche
Methode zu verwenden. Dies und die kurze Notiz in den
Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden
Gesellschaft 3) mogen vielleicht meine Freunde im Vor-
stand unserer Vereinigung veranlasst haben, mich zu
ersuchen, iiber das heutige Thema zu sprechen. Ich

1) Dr. O. Schenker. Eine lineare Integralgleichung auf dem
Gebiete der Lebensversicherung. Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker, 11. Heft, Bern 1916.

) Dr. Arthur Alder. Beitrage zur Kenntnis einiger Funk-
tionen der Versicherungsmathematik. Dissertation. Jahrbuch der
phil. Fakultit II der Universitit Bern. Band ITI. Bern 1923.

%) Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden
Gesellschaft. Chr. Moser, Uber Gleichungen fiir eine sich er-
neuernde Gesellschaft mit Anwendung auf Sozialversicherungs-
kassen. Bern, Buchdruckerei Biichler & Cie., 1921. Auch ins
Franzosische iibersetzt von Herrn Dr. E. Marchand, Enseigne-
ment mathématique, XXII* année, 1921/1922. Genéve, Georg
& Cte,
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komme diesemm Wunsche hiermit nach, mochte Sie aber
immerhin um die erforderliche Nachsicht bitten.

Wir unterseheiden zwischen der geschlossenen und
der offenen, sich erneuernden Gesamtheit.

B. Die geschlossene Gesamtheit.

Die Anfangszahl der Elemente oder Personen sei
H. Nach der Zeit ¢ seien noch H p () Elemente vor-
handen. 1=p () = 0; p (0) = 1; p (co) = 0. Eintritte
von neuen Elementen in die Gesamtheit oder Wieder-
eintritte von schon ausgeschiedenen Elementen kommen
nicht vor. Die Gesamtheit 6ffnet ihre Tiren nur zu Aus-
tritten, nicht aber zu Eintritten oder Wiedereintritten.
Den Fall von Wiedereintritten werden wir spiter beriick-
sichtigen. Es handle sich also um eine wirklich geschlos-
sene Gesamtheit.

Man kann die Gesamtheit als homogen, also z. B.
die Personen als gleichaltrig annehmen. Aber diese Vor-
aussetzung 18t nicht notwendig. Hs ldsst sich auch mi
nicht homogenen Elementen eine Ordnung H p (f) er-
mitteln. Die Grosse p (f) ist dann fir ein durchschnitt-
liches Element, wenn wir so sagen diirfen, die Wahr-
scheinlichkeit, der Gesamtheit nach der Zeit ¢ noch an-
zugehoren.

Die mittlere Dauer F, der Zugehorigkeit zur ge-
schlossenen (tesamtheit ist offenbar

Fp=%fﬂp(t)dt:fp(t)dt.

Sie kann etwa als Validititsdauer bezeichnet werden
und stellt eme Fliche dar (vgl. die graphische Tafel in
Abschnitt G).
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Scheidet ein Element lediglich durch Tod aus, so ist
F, gleich der mittlern vollen Lebensdauer. Wird das
Ausscheiden z. B. durch Tod und Invalidierung hervor-
gerufen, so ist I, gleich der mittlern Aktivitdtsdauer.

Wir erinnern noch an die Beziehung zwischen p (%)
und u« (). Wird ndmlich die Intensitéit des Ausscheidens
mit w (f) bezeichnet, so besteht die bekannte Bezie-

hung:
. 1 dp(t)
pt) dt
Die Funktion u (t) stellt daher die in einem Momente
zurzeit ¢ erfolgende Abnahme von p (f) dar, wenn diese
Abnahme auf den Grossenbetrag 1 und die Zeitdauer 1

bezogen wird 1).
Ersetzen wir ¢ durch = und schreiben:

1
p (7)

wll) =

edp(t) = —pu(r)dr oder,

imdem wir den natiirlichen Logarithmus einfiihren:
dLogp (7). = —p () d,

so folgt, wenn zwischen den Grenzen o und # integriert
wird und man beriicksichtigt, dass p (o) =1 1st:

t
Logp (i) = — f u (@) de,
das heisst: ° g

pt) = ol

0

1) Vgl. Prof. Dr. Chr. Moser, Die Intensitit der Sterblichkeit
und die Intensitdtsfunktion. Zeitschrift fiir schweizerische Sta-
tistik 1906 und Mitteilungen der Vereinigung 'schweizerischer
Versicherungsmathematiker, Heft 1. Bern 1906.
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Sind verschiedene Ausscheideursachen vorhanden,
deren Intensititen der Reihe nach pi;(7), uz(2), - - ., 1t,(7)
sind, so ist entsprechend fiir u (7) zu setzen:

p(r) = i (@) + pa(@®) + - 4 1 (1)

Die Ausscheideordnung p (f) werden wir im folgen-
den als bekannt annehmen. Sie ist durch Beobachtung
zu ermitteln.

C. Die sich erneuernde Gesamtheit.

Die Erneuerung kann nach irgendeinem Gesetze
vor sich gehen. Da wir aber Gewicht darauf legen, die
Verhiéltnisse im Beharrungszustande emer (esamtheit
zu kennen, so lassen wir die Erneuerung so vor sich

‘gehen, dass die Zahl der Elemente konstant, gleich H, ~ :

_erhalten wird. Im Momente zur Zeit z werde die Hr-
neuerung dargestellt durch H ¢ (7)d+ Elemente, die in
threm Aufbau genau der Anfangsgeneration entsprechen
und die sich zur Zeit ¢ auf H ¢ (r)d7 « p(t—=) reduziert
haben. (Vgl. die Figur. Sowohl H ¢ (7) d7, als auch das

H H

o= >
O\n Hp (t)
Hqg (r)dr
Hg (r)drop(l—1)
t—7v
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Produkt H ¢ (t)dz« p (t—7) sind in Wirklichkeit sehr
klein.) Zur Bestimmung der Erneuerungsfunktion ¢ (7)
haben wir, wie ohne weiteres klar ist, die Integral-
gleichung:

¢
H=Hp(()+ [qu (z) p (t—7) d=, oder,
mit H dividiert: 0

I:p(t)—}—[gp(r)p(t——r)dr. R

Sind bei emer Integralgleichung die Integrations-
grenzen konstant, so wird sie als Fredholmsche bezeich-
net. Ist jedoch eine oder sind beide Integrationsgrenzen
variabel, so haben wir es mit dem Typus von Volterra
zu tun ). Die Gleichung I ist eine Volterrasche Integral-
gleichung. Man nennt sie speziell Volterrasche Integral-
gleichung erster Art. Der Kern, so bezeichnet nach
D. Hilbert, ist hier p (t—1), 1st also lediglich eine Funktion
der Differenz der beiden Variablen ¢ und 7.

Die Erneuerungsfunktion ¢ (t) evner sich erneuernden
Gesamtheit fiihrt auf eine Volterrasche Integralgleichung
erster Art.

Gleichung I lisst sich beliebig oft nach ¢ differen-
zieren.

Die Funktion ¢ (z) stellt nichts anderes dar, als die
Intensitit der Abnahme der Gesamtheit der H Elemente
zur Zeit . Hs ist ja klar, dass die Abnahme in jedem
Momente durch die Erneuerung wett gemacht werden
muss. Wir konnen uns mithin auch folgendermassen
ausdriicken:

1) Sur les équations intégrales. Legons professées & la Fa-
culté des sciences de Rome par Vito Volterra et publiées par M. To-
massetti et F. S. Zarlatti. Paris, Gauthier-Villars, 1913 (v. pages
32 et 33).



— 9

Die Erneuerungsfunktion ¢ (z) einer sich erneuernden
Gesamthert stellt dve Intensitit der Abnahme der Gesamit-
heit der H Elemente zur Zeit = dar. Im Anfang st die
Intensitit der Abnahme der sich ernewernden gleich der
Intensitiat der Abnahme der geschlossenen Gesamtheit, es
18t also @ (0) = u(0).

D. Vorginge und ihre Ubertragung.

An die geschlossene Gesamtheit binde sich irgend-
ein Vorgang, dessen Masszahl zur Zeit ¢ gleich H v (1)
sei. Wir brauchen hier den ganz allgemeinen Ausdruck
«Vorgang» und sprechen von der Masszahl des Vor-
ganges. Handelt es sich um Personen, so kann z. B.
H y (t) die Zahl der Witwen, der Kranken, der Kranken-
tage, der Invaliden, der Sterbenden ete. bedeuten, die
aus der geschlossenen Gesamtheit hervorgegangen sind
oder hervorgehen: Diese Zahl sei durch Beobachtung
ermittelt, so dass die Funktion H y (f) bekannt ist. Die
geschlossene Gesamtheit verschwindet mit der Zeit.
Auch der betrachtete Vorgang vollziehe sich in endlicher
Weise und versechwinde fiir grosse Werte von £, so dass
Y (f) < oo und y (00) = 0 wird. Immerhin kann der
Vorgang noch bestehen, wenn p () praktisch zu 0 geworden
ist. So kinnen z. B. von einer Gesamtheit von versicher-
ten Ehepaaren noch Witwen vorhanden sein, wenn die
FEhepaare selbst lingst ausgestorben sind.

Die Fliche F, = f y (f) dt soll als Vorgangsfliche
0

der geschlossenen Gesamtheit bezeichnet werden (vgl.
die graphische Tafel in Abschnitt G). Da y (f) iiberall
endlich oder null ist, so wird auch F, nicht unendlich
gross.
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Es gilt nun, den Vorgang auf die sich erneuernde Ge-
samtheit zu dibertragen. Fir diese sei er H Y (f). Dann
hat man

HY@::Hy@+/ﬁ¢@ywﬂMr0®r

Y@:ym+/§mwpﬂm...n.

Auf der rechten Seite der Gleichung II sind alle Grossen
bekannt, ndmlich y (f) durch Beobachtung und ¢ (7)
aus Gleichung I.

Ewn Vorgang, der fir die geschlossene Gesamtheit
bekannt 1st, ldsst sich auf die sich erneuernde Gesamtheit
vermittelst der Glewchung II iibertragen.

Man gestatte uns hier noch eine Bemerkung. Wir
koénnen uns ndmlich vorstellen, dass ein Wiederzustromen
von ausgeschiedenen Hlementen oder ein Zustromen von
neuen Hlementen an die Gesamtheit stattfinde. Das
wire nichts anderes als ein spezieller Vorgang, der sich
an die geschlossene Gesamtheit bindet und den wir auch
ohne weiteres auf die sich erneuernde Gesamtheit tiber-
tragen koénnen. Diese Art der Betrachtung gewihrt
uns die Moglichkeit, die Schicht der zugestromten Fle-
mente zu erkennen und den Zusatz zu ermitteln, den die
sich erneuernde Gesamtheit erhilt, und zwar sowohl
fiir endliche ¢, als auch fiir den Beharrungszustand, wo
das durch den Zusatz bedingte Plus konstant wird.

Wir wollen indessen auf die Ausfilhrung dieses Ge-
dankens im einzelnen hier nicht eintreten. Dagegen
seien in den folgenden Kapiteln noch Konsequenzen aus
der Ubertragung von zwei andern speziellen Vorgingen
gezogen.
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E. Ausscheidefunktion.

Man wihle als Vorgang das Ausscheiden aus der
geschlossenen Gesamtheit, also

y(@) =p@u) =—p(@,

wo u(f) die Ausscheideintensitét darstellt. Dann wird
das Ausscheiden aus der sich erneuernden Gesamtheit
gleich gross sein, wie die eintretende Erneuerung selbst,
mithin wird Y (f) = ¢ (t). Es muss daher gelten:

i
PO =pOu®+[pEpE—ut—dr TL
0

Diese Gleichung kann auch geschrieben werden:

0=FO+p0+[p@pEnar T

Die spezielle Ubertragung bedeutet nichts anderes
als eme Differentiation der Gleichung I. Das Uber-
tragen eines Vorganges von der geschlossenen auf die
sich erneuernde Gesamtheit ist daher eine allgemeinere
Operation als das Differenzieren. Lediglich in unserm
Spezialfalle wird das Ubertragen zur Differentiation.
Dass die Gleichung IIT" in der Tat durch die Differentia-

tion der Gleichung I erhalten werden kann, sieht man
leicht ein.

Wenn s o

L=[|F()dr
ai) g !

ist und die Grenzen ¢ und b Funktionen von 4 sind,
8o hat man:



b

iL b da  [0F(x, 1)
L re ) P 4
=7 = Ot — N0 )d1+/ 32

a

T.

Demnach wird aus Gleichung T, das heisst aus

t
L =p@+[ppidr
0
durch Differentiation folgen:

d d
0= PO +eOp—D G — 9@ PO

+[s@rei
dt

do
d = —_— =1 l — = :
oder (da p (o) 1, 71 und —- 0)

0= 0 +90+ [ 0r i

Diese Gleichung, das Resultat der Differentiation,
ist aber nichts anderes als Gleichung IIT".

In der Gleichung IIT ist der Kern p (t—7) u (t-—).
Sie 18t emne Volterrasche Integralgleichung zweiter Art
und lisst sich ebenfalls verwenden zur Bestimmung der
Ermeuerungsfunktion ¢ (3).

Durch die Ubertragung eines speziellen Vorganges,
nimlich des Elementeausscheidens, von der geschlossenen
auf die sich erneuernde Gesamtheit gelangt man von der
Volterraschen Integralgleichung erster Art zur Volterra-
schen Integralgleschung zweiter Art. Die Operation der
Ubertragung wird in diesem Falle zur Differentiation.
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Ist t = 0, so 18t, wie wir schon vorn bemerkt haben
und man auch hier (nach Gleichung IIl) ohne weiteres
einsieht: ¢ (0) = u(0).

Wiihlt man fiir p (f) eine Funktion, deren Intensitit
der Abnahme konstant ist, also eine Exponentialfunktion,
so wird auch ¢ (t) konstant. Ist z. B.

plt) =e

s0 wird g () und damit auch ¢ () gleich 1. Gleichung I:
t

=g - /‘gr: (7) e
0
wird wirklich durch ¢ (r) = 1 befriedigt.
Zur Bestitigung auf Grund von Gleichung III be-
stimmen wir ¢ (¢) noch nach dem bei der Auflésung von
Integralgleichungen iiblichen Annéherungsverfahren. Da

w(t) =1 1st, so wird p () u(t) = p (1), also ist nach
Gleichung III:

!
g () = ¢ ' [(p (z) e “de oder
0

Geht man ferner beispielsweise von einem bestimm-
ten gleichen Alter fiir eine Personengesamtheit aus, SO
wird ¢ (#) in der Regel um einen gewissen Wert oszillieren
und diesen im Unendlichen erreichen. So hat Herr
W. Planta, Mitglied des mathematisch-versicherungs-
wissenschaftlichen Seminars an der Universitit Bern,
nach Massgabe der Tafel AF (assurés frangais) und eines
Eintrittsalters von 30 Jahren nach den Gleichungen I
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und IIT und lediglich unter Beriicksichtigung des Todes
als Ausscheideursache fiir alle Werte t = v = 0, 1, 2,
6,10, ... bis 134 und oo die Erneuerungsfunktion aus-
gerechnet und dabei z. B. gefunden:

10,000 ¢ (7)
Fir g, = 0. .. . ... 69
y 1, = 460 . . . . . . 384
Bory = B s . s s o 238
B oo = 9 s i o5 aow s 312
¥ 25 =M10. .. .« ., 279
» 1'5 - 134 ....... 296
Y T@e=00. . . . ... 291
Die angegebenen Werte fiir 7,, 75, ... liegen nahe

bei Extremwerten. Da 7, erst gleich 110 ist, so sieht
man, welch bedeutende Schwankungen in den ersten
hundert Jahren auftreten konnen.

Der Verlauf der 3 Funktionen

P, y(t) = p @) n(®) und Y (@) = ¢()

ergibt sich schematisch an einem Beispiele gemiss der
graphischen Tafel in Abschnitt G.

Der Grenzwert Y (co) = ¢ (c0) wird (auf 3 Stellen)
gleich 0,029. In der vorn zitierten Arbeit fand Dr.
(. Schaertlin, allerdings bei etwas andern Grundlagen
und bei Beriicksichtigung der Austritte nicht nur durch
Tod, sondern auch durch Invaliditit einen #hnlichen,
aber begreiflicherweise etwas hohern Wert, nimlich
(ebenfalls auf 3 Stellen abgerundet): 0,034.

Weil bei der geschlossenen Gesamtheit jedes Element
frither oder spiter ausscheidet, also die Gewissheit des
Ausscheidens besteht, so muss in unserm Falle, wo der
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Vorgang eben durch das Ausscheiden aus der Gesamt-
heit gebildet wird, die Vorgangsfliche I, gleich 1 werden.
In der Tat ergibt sich sofort aus

F, — / y () dt,
0
das heisst in unserm Falle:

F, =fp () u()dt oder

0
= — / p'({)dt  das Resultat:
0

F, = —p(c0) +p(0) = 1.

Wir erhalten somit konsequenterweise eine Be-
stitigung unserer Uberlegung.

F. Deckungskapital.

Der Vorgang, der sich an die geschlossene Gesamt-
heit binde, sei die Bildung und der Verbrauch eines
Deckungskapitals, das nach der Zeit ¢ durch H z(%)
dargestellt sei.

Fir z(f) gilt, nach der prospektiven Methode
(Barwert der kiinftigen Kassenleistungen weniger Bar-
wert der kiinftigen Prémien), wenn die Einheit des ver-
sicherten Vorganges y die Leistung 1 erfordert und
man den Wert des Kapitals, das mit seinen Zinsen in
der Zeit 1 zu 1 auswiichst, mit v bezeichnet:

oo oo

z (1) :/v"‘- Y (7) dv — va"‘p(z) dr.
t

3

5
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Bei einem Jahre als Zeiteinheit ergibt sich fir die
Jahresprimie P:

oo

fﬁmmz

Pram L

[=.=]

jﬁp@m

0

Die ganze Deckungskapitalfliche fiir die geschlossene
(Gesamtheit wird: -
B, = f z(t)dt,
0

also nach Substitution des Wertes fiir z (1):

o= [

j vyt)dt _ _
/. vp(t)d

Diese Bezmhung werden wir spiter verwenden.

F, ist, wie z (t), eme Funktion der Funktionen p und .

7)drdt.

0

Fiir das Deckungskapital der sich erneuernden
(Gesamtheit hat man, in Analogie mit Gleichung IT:

zwzzm+J§@aFﬂm...1v

Das Deckungskapital der sich erneuernden Gesamt-
heit bestimmt sich aus dem Deckungskapital der geschlos-
senen Gesamtheit gemdss der Gleichung IV .

Besteht die Gesamtheit im ganzen aus H Personen,
so ist das Deckungskapital fir diese H Z (%)-
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G. Beharrungszustand.

(Grehen wir, was wir von Anfang an beabsichtigten,
nunmehr zum Beharrungszustand iiber. Dabei miissen
wir ¢t sehr gross, t = oo, setzen. Die Spezialisierung
fiir diesen Fall macht sich nun sozusagen von selbst.

Den Beharrungszustand bezeichnet man auch 6fters
als stationiren Zustand und spricht dementsprechend

von stationiren Kassen, z. B. von stationiren Sozial-
versicherungskassen.

Sei Lim ¢ (f) = a, wobel a eine Konstante, d. h.

l=co
der Grenzwert der Erneuerungsfunktion ist. Diesen Grenz-
wert konnen wir leicht bestimmen. Aus Gleichung I
folgt, da p (o0) = 0 ist,
;
d == afp(t—r)dr
0 (Lim § = co).

Fihrt man die Variable T = t — 1t ein, so wird

1 = ap (1) (—an

(Lim ¢ = co)

oder was das Niamliche 1st, wenn die Grenzen vertauscht

werden, man t = oo setzt und dann wieder die Variable
mit ¢ bezeichnet:

oo

i = afp (t)ydt, dag heisst:
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Im Beharrungszustande ist die Erneuerungsfunktion
glewch der reziproken mattlern Validitdtsdaver eines
Flementes.

Fihren wir, wie vorn, die Bezeichnung F, ein:
By =fp (t)dt, so folgt:
‘ 0
1 - an.

In #hnlicher Weise ergibt sich, wenn Y (co) = j
gesetzt wird:

oo

ﬁ=a[y(t)dt:aFy

0

und wenn Z (co) = y gesetzt wird:

o0

9 e afz(t)dt:an.

0

Wir haben somit nacheinander:

1 :anl
Br=Blud oo v n v s ow s V.
4 :an[

Hierin bedeutet also fiir den Beharrungszustand:
a den Wert der Krneuerungsfunktion, f allgemein den
Wert der Vorgangsfunktion und y den Wert des Deckungs-
kapitals, wenn der Vorgang 1 die Versicherungsleistung 1
erfordert.

Zwischen den 3 Flichen F, I, und F, besteht eine
Relation.
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In der Tat, im stationiiren Zustande muss im
Momente dr die Primie Pdr und der Zins des Deckungs-
kapitals yeddzr gleich der Versicherungsleistung fdr
sein. Der logarithmische Diskont ist hier, wie iiblich,
mit 0 bezeichnet. Kr ist, wenn ¢+ den Zinsfuss darstellt,
gleich dem natiirlichen Logarithmus des um % erhohten
Kapitals 1:

0 = Log (1 + 7).
Integriert man
Pdr + yeddr = pdr
von 0 bis 1, so wird
P+yd =8

Diese Gleichung gestattet, eine der vier Grossen zu be-
rechnen, wenn die 3 andern gegeben sind. Ersetzt man
y und p aus Gleichung V und substituiert fiir a seinen

1
Wert —, so erhilt man
I,

PeF,+0+F,=F,. . . ... VL

Die Primaenfliche F,, wird mit der Primie P, due
Deckungskapitalfliche F, mit der Zinsgrosse & und die
Versicherungsleistungsfliche F, mit der Leistung 1 belegt.

Fir die Komponenten der Leistung 1 ergibt sich
folgende Beziehung:

F F
Pol £ 8o 2 3" 000 YL,
Fy+ £,

Fiir jede einzelne Versicherungsart lagsen sich daher diese
Komponenten leicht und auf elegante Weise bestimmen.
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Die Versicherungsleistung 1 wird vm Beharrungs-
zustande ous zwer Komponenten gebildet, der Primie
und den Zinsen des Deckungskapitals. Die erste Kom-
ponente st proportional der Prdamie P, und zwar gleich

P-Fp

y
und die zweite Komponente st proportional der Zins-
grosse 6, und zwar gleich

Fihrt man fir F, F, und F, ihre Integralwerte ein, so
geht VI iiber in

[s=] o0

fp(t)dt [ () dt

Pel 45— . VI
[y(t)dt /y(t)dt
i 4

Die hier beigegebene graphische Tafel geht aus
von einer Gesamtheit von dreissigjihrigen Personen
und lisst diese nach Mitgabe der Uberlebensordnung
AL der franzosischen Versicherten absterben. Dadurch
ist p () bestimmt und als Vorgang kommt das Aus-
scheiden durch Tod in Betracht. Die Masszahl y (1)
stellt also die Zahl der Sterbenden y (f) = p (£) u ()
dar. Durch Ubertragung auf die sich ermeuernde Cre-
gsamtheit erhilt man fir diese die Zahl der Sterbenden
Y (#). Sie muss selbstverstiindlich gleich der Erneuerungs-
funktion sein. Es ist also Y (f) = ¢ (). Hieriiber wurde
schon vorn berichtet, ebenso iiber die Deckungskapi-
talien 2 (f) und Z (). Der Einfachheit halber wird alles
auf H — 1 bezogen. Als Zims ist ein solcher von 314 %,



Gmphischo Tafel.

Beispiel zur Veranschaulichung
des Funktionenverlaufs und der Flachen Fp Fy und Fz.

Anfangsalter 30 ; AF. 3% %, y = Pp@) ().

o}

0,02908

100
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in Rechnung gestellt. Um den Verlauf der Funktionen
y (f) und Y () deuthich darzustellen, erschemen sie
gegenitber p (f), z(f) und Z (f) vergrossert, und zwar
25mal. Im Beharrungszustande macht das Deckungs-
kapital in dem gewiihlten Beispiele rund 31 9, der ver-
sicherten Summe aus (genauer 30,75 9, da Z (co) =
0,3075 ist) und die Leistungen werden gemiss Gleichung
VI’ zu 64 9%, durch Primien und zu 36 %, durch Zinsen
des Deckungskapitals aufgebracht. Aus dem Beispiel ist
sehr schon ersichtlich (vgl. die graphische Tafel), wie
die Ansammlung des Deckungskapitals vorausschauend
gross wird, wenn eine grosse Zahl von Todesfillen, d. h.
grosse Leistungen zu erwarten sind, und geringer, wenn
kleinere Leistungen in Aussicht stehen. Die Extreme
liegen fiir die geschlossene Gesamtheit nahe bei #; und
t, und fiir die offene Gesamtheit nahe bei #3, ¢, &5, s ete..
was niherungsweise zu den Werten fiir das Deckungs-
kapital fithrt: 2 (¢;) = 0,31, Z (¢3) = 0,38, Z (t;) = 0,26
ete. Z (co) = 0,3075 und fiir die Leistungen, wie z.T.
schon vorn (Werte von ¢ (7)) bemerkt: y (f,) = 0,028,
Y (t,) = 0,0384, Y (¢;) = 0, 0238 ete. Y (co) = 0,02908.
Es entsprechen sich mithin bei der geschlossenen Gesamt-
heit:
t, und t,
und bei der offenen Gesamtheit:

t; und ¢,
t. und £

Die Maxima und Minima des Deckungskapitals liegen
also im Endlichen iiberall vor den beziiglichen Extrem-
werten der Leistungen. Die gegenseitig voneinander ab-
hiingigen Wellenbewegungen lassen sich auch rechnerisch
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sehr wohl weit iiber 100 Jahre hmaus verfolgen. Man
bemerkt auf der graphischen Tafel die Lage der beiden
Geraden (durch Pfeile angedeutet), um die die Funk-
tionen, einerseits ¢(t) und Y (f), anderseits Z(t) oszillieren.
Die Maximalabweichungen werden mit wachsendem ¢
immer geringer, so dass die genannten Funktionen selbst
in die Geraden auslaufen und damit den Beharrungs-
zustand erreicht haben.

Wie vorhin allgemein gezeigt wurde, sind die
3 Flichen F), F', und F, durch eine Relation verbunden.
Nun ist F,, wie- wir schon hervorhoben, eine Funktion
von p und y. Im Beharrungszustande sind daher auch
p und y durch eine Beziehung verbunden. Wir erhalten
diese, indem wir in Gleichung VI fiir Hys By F,und P
ihre Integralwerte substituieren. Wird dies ausgefiihrt
und nimmt man alle Glieder, die y enthalten, auf die
eme und alle Glieder, die p enthalten, auf die andere
Seite, so ergibt sich die Beziehung:

f (t)dt— f / ) dvdt /D;(t)dt—é foofo;t_tp(t)drdt
fv y(t)dt f;‘p(t) dt

0 0
Aber zu einer gegebenen Funktion p kdnnen beliebig
viele Vonemander unabhéngige Funktionen y gewihlt
werden.” Damit daher die Gleichung bestehen kann,
muss jede Seite konstant sein. Wir erkennen die Kon-
stante sofort, wenn wir » =1, also 6 = 0 setzen. Dann
wird jede Seite gleich 1. Mithin ist:

5ffvz—ty(t)drdt =/y(t)dt ——futy(t)dt VIL
0 ¢ 0 b




Das Doppelintegral auf der linken Seite kann durch die
Differenz von zwel einfachen Integralen dargestellt
werden, eme Figenschaft, die sich wohl auch direkt
zeigen lisst. Ich mochte HSie hierzu emladen '). Die
Funktion y () ist an die Bedingung gebunden, im HEnd-
lichen endlich zu sein und fiir grosse Werte von ¢ der Null
zuzustreben.

Ich verdanke Herrm Dr. W. Friedli die Aus-
rechnung verschiedener Beispiele fiir das Doppelinte-
gral. Indem er fiir y eine Makehamsche Funktion sub-
stitulerte, gelangte er zur unvollstindigen Gamma-
funktion und zu Resultaten, die in der Literatur bekannt
und auf anderm Wege hergeleitet worden sind.

Aus den vorstehenden Erorterungen sieht man,
dass und wie der Zweck erreicht werden kann, auf die
Grossen zu schliessen, die im Beharrungszustande auf-
treten. Indem man Formeln fiir beliebige t aufstellt,
laden einen diese Formeln unwillkiirlich dazu ein, die
Werte zu bestimmen, die sich fiir die obere Grenze,
t = oo, ergeben.

Wir gelangen zum Schlusse. Einleitend erlaubten
wir uns darauf aufmerksam zu machen, dass wir bei den
n der Erscheinungswelt auftretenden Gesamtheiten, die
sich erneuern, nicht nur an Personengesamtheiten ge-
bunden sind. Weist z. B. nicht auch unser Organismus
selbst Gesamtheiten auf (Zellen, lebenswichtige Organe
ete.), die sich regelmiissig erneuern und weist nicht die

') Zu meiner angenehmen Uberraschung erhielt ich von
Herrm Dr. Joh. Meier, Mathematiker der Schweizerischen Lebens-
versicherungs- und Rentenanstalt, einen Brief vom 2. November
1925 (also schon vom Tage nach der Jubiliumsversammlung in
Basel), worin ein trefflicher direkter Beweis gegeben und damit
Gleichung VII bestitigt wird.
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Natur den beider ErneuerungsichabspielendenVorgingen
eine so grosse Bedeutung bei, dass ihr ofters selbst die
Hilfe eines erquickenden Schlafes erforderlich erscheint ?
In unserm beschrinkten Gebiete indessen, wo es sich
lediglich um Personengesamtheiten und speziell um Per-
sonengesamtheiten der Versicherungsmathematik han-
delt, hat die Untersuchung einen gewissen Vorzug voraus,
nimlich den, dass wir das Schicksal jedes Elementes
beobachtend verfolgen kénnen und auf diese Weise eine
genaue Massenbeobachtung erhalten. Auch von diesem
Standpunkte aus erscheint die kontinuierliche Methode
der Betrachtung und die Herbeiziehung analytischer
Funktionen gegeben, denn je mehr Elemente vorhanden
sind, um so mehr wird jedes einzelne im Vergleich zur
Gesamtheit zum Differential.

Indem wir zusammenfassen, mochten wir folgende
8 Punkte hervorheben:

1. Die Aufgabe, aus dem Verlaufe evner geschlossenen
Gesamtheit auf die Erneuerung fiir eine konstante, sich
erneuernde Gesamtheit zu schliessen, fiihrt auf Volterrasche
Integralglevchungen.

2. Die Ubertragung eines Vorganges von der geschlos-
senen auf die sich erneuernde Gesamtheit 1st ewne allgemeine
Operation, deren Resultat in einem Spezialfalle ebenfalls
vermattelst eimer durch Differentiation vorgenommenen
Uberleitung einer Volterraschen Integralgleichung erster
Art in eine solche zweiter Art erhalten werden kann.

8. Im Beharrungszustande ewner sich erneuernden
Gesamtheit werden die Vorginge gewisse Grenzwerte er-
reichen. Unter diesen Grenzwerten bestehen, wenn es sich
wm stattondre Sozialversicherungskassen handelt, einfache
und praktisch verwertbare Beziehungen.
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