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~ Uber die Konstruktion
einer Standardabsterbeordnung.

Von Dr. Walter Saxer, Bern.

In den folgendon Betrachtungen wird unter einem
vollstiindigen System von Leibrenten die sidmtlichen
aus derselben Abgterbeordnung ableitharen Werte der
kontinuierlichen Leibrenten auf ein Leben, also die 2
dimensionale Gesamtheit der Werte fiir die verschie-
denen moglichen Verzinsungen und Alter verstanden.
Die Herren Blaschke ') und Gram 2) haben unabhiingig
voneinander gezeigh, dass diejenigen Systeme, welche
zu  Gompertz-Makehamschen  Absterbeordnungen ge-
horen, in einfacher Weige gegenseitig verkniipft sind.
Von den genannten Autoren wurde bewiesen, dass fiir
zwel Systeme, denen zwei verschiedene Gompertz-
Makehamsche Absterbeordnungen zugrunde liegen, ent-
sprechende Leibrentenwerte in beiden Systemen in dem
Sinne existieren, dasgg ihr Verhiltnis eine Konstante ist.

') 1. Blaschke: Die Todesirsache bei sterreichischen Ver-
sicherten nach fiinfjiihrigen Geschiftsperioden im Zeitraum 1876
bis 1900, Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen, Bd. IX,
speziell S, 33,

Ii. Blaschke: Uber eine Anwendung des Sterbegesetzes Gom-
pertz-Makeham,Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen,Bd.1,
S. 3—14.

%) Gram, Aktuaren 1. Heft, S. 57 ff. Kopenhagen 1904,



Zudem gind die Alter und Verzinsungsintensititen, die
zu zwel solechen entsprechenden Leibrentenwerten ge-
horen, durch lineare Gleichungen miteinander ver-
bunden.

Prizise ausgedriickt: Wir bezeichnen das erste
System mit (I). 2 bedeute das Alter und §, die Ver-
zinsungsintensitit. Die diesem System zugrundegelegte
Gompertz-Makehamsche Absterbeordnung sei durch fol-
gende Gleichung definiert:

(1a) I (2) = 7 gt
Dann erhilt man fir die Sterblichkeitsintensitiit
(20)  py(z) = —(log s, + qi log ¢, log ¢,)

und fir den kontinuierlichen Leibrentenbarwert

) b '
(SCL) E]_(CU) :/e-—’o/ (Iul(il:—|’?)+l§;)dt'dt di{z’.,‘

0
oder eine dieser Gleichung iquivalente Bezichung

dii; (2) =
F (g (2) + 61) @y (2) + 1 =

(4c)

Fntsprechend erhiilt man fiir das System (II), sofern
man mib y das Alter und mit 8, die Verzinsungsintensitiit
bezeichnet, die Gleichungen

(1b) l(y) = sf g8
(2b) ta () = — (log sy -+ ¢4 log g4 log ¢,)

(3b) g (Y) = / M/ . ]/?

o da () _
(40) ﬁ#ﬁwmm+@%m+1mo
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Der Satz von Blaschke-Gram lautet nun:

Setzt man

(ba) Yy =me+n

’ o

(50) % = m

so wird (5¢) ay (Y, 0g) = MGy (a:’ dy)

wobei die Konstanten (m, n, ) dieser Trangformationen
sich mittelst folgender Gleichungen aus den Konstanten
der Absterbeordnungen der Systeme (I) und (II) berech-
nen lassen.

(6(1') m == ﬁlggg_l_
log ¢
1 1
.. g log — — loglog —
(6b) o log log g, loglog
log ¢,
log q.
(6e) r=—24 log s, —log s,
log ¢,

Demnach gehort zu jedem Wertepaar (x, 8,) des Syste-
mes (I) ein durch Gl. (5a, b) eindeutig bestimmtes kor-
respondierendes Paar (y, d,), fiir das man sehr leicht
mittelst Gl (5¢) seinen zugehorigen Lieibrentenbarwert:
berechnen kann, sofern man denselben fiir das korres-
pondierende Paar (z, §,) kennt. Kraft dieses Satzes
genligh es also, die Leibrentenbarwerte eines Systemes
vollstiindig zu kennen, um diese Werte fiir ein anderes
System ohne weiteres gemiiss Gl. (5u. 6) berechnen zu
konnen, unter der Voraussetzung, dags beiden Systemen
jo eine Gompertz-Makehamsche Absterbeordnung zu-

grunde liegt.
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Merkwiirdigerweise wurde von keinem der beiden
Autoren untersucht, ob diese letztere Voraussetzung
fiir die Giiltigkeit des Satzes wirklich notwendig sei,
was fiir Beziehungen zwischen den Absterbeordnungen
zweier Systeme iiberhaupt verlangt werden miissen,
damit sie in solch einfacher Weise miteinander ver-
kniipft werden kénnen. Diese H'rage ldsst sich in gehr
einfacher Weige erledigen und ihre Losung soll im fol-
genden mitgeteilt werden.

Wir setzen voraus, dass fiir 2 ganz beliebige Systeme
Gleichungen (5) gelten sollen, wobei (m, n, 7) beliebige,
aber feste Konstanten bedeuten. Wag fiir Konsequenzen
kénnen wir aus diesen Voraussetzungen fiir unsere Ab-

sterbeordnungen ziehen ?
Aus Gleichung (5a) und (5¢) folgt ohne weiteres

day (y)) | da ()
dy dx A

(7)

y=ma-n

Beriicksichtigt man dieses Resultat und erselt in Clei-
chung (4b) die Werte [y, gy, g (y)] gemiiss Gleichung

(5a, b, ¢), so erhilt man
; ‘ v

e ¥

Tt [.“2 (mz -+ n) + %— ?-I. mar () =0

da ()
dx

Subtrahiert man diese Gleichung von Gleichung
(4a), so ergibt sich

(— ) -+ g (- 0) — ) ta) =0 _

oder, weil @, (%) £ 0

(8a) wy (ma + n) = ()




93
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D. h. (sb)

Gleichung (8b) ist demnach fiir die Giiltigkeit des Satzes
von Blaschke-Gram notwendig.  Wir behaupten, dass
ihre Existenz auch hinreichend ist. .

Der Beweis fiir diese Behauptung lisst sich leicht
aus den Ausfithrungen von Jorgensen ') lesen, die er
bereits in seinem bekannten Lehrbuch publiziert hat.
Man hat in der Tat bloss zu zeigen, dass die Giiltigkeit
von Gleichung (5¢) aus der Giiltigkeit der Gleichung
(5a, b) und (8a, b) folgt. Zu diesem Zwecke setzt man
kraft unserer Voraussetzungen

Yy=ma-+n

g =——1
2
m

t
M (m“f“"wj{)

m

g (me 4+ n + ) = +r

und man erhilt laut Gleichung (3b)

&S] ¢ t
— [ [\t +d
'cié(mm"Fn)=fCB/‘[( m) ]dtdt

0

Bezeichnet f('f) die Funktion — (u, (z - t) ++ d,), wobet
[(t) die 1. Ableitung der Funktion f(f) bedeuten soll;
findet man

1 N. R. Jorgensen, Grundziige einer Theorie der Lebensver-
sicherung, 8. 201 ff,




s 24 L

oo o0

t
S()=so) F(O)—F(0)
Uy (Mma + ) =fe (’”) dt :mf@ dt
2]

und laut Gleichung (3a)

t
7 — [Tyt jae F—F10)
‘a'l(:c):fe (,f[‘ ! dt-:fe at

0 0
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Wir kénnen
demnach folgenden Satz aussprechen:
Sind  zwev  Absterbeordnungen  derart miternander
verkwiipft, dass die Gleichung qult
(@)

n

2 ta () = g (ma + ) = +r

wober (14(), py(y)) die Sterblichkeitsintensititsfunktionen,
(z, y) dve Alter und (m, n, r) beliebige IConstanten bedeuten,
so qailt

(IT) m iy (2, 0,) = dy (1, 0y)

wenn man mit (0, d) die Verzinsungsintensititen be-
zevchnet und

(LII) Yy =mz -+ n
Y,
Oy = s T 7
m setat.

Umgekehrt sind Gleichungen (I1) and (ILL) erfiillt, so
folgt daraus notwendigerweise die Griltigkeit von (iles-
chung (L).

Wie man nun leicht sieht, brauchen zwei vollstin-
dige Systeme von Leibrenten gar nicht auf Grrund von
Ma,keha,m-Gomp(-rrtzschen AI)Ht(-\.r}‘)(\()['(hulng@n l{()n-

v
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struiert zu sein, damit sie gemiiss Gleichung (II) und
(LLI) miteinander verkniipft sind. Vielmehr zeigt uns
Gleichung (I) die Operationen, welche auf die Sterblich-
keitsintensititsfunktion einer beliebigen Absterbeord-
nung angewendet werden miissen, um aus derselben die
Sterblichkeitsintensititsfunktionen der simtlichen an-
dern Absterbeordnungen zu erhalten, deren vollstindige
Systeme von Leibrenten gemiiss Gleichung (I) mit dem
System der Ausgangsabsterbeordnung verkniipft sind.
Diese Operationen bestehen einfach darin, dass zuerst
die unabhingige Variable z der Ausgangsabsterbe-
ordnung, das Alter, einer ganzen linearen IFunktion
unterworfen wird und dann ebenso die Intensitiits-
funktion selbst. Zwar muss der Ahnlichkeitsmodul fiir
diese beiden ganzen linearen Transformationen derselbe
sein und darf nicht den Wert Null annehmen. Dieso
Konstruktion hiingt von drei Parametern (m, n, r) ab.
Man erkennt leicht, dass die Gesamtheit dieser Kon-
struktionen, welche durch Variation der Parameter
entsteht, ohne dass sie den Wert Null annimmt, eine
dreidimensionale, kontinuierliche Gruppe bildet. Wir
konnen ung ungenau auch kurz so ausdriicken:

Alle Absterbeordnungen, deren zugehorige Systeme
gemiiss Gleichung (I, II, III) gegenseitig verkniipft
sind, bilden eine Gruppe. Iine solehe Gruppe ist durch
Angabe einer ihrer Sterblichkeitsintensititsfunktionen
eindeutig  bestimmt. Jede Sterblichkeitsintonsitiits-
funktion bildet also einen «Representanton» fiir ihre
PR . " " = .
Gruppe.  Wir wollen uns durch Beispiele verstindlich

machen.

1. Alle Abste\,rbeordnungen, deren Sterblichkeits-
intensitiitsfunktionen eine Konstante ist, bilden eine
Giruppe In unserm Sinne. Denn es ist ohne weiteres er-

3



s, 08
gichtlich, dass irgend zwei Konstante als u,(x) und gy(y)
Gleichung (I) gentigen.

2. Moivre setzte

U(z) = C, (2—wy)
oder () = ——o

Wir behaupten: Alle Absterbeordnungen von dieser
Form bilden eine Untergruppe von einer Gruppe in un-
serm  Sinn.

i 1

— und u,y (y) =——
Ty Y1y

Beweis: Fs sel u,(x) =

Setzb man Yy = z -+ wy—wy, 0 I8t wy (i) = uy (2)

d. h. Gleichung (I) ist wirklich erfiilll. Denn in diesem
Fall besitzen unsere Parameter einfach folgende Werte:
m =1, n=1wy—w, r=0. Man erhilt diese Unter-
gruppe, indem man m und » festhilt und n variert.

3. Achard 1) verallgemeinerte die Moivresche Hypo-
these, indem er setate

l(z) = C (x—aw)™

Wir wollen m den Grad der verallgemeinerten Moivre-
schen Absterbeordnung nennen. Dann behaupten wir:

Alle Absterbeordnungen von demselben Grade bilden
eine Untergruppe von einer Gruppe in unserm Sinn,

B . , m
Beweis: Es sei () = ——
1
m
My () =——
Y,

") Achard, Note sur le changement de taux dans le caleul
des annuités viagéres, Bulletin de I'Institut des Actuaires Fran-
¢ais, Tome second (1902), p. 38—42,



Setzt man wie bei Moivre y = & | wy—w,, 80 ergibt sich
der Beweis wie vorhin.

4. Wir behaupten: Alle Gompertz-Makehamschen
Absterbeordnungen bilden eine Gruppe in unserm Sinn.
Der Beweis folgt spiter.

-

5. Ebenso kann man die allgemeinen Absterbeord-
nungen von Quiquet nach Gruppen in unserm Sinn
ordnen. Die Gruppen ergeben sich, wenn man die Diffe-
rentialgleichung beriicksichtigt, welche die Sterblich-
keitsintensititsfunktionen von Quiquet befriedigen.

Diese Beispiele diirften geniigen, um zu sehen,
dass das Ordnungsprinzip nach den Gesetzen von
Blasehke-Gram  fiiv die Finteilung der Absterbeord-
nungen ein sehr strenges ist. Iline Gruppe umfasst
«wenige» und dafiiv gegenseitig sehr eng verwandte
Absterbeordnungen. Dag ist der Grund, dass ihre zuge-
horigen vollstindigen Systeme von Leibrenten so eng
miteinander verkniipft sind. Ils muss das Ziel unserer
Untersuchungen sein, die Gruppen moglichst weit zu
gestalten und die Beziehungen solcher «weiterny Gruppen
aufzusuchen. Die alleemeinste Aufgabe dieser Art be-
steht darin, die Absterbeordnungen durch mathematische
Figenschaften so zu charakterisieren, dass man auf
Grund dieser Higenschaften die Beziehungen ihrer
Systeme ermitteln kann., Man bemerkt, dass diese Auf-
gabe das sogenannte Zinsproblem als Spezialfall enthilt
und in dieser allgomeinen Formulierung wohl kaum 16s-
bar ist. Wohl aber ist es eine schéne Aufgahe, die Grup-
pen allgemeiner, universeller zu gestalten. Wir hoffen,
bei spiterer Gelegenheit darauf zuriickkommen zu
konnen.
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Die Makehamschen ,
Absterbeordnungen als Gruppe.

Weil zwei Systeme, welche auf Grund von Malke-
hamschen Absterbeordnungen berechnet wurden, den
Blaschke-Gramschen Bedingungen geniigen, miissen die
zugehorigen  Sterblichkeitsintensititsfunktionen  Glei-
chung (8) befriedigen. Man kann dies durch eine elemen-
tare Rechnung bestitigen, indem man (m, n, r) gemiiss
Gleichung (6) aus den Konstanten der beiden Absterbe-
ordnungen erhiilt. Zudem ist diese Beziehung bekannt,
siehe Jorgensen 5. 202. Wir behaupten nun:

Sofern man aus einer Makehamschen Sterblich-
keitsfunktion gemiss Gleichung (8b6) eine andere Sterb-
lichkeitsfunktion konstruiert, so muss dieselbe not-
wendigerweise ebenfalls eine Makehamsche soin.

Umgekehrt, ergibt diese Konstruktion eine Make-
hamsche Sterblichkeitsintensititsfunktion, so muss auch
die Ausgangsfunktion eine solche sein.

Diese Behauptungen sind mit der beroits aufge-
stellten Behauptung iquivalent, dags alle Makeham-
schen Absterbeordnungen in unserm Sinn eine Gruppe
bilden. Thr Beweis ergibt sich einfach aus der Bemer-
kung, dass man gemiss Gleichung (8) nach Wahl der
Grossen (m, n, 7) aus einer Makehamschen Intensitiits-
funktion eindeutig eine andere Intensitétstunktion er-
hiilt. Indem man nur den Grossen m, n und r eine
Form gemiss Gleichung (6) erteilt, in denen ¢y, s,, »,
zuniichst Unbekannte sind, bekommt auch die neue
Sterblichkeitsintensititsfunktion  die  Makehamscho
Form. Nun sind aber Gleichung (6) sowohl in Bezug auf

die Grossen log q,, log log !—/‘ log s, als auch log g,
1

1 i ,
log log —, log s, linearer Natur. Dem setzt man
2
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log ¢; =
loglog —=y, ¢t =1, 2
g
log s; = 2,

$o erhilt man aus Gleichung (6)

] (EI-—--’?H;Q’)2 == ‘)
Yr—Yp—niy =0 :
l YL~ —Lo2y + 292, =0

D.h. sobald die Grossen (x,, y,, 2,, m, n, r) gegeben sind,
so lagsen sich die Grossen (i, 1y, 2,) gemiiss Gleichung (9)
eindeutig bestimmen, indem die Determinante dieses
(Gleichungssystems den Wert ma, + 0 besitzt. Die Kon-
stanten der neuen Makehamsehen Sterblichkeitsintensi-
titsfunktion und damit sie selbst sind also nach Wahl
der Grossen (m, n, r) eindeutig bestimmt.

(ranz analog ligst sich die Umkehrung unserer
Behauptung beweisen.

Wie bekannt, hat die Konstante ¢ bei den in der
Praxis nach Makeham ausgeglichenen Sterbetafeln
immer einen Wert kleiner als 1. Wir konnen beifiigen,
dass man bei einer Makehamsehen Intensitiitsfunktion,
welche dieser Bedingung gentigt, durch Transformation
gemiiss (leichung (8) mittelst reellen (m, n, 7) immer
wieder eine Makehamsche Funktion bekommt, deren ¢
ebenfalls kleiner als 1 ist. Will man eine Makehamsche
]{‘tmktion mit einem ¢ grasser als 1 erhalten, so muss die
Grosse m log 8y in der Iorm a -+ 74 gewihlt werden, wo
v die imaginiive Finheit bedeutet.

Bern, den 28. Dezember 1923.
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