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Über die Konstruktion

einer Standardabsterbeordnung.
Von Dr. Walter Saxer, Bern.

In den folgenden Betrachtungen wird unter einem

vollständigen System von Leibrenten die sämtlichen
aus derselben Absterbeordnung ableitbaren Werte der

kontinuierlichen Leibrenten auf ein Loben, also die 2

dimensionale Gesamtheit der Werte für die verschie-
denen möglichen Verzinsungen und Alter verstanden.
Die Herren Blaschke *) und Gram haben unabhängig
voneinander gezeigt, dass diejenigen Systeme, welche

zu Gompertz-Makehamschen Absterbeordnungen ge-
hören, in einfacher Weise gegenseitig verknüpft sind.
Von den genannten Autoren wurde bewiesen, dass für
zwei Systeme, denen zwei verschiedene Gompertz-
Makehamsche Absterbeordnungen zugrunde liegen, ent-
sprechende Leibrentenwerte in beiden Systemen in dem
Sinne existieren, dass ihr Verhältnis eine .Konstante ist.

') E. Blaschke: Die Todesursache bei österreichischen Ver-
sicherten nach fünfjährigen Geschäftsperioden im Zeitraum 1876
bis 1900, Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen, Bd. IX,
speziell S. 33.

E. Blaschke: Über eine Anwendung des Sterbegesetzes Gom-

pertz-Makeham,Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen,Bd. I,
S. 3—14.

2) Gram, Aktuaren 1. Heft, S. 57 ff. Kopenhagen 1904.
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Zudem sind die Alter und Verzinsungsintensitäten, die

zu zwei solchen entsprechenden Leibrentenwerten ge-
hören, durch lineare Gleichungen miteinander ver-
bunden.

Präzise ausgedrückt: Wir bezeichnen das erste

System mit (I), as bedeute das Alter und + die Ver-

zinsungsintensität. Die diesem System zugrundegelegte
Gonrpertz-Makehamsche Absterbeordnung sei durch fol-
gende Gleichung definiert:

(la) 1 (œ) s? gf?i

Dann erhält man für die Sterblichkeitsintensität

(2a) ,« l(;i) — (log s + gf log çq log </,)

und für den kontinuierlichen Leibrentenbarwert

(3a) «.(s)

oder eine dieser Gleichung äquivalente Beziehung

dal (as) —
(4a) —— (,iti (as) + d-J a, (.as) + 1=0

Entsprechend erhält man für das System (II), sofern

man mit y das Alter und mit ^ die Verzinsungsintensität
bezeichnet, die Gleichungen

(16) %)

(26) ,«3 (?/) — (log + + log + log </g)
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Dor Satz von Blaschke-Gram lautet nun:
Setzt man

(5a) ;(/ mas + w

(55) <L -* — r^ * m

so wird (5c) ¥2 (2/, dg) — m äj (a;^ dj)

wobei die Konstanten (m, n, r) dieser Transformationen
sieh mittelst folgender Gleichungen aus den Konstanten
der Absterbeordnungen der Systeme (I) und (II) berech-

nen lassen.

(6a)
log 3i

TO

log 32

(») log log i-log log A

log 32

(6c) r log Si — log Sg
log 3 t

Demnach gehört zu jedem Wertepaar (as, d,) des Syste-

mes (I) ein durch Gl. (5a, 5) eindeutig bestimmtes kor-

respondierendes Paar (?y, dg), für das man sehr leicht
mittelst Gl. (5c) seinen zugehörigen Leibrentenbanvert
berechnen kann, sofern man denselben für das korres-
pondierende Paar (as, d() kennt. Kraft dieses Satzes

genügt es also, die Leibrentenbarwerte eines Systèmes
vollständig zu kennen, um diese Worte für ein anderes

System ohne weiteres gemäss Gl. (5 u. 6) berechnen zu
können, unter der Voraussetzung, dass beiden Systemen

je eine Gompertz-Makehainsche Absterbeordnung zu-

gründe liegt.



Merkwürdigerweise wurde von keinem der beiden
Autoren untersucht, ob diese letztere Voraussetzung
für die Gültigkeit des Satzes wirklich notwendig sei,

was für Beziehungen zwischen den Absterbeordnungen
zweier Systeme überhaupt verlangt werden müssen,
damit sie in solch einfacher Weise miteinander ver-
knüpft werden können. Diese Frage lässt sich in sehr

einfacher Weise erledigen und ihre Lösung soll im fol-

genden mitgeteilt werden.

Wir setzen voraus, dass für 2 ganz beliebige Systeme
Gleichungen (5) gelten sollen, wobei (m, w, r) beliebige,
aber feste Konstanten bedeuten. Was für Konsequenzen
können wir aus diesen Voraussetzungen für unsere Ab-
Sterbeordnungen ziehen

Aus Gleichung (5a) und (5c) folgt ohne weiteres

(7)
cZa'a (;/) \ (a;)

^2/ / 2/=wa;-f-w

Berücksichtigt man dieses Resultat und ers\ek in Glei-
chung (4fc) die Werte [?/, ^ Uj (r/)] gemäss Gleichung
(5a, 5, c), so erhält man

+ 1

dai (a)

da; -f «) H
m

mai (a;) 0

Subtrahiert man diese Gleichung von Gleichung

(4a), so ergibt sich

(— ^(a;) + m ^ (ma: -f «) — m) äj(a:) 0
D

oder, weilVi (®) =|e 0

(8a) «2 (wae + w) ^
m
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Y a:—w\

\ m /D. h. (86) ^ ^
A«»(®)= +'•

Gleichung (86) ist demnach für die Gültigkeit des Satzes

von Blaschke-Gram notwendig, Wir behaupten, dass

ihre Existenz auch hinreichend ist.

Der Beweis für diese Behauptung lässt sich leicht
aus den Ausführungen von Jörgensen *) lesen, die er
bereits in seinem bekannten Lehrbuch publiziert hat.
Man hat in der Tat bloss zu zeigen, dass die Gültigkeit
von Gleichung (5c) aus der Gültigkeit der Gleichung
(5a, 6) und (8a, 6) folgt. Zu diesem Zwecke setzt man
kraft unserer Voraussetzungen

y ma; + n

<5„ -A — r
m

'•("+-S-)
,«2 (ma; + n + <) ^ + r

und man erhält laut Gleichung (86)

f -/ h(^+w)+^]
ö2 (ma: + n) / e o d<

Bezeichnet /('<) die Funktion — (,«^ (a; -f- <) + Y), wobei

/( <) die 1. Ableitung der Funktion /(<) bedeuten soll,
findet man

') N. B. Jörgensen, Grundziige einer Theorie der Lebensver-

Sicherung, S. 201 ff.
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oo oo

3, («+») =yyy-"°> =„yy- «
^

0 0

unci laut Gleichung (8a)

£

oo /• <K>

äj (;t) / g J dt / ß dZ

0 0

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Wir können
demnach folgenden Satz aussprechen:

Sind awei ,4&sZer&eordmm</en derarZ miZcinander

nerfcnijp/Z, dass die GZeicfruwc/ yiZZ

(I) /(g (y) /«g (ma; + n) + ?•

m

wobei (/^j_(as), ^(y)) die ÄterbZieMeifciwfcrjsiiöte/wM/rfione«,

(:r, y) die /IZZe?' nnd (m, n, r) beZiebiye J£o»tsto«fc« bedenZen,

so c/iZZ

(II) ^ (&'> ^x) C?2 (?/' ^2)

wenn man miZ (<5^ da) die Fem'/tstm/swte«si<«fe»t be-

.eeicZmeZ nnd

(III) y ma: f n

()„ r
m setzt.

t/myefce/mZ sind GZeicZmnyen (II) nnd (III) er/iiZZZ, so

/oZyZ daraus noZwend-iyemeeise die GitZZic/ZceiZ non GZei-

ebwny (I).
Wie man nun leicht sieht, brauchen zwei vollstän-

dige Systeme von Leibrenten gar nicht auf Grund von
Makeham-Gompertzschen Absterbeordnungen kon-
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struiert zu sein, damit sie gemäss Gleichung (II) und

(III) miteinander verknüpft sind. Vielmehr zeigt uns

Gleichung (I) die Operationen, welche auf die Sterblich-
keitsintensitätsfunktion einer beliebigen Absterbeord-

nung angewendet werden müssen, um aus derselben die

Sterblichkeitsintensitätsfunktionen der sämtlichen an-
dorn Absterbeordnungen zu erhalten, deren vollständige
Systeme von Leibrenten gemäss Gleichung (I) mit dem

System der Ausgangsabsterbeordnung verknüpft sind.
.Diese Operationen bestehen einfach darin, dass zuerst
die unabhängige Variable a: der Ausgangsabsterbe-
Ordnung, das Alter, einer ganzen linearen Funktion
unterworfen wird und dann ebenso die Intensitäts-
funktion selbst. Zwar muss der Ähnlichkeitsmodul für
diese beiden ganzen linearen Transformationen derselbe
sein und darf nicht den Wert Null annehmen. Diese

Konstruktion hängt von drei Parametern (m, n, r) ab.

Man erkennt leicht, dass die Gesamtheit dieser Kon-
struktionen, welche durch Variation der Parameter
entsteht, ohne dass sieben Wort Null annimmt, eine

dreidimensionale, kontinuierliche Gruppe bildet. Wir
können uns ungenau auch kurz so ausdrücken:

Alle Absterbeordnungen, deren zugehörige Systeme

gemäss Gleichung (I, II, III) gegenseitig verknüpft
sind, bilden eine Gruppe. Eine solche Gruppe ist durch ^
Angabe einer ihrer Sterblichkeitsintensitätsfunktionen '

eindeutig bestimmt. Jede Sterblichkeitsintensitäts-
funktion bildet also einen «Kepresentanten» für ihre
Gruppe. Wir wollen uns durch Beispiele verständlich
machen.

1. Alle Absterbeordnungen, deren Sterblichkeit^-
intensitätsfunktionen eine Konstante ist, bilden eine

rruppe in unserm Sinne. Denn es ist ohne weiteres er-

8
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sichtlich, class irgend zwei Konstante als ^(a;) und ^(y)
Gleichung (I) genügen.

2. Moivre setzte

oder

Z(a;) (7j (a:—(üj)

1

»—

Wir behaupten: Alle Absterbeordnungen von dieser
Form bilden eine Untergruppe von einer Gruppe in un-
serm Sinn.

Beweis: Es sei und ^(t/)
'

a;—Wj
'

;y—'((lg

Setzt man // a: + %—»i, so ist ^ (y) ^ (®)

d. h. Gleichung (I) ist wirklich erfüllt. Denn in diesem
Fall besitzen unsere Parameter einfach folgende Werte:
m l, w %—züj, r 0. Man erhält diese Unter-

gruppe, indem man m und r festhält und w variert.
3. Achard *) verallgemeinerte die Moivresche Flypo-

these, indem er setzte

Z (œ) <7 (as—to)

Wir wollen m den Grad der verallgemeinerten Moivre-
sehen Absterbeordnung nennen. Dann behaupten wir:
Alle Absterbeordnungen von demselben Grade bilden
eine Untergruppe von einer Gruppe in unserm Sinn.

m
Beweis: Es sei ,«i(a;)

a;—Wj

m
."2 (.'/)

2/—%

') Achard, Note sur le changement de taux dans le calcul
des annuités viagères, Bulletin de l'Institut des Actuaires Fran-
çais, Tome second (1902), p. 38—42.
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Setzt man wie bei Moivre y — a: + too—i«i, so ergibt sieh

der Beweis wie vorhin.

4. Wir behaupten: Alle Gompertz-Makehamschen
Absterbeordnungen bilden eine Gruppe in unserm Sinn.
Der Beweis folgt später.

5. Ebenso kann man die allgemeinen Absterbeord-

nungen von Quiquet nach Gruppen in unserm Sinn
ordnen. Die Gruppen ergeben sich, wenn man die Diffe-
rentialgleichung berücksichtigt, welche die Sterblich-
keitsintensitätsfunktionen von Quiquet befriedigen.

Diese Beispiele dürften genügen, um zu sehen,
dass das Ordnungsprinzip nach den Gesetzen von
Blaschke-Gram für die Einteilung der Absterbeord-

nungen ein sehr strenges ist. Eine Gruppe umfasst
«wenige» und dafür gegenseitig sehr eng verwandte

Absterbeordnungen. Das ist der Grund, dass ihre zuge-
hörigen vollständigen Systeme von Leibrenten so eng
miteinander verknüpft sind. Es muss das Ziel unserer
Untersuchungen sein, die Gruppen möglichst weit zu
gestalten und die Beziehungen solcher «weitern» Gruppen
aufzusuchen. Die allgemeinste Aufgabe dieser Art be-

steht darin, die Absterbeordnungen durch mathematische

Eigenschaften so zu charakterisieren, dass man auf
Grund dieser Eigenschaften die Beziehungen ihrer
Systeme ermitteln kann. Man bemerkt, dass diese Auf-
gäbe das sogenannte Zinsproblem als Spezialfall enthält
und in dieser allgemeinen Formulierung wohl kaum lös-
bar ist. Wohl aber ist es eine schöne Aufgabe, die Grup-
pen allgemeiner, universeller zu gestalten. Wir hoffen,
bei späterer Gelegenheit darauf zurückkommen zu
können.
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Die Makehamschen
Absterbeordnungen als Gruppe.

Weil zwei Systeme, welche auf Grund von Make-
hamschen Absterbeordnungen berechnet wurden, den
Blaschke-Gramschen Bedingungen genügen, müssen die

zugehörigen Sterblichkeitsintensitätsfunktionen Glei-

chung (8) befriedigen. Man kann dies durch eine elemen-

tare Rechnung bestätigen, indem man (m, «, r) gemäss

Gleichung (6) aus den Konstanten der beiden Absterbe-
Ordnungen erhält. Zudem ist diese Beziehung bekannt,
siehe Jörgensen S. 202. Wir behaupten nun:

Sofern man aus einer Makehamschen Sterblich-
keitsfunktion gemäss Gleichung (8 b) eine andere Sterb-
lichkeitsfunktion konstruiert, so muss dieselbe not-
wendigerweise ebenfalls eine Makehamsche sein.

Umgekehrt, ergibt diese Konstruktion eine Make-
hamsche Sterbliohkeitsintensitätsfunktion, so muss auch
die Ausgangsfunktion eine solche sein.

Diese Behauptungen sind mit der bereits aufge-
stellten Behauptung äquivalent, dass alle Makeham-
sehen Absterbeordnungen in unserm Sinn eine Gruppe
bilden. Ihr Beweis ergibt sich einfach aus der Bemer-

kung, dass man gemäss Gleichung (8) nach Wahl der

Grössen (m, n, r) aus einer Makehamschen Intensitäts-
funktion eindeutig eine andere Intensitätsfunktion er-

hält. Indem man nur den Grössen w, n und r eine

Form gemäss Gleichung (6) erteilt, in denen g.,, Sg,

zunächst Unbekannte sind, bekommt auch die neue
Sterblichkeitsintensitätsfunktion die Makehamsche
Form. Nun sind aber Gleichung (6) sowohl in Bezug auf

1

die Grössen log gq, log log — log 6q als auch log

1

log log —, log Sg linearer Natur. Dem setzt man
9a
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log 4 ai;

log log î/i
0/

log a, *,

a 1, -2

so erhält man aus Gleichung (6)

I «I—m«2 0

9. 2/i—2/2—^= 0

rail—+ «2^i= 0

D.h. sobald die Grössen (a^, t/j, «j, m, », r) gegeben sind,
so lassen sich die Grössen (a^, 7/2- ^2) gemäss Gleichung (9)
eindeutig bestimmen, indem die Determinante dieses

Gleichungssystems den Wert »Mj 4= 0 besitzt. Die Kon-
stanten der neuen Makehamschen Sterblichkeitsintensi-
tätsfunktion und damit sie selbst sind also nach Wahl
der Grössen (m, », r) eindeutig bestimmt.

Ganz analog lässt sich die Umkehrung unserer
Behauptung beweisen.

Wie bekannt, hat die Konstante </ bei den in der
Praxis nach Makeham ausgeglichenen Sterbetafeln
immer einen Wert kleiner als 1. Wir können beifügen,
dass man bei einer Makehamschen Intensitätsfunktion,
welche dieser Bedingung genügt, durch Transformation
gemäss Gleichung (8) mittelst reellen (m, », 7') immer
wieder eine Makehamsche Funktion bekommt, deren f/
ebenfalls kleiner als 1 ist. Will man eine Makehamsche
Funktion mit einem <7 grösser als 1 erhalten, so muss die
Grösse » log in der Form a -f- jri gewählt werden, wo
i die imaginäre Einheit bedeutet.

Berw, den 28. Dezember 1928.
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