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Hat der Ausdruck (1— kd'x) einen Sinn ?

Von Geheimem Hofrat W, Kiittner, Dresden.

Gewiss, wird der auf Leibniz’ Standpunkte
stechende Mathematiker antworten. Dieser Ausdruck
ist = 1,da kdx eine Infinitesimalgrosse ist, die gegen
die 1 verschwindet.

Wird damit die Wahrscheinlichkeit fiir das Niché-
etntreffen eines ins Auge gefassten Ereignisse$ inner-
halb der unendlich kleinen Zeit dz ausgedriickt, so
stellt hiernach dieser Ausdruck die Gewissheit dar, dass
das FEreignis nicht stattfindet. Das will aber der Ver-
sicherungsmathematiker, der diesen Ausdruck anwendet,
damit nicht ausdriicken, denn er ist sich bewusst, dass
das Kreignis zu seinem Eintritte keiner zeitlichen Aus-
dehnung bedarf, dass dx nwr die Fintrittsmoglichkeit
einschrankt, micht aber ausschliesst. Absicht und Be-
wertung von (L — kdx) befinden sich in dicsem Falle
somit im  Widerspruche.

Nun hat aber JJ. Karup bei seiner Entwicklung, die
Aktivititswahrscheinlichkeit durch das Produkt zweier
unabhiingiger Wahrscheinlichkeiten auszudriicken, den
in Rede stehenden Ausdruck in seine Grundgleichung
in dem erwiihnten gegensiitzlichen Sinne eingefiihrt,
ohne sonderbarerweise deshalb von seinen erbitterten
Gegnern Behm und Zimmermann angegriften zu werden.
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Auch spiter haben der Verfasser G. Schaertlin, u. a.,
die fraglichen Ausdruck in diesem Sinne beniitaten,
keine Angriffe erfahren. Dies muss {iberraschen und
lasst sich nur damit erklédren, dass die erzielten Kr-
gebnisse immer durch andere Untersuchungen bestiitigt
worden sind.

Es erscheint daher nicht unwichtig, endlich ein-
mal nach dem Grunde dieser befremdlichen Erscheinung
zu forschen, Iassen wir zuniichst die Arbeit Karups
ins Auge und bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, im
Alter = erwerbsfihig zu sein mit @(x), und weiter die
Wahrscheinlichkeit, innerhalb des unendlich kleinen
Altersintervalles von « bis & 4 dx invalid zu werden
mit i(x)dz, und zu sterben mit o(x)dx, so schreibt
derselbe an

p(@ - o) = () [(1 — i) da) (1 — o(x) d)]. (1)

Das ist scheinbar eine durchaus heterogene Gleichung,
die mit den theoretischen Werten fiir 1 — ¢(x)da und
1 — o(x)dz tibergeht in

o - da) — p(x) = ¢’ (x)dc =0
@(x) == Konstante

und zu einem Trugschlusse fithren wiirde. Lésen wir
dagegen, wie es Karup tut, die Gleichung (1) auf,
ohne uns um die Werte von 1 —i(x) dz und 1 — o(x) dx
zi kiimmern und reduzieren in iiblicher Weise, so er-
halten wir

% = — i(z) de — o(x) dx (2)
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eine  homogene  Differentialgleichung 1. Ordnung,
L. Grades, die nichts Zweifelhaftes mehr enthilt und
den Ausdruck unter (1) nur als eine ungliickliche Form
erscheinen liisst. Integrieren wir (2) zwischen den
Grenzen x und x -1, so erhalten wir

a1 ot
_ f ifw)de / ola) das
RO SNC)

p(x)

Im iibrigen finden wir als Intensititen ausgedriickt
die Gleichung (2) unter (5b) wieder.

Mit der Aufstellung der Gleichung (3) ist das vor-
gesteckte Ziel erreicht. Die Aktivititswahrscheinlich-
keit ist in ein Produkt zweier Wahrscheinlichleiten
aufgelost worden. Den ersteren Ausdruck,

-1
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nennt Karup die wunabhingige Wahrscheinlichkeit fir
den a-jihrigen Aktiven, im niichsten Jahre nicht invalid
zu werden, und den anderen Ausdruck,

11
__/n(’.l:) da
@

die unabhiingige Wahrscheinlichkeit fiiv denselben Ak-
tiven, im niichsten Jahre nicht als Aktiver zu sterben.
Ist (1) zuliissig, so ist auch (3) unanfechtbar, Der Aus-
druck unter (2) stellt die Aktivitatsintensitat dar.
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Von den Schaertlinschen Arbeiten greifen wir die
Gleichung

l e = l:dfu;‘, dx — lzavm dx (1—-—53“&) -+ lf/ji dx

&

heraus, die in seiner verdienstlichen Schrift: ,Zur
mathematischen Theorie der Invalidititsversicherung,
Bern 1907%, Seite 9, enthalten ist. Durch eine leichte
Reduktion dieses Ausdruckes finden wir

i

Lo i
p=n A =i @
@

also auch hier wieder eine durchaus homogene Glei-
chung, deren Richtigkeit nicht angezweifelt werden
kann. .

Weiter entnehmen wir derselben Schrift, Seite 9,

(1 — i do) - gl vy do—1,  (50)

eine Gleichung, die in den homogenen Ausdruck

g &= ,u,gd + v, (5b)

iibergeht und damit das Gesetz, das durch (5) ausge-
driickt werden soll, richtig zur Darstellung bringt.
Siehe (2).

Diese Beispiele, die durch beliebig viele andere
mit gleichen Ergebnissen sich vermehren lassen, zeigen
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uns, dass die Ausdriicke von der Form (1 — kdx) die
ihnen beigelegte Wahrscheinlichkeit richtig zum Aus-
druck bringen, wihrend eine einfache Uberlegung lehrt,

pdass das immer dann der Fall sein wird, wenn
der vorgelegte, mit Gliedern von der Form (1 — kdx)
belastete Ausdruck durch Auflosungen bzw. Zu-
sammeonfassungen sich als homogen erweist®.

Wo das nicht zutrifft, kann mit den in Rede
stehenden Ausdriicken nicht operiert werden. In diesen
Fillen ist zu versuchen, vom Fndlichen auszugehen
und die Untersuchung iiber das Unendlichkleine hinaus
wieder zum FEndlichen zu fithren, wodurch iiberdies
noch alles Metaphysische vermieden wird, das, wie
der Streit Karup-Behm und Kiittner-Zimmermann ge-
lehrt hat, von einem Teile der deutschen Mathematiker
perhorresziert wird.

Nehmen wir die im Kingange behandelte Unter-
suchung iiber die Aktivititswahrscheinlichkeit wieder
auf, so konnen wir anschreiben, wenn aus der Gesamt-

heit l;';“ bis zum Alter x J Invaliden und T:f aktiv

Verstorbene hervorgegangen und beobachtet worden
sind,

lgj-zl:u: lza T (Ja:+zlsv o ']m) - (Tw-{—zlw— T.L) (5)
Liisst man jetzt Adx bis zu dx abnehmen, so folgt

dy = — J,de—T do (6)

und, wenn mit l:“ dividiert und sodann innerhalb der

Grenzen 2 bis x - 1 integriert wird,
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Damit sind wir zu demselben Ergebnisse gelangt,
zu dem Karup vermittels der Differentialgleichung (1)
gekommen ist, denn offenbar ist

! al
i) de = —>— dx und o(x) dx = —> du.
; l’u’o Zaa
& &£

Wichtig ist, dass wir hieraus erfahren, dass der Be-
stimmung von i(x)dz und o(x) de die beobachteten In-
validitits- und Todesfille in ihrer Abhingighkeit von-
etnander zugrunde zu legen sind. Alle Einwiirfe, die
seinerzeit gegen die Karupsche Beweisfithrung er-
hoben wurden, werden hier gegenstandslos, und es er-
iibrigt sich auch der von mir zur Begriindung der
Gleichung (1) aufgestellte Satz:

Wenn 2« FEreignisse, die von z voneinander
abhingigen Ursachen bedingt werden, sich simtlich
oder teilweise ausschliessen, d. h. wenn das vorherige
Eintreffen des einen oder des anderen das Eintreffen
eines anderen oder aller iibrigen unméglich macht,
so kann bei einem unendlich kleinen Zeitintervall
doch dieses Abhiingigkeitsverhiltnis nicht in Frage
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kommen, weil, wenn die Aufeinanderfolge zweier
oder mehrerer Ereignisse von dem Zusammentreffen
durch unsere Sinne unterschieden werden soll, immer
ein endliches, wenn auch noch so kleines Zeitinter-
vall zwischen denselben liegen muss. Fiir ein un-
endlich kleines Zeitintervall werden daher derartige
abhiingige Ereignisse unabhiingig voneinander, und
die Sitze der wnabhdngigen Wahrscheinlichkeiten
sind auf sie anwendbar.

Der Satz, der auf Leibniz'® Anschauung basiert,
dass das Unendlichlkleine unteilbar ist, ist von Zimmer-
mann heftig angegriffen worden, von Bortkicwicz an-
erkannt und gewiirdigt, in der Neuzeit aber wicderum
von £, Spangenbery ') abfillig beurteilt und als ver-
wirrend hingestellt worden. Inwieweit dies berechtigt
ist, iiberlasse ich getrost der Beurteilung der Fach-
genossen, die nicht auf einseitigem Standpunkte stehen,
dass nur die Grenzmmethode iiberzeugend ist, aber
Rechenschaft iiber die Zulissigkeit der aufgestellten
Differentialgleichung (1) verlangen.

Zum Schlusse dieser Studie ist es wohl iiberfliissig,
ausdriicklich darauf aufmerksam zu machen, dass die
unter (8) angegebene Karupsche Formel direkt aus der
unter (b) angegebenen Zimmermannschen Formel ab-
geleitet worden ist. Eine cklatantere Widerlegung der
masslosen Angrifte, die Zimmermann gegen mich ge-
richtet hat, lisst sich wohl kaum denken.

1) Siche seine Aufsitze in Heft XX der Verdffentlichungen
des deutschen Vereins filr Versicherungswissenschaft,
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