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Hat der Ausdruck (1—kdx) einen Sinn?

Von Geheimem Hofrat W. Küttner, Dresden.

Gewiss, wird der auf Leibniz' Standpunkte
stehende Mathematiker antworten. Dieser Ausdruck
ist l, da kdx eine lnfinitesimalgrösse ist, die gegen
die 1 verschwindet.

Wird damit die Wahrscheinlichkeit für das

Nichteintreten eines ins Auge gefassten Ereignisses innerhalb

der unendlich kleinen Zeit dx ausgedrückt, so

stellt hiernach dieser Ausdruck die Gewissheit dar, dass

das Ereignis nicht stattfindet. Das will aber der

Versicherungsmathematiker, der diesen Ausdruck anwendet,
damit nicht ausdrücken, denn er ist sich bcwusst, dass

das Ereignis zu seinem Eintritte keiner zeitlichen
Ausdehnung bedarf, dass dx nur die Eintrittsmöglichkeit
einschränkt, nicht aber ausschliesst. Absicht und
Bewertung von (I —• kdx) befinden sich in diesem Falte
somit im Widerspruche.

Nun hat aber J. Karup bei seiner Entwicklung, die

Aktivitätswahrscheinlichkoit durch das Produkt zweier

unabhängiger Wahrscheinlichkeiten auszudrücken, den

in Rede stehenden Ausdruck in seine Grundgleichung
in dem erwähnten gegensätzlichen Sinne eingeführt,
ohne sonderbarerweise deshalb von seinen erbitterten

Gegnern Behm und Zimmermann angegriffen zu werden.
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Auch später haben der Verfasser O. Schaertün, u. a.,
die fraglichen Ausdruck in diesem Sinne benützten,
keine Angriffe erfahren. Dies muss überraschen und
lässt sich nur damit erklären, dass die erzielten
Ergebnisse immer durch andere Untersuchungen bestätigt
worden sind.

Es erscheint daher nicht unwichtig, endlich einmal

nach dem Grunde dieser befremdlichen Erscheinung
zu forschen. Fassen wir zunächst die Arbeit Karups
ins Auge und bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, im
Alter x erwerbsfähig zu sein mit cp(x), und weiter die

Wahrscheinlichkeit, innerhalb des unendlich kleinen
Altorsintorvalles von x bis x -)- dx invalid zu werden
mit i(x)dx, und zu sterben mit o{x)dx, so schreibt
derselbe an

cp(x -j- dx) <p(x) [(1 — i(x) dx) (1 — o(x) rfo)]. (1)

Das ist scheinbar eine durchaus heterogene Gleichung,
die mit den theoretischen Werten für 1 —i(x) dx und
1 — o(x) dx übergeht in

cp{x -j- dx) — cp(x) — cp'(x) dx 0

cp(x) — Konstante

und zu einem Trugschlüsse führen würde. Lösen wir
dagegen, wie es Karup tut, die Gleichung (1) auf,
ohne uns um die Werte von 1 —i(x)dx und 1 — n(x) dx
zu kümmern und reduzieren in üblicher Weise, so

erhalten wir

—t—r— — i(x) dx — o(x) dx (2)
<p(x)



— 79 —

eino homogene Differentialgleichung 1. Ordnung,
1. Grades, die nichts Zweifelhaftes mehr enthält und
den Ausdruck unter (1) nur als eine unglückliche Form
erscheinen lässt. Integrieren wir (2) zwischen den
Grenzen x und x-|-l, so erhalten wir

/ i(ar) dx _ j o(x)dx
Cp{x -f- 1) J /ON

- T\ — — £ x g Jx foj
<p(x)

Im übrigen finden wir als Intensitäten ausgedrückt
die Gleichung (2) unter (5 b) wieder.

Mit der Aufstellung der Gleichung (3) ist das

vorgesteckte Ziel erreicht. Die Aktivitätswahrscheinlich-
keit ist in ein Produkt zweier Wahrscheinlichkeiten

aufgelöst worden. Den ersteren Ausdruck,

nennt Kamp die unabhängige Wahrscheinlichkeit
finden »-jährigen Aktiven, im nächsten Jahre nicht invalid
zu werden, und den anderen Ausdruck,

die unabhängige Wahrscheinlichkeit für denselben

Aktiven, im nächsten Jahre nicht als Aktiver zu sterben.

Ist (1) zulässig, so ist auch (3) unanfechtbar. Der
Ausdruck unter (2) stellt die Aktivitätsintensität dar.
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Yon den Schaertlinschen Arbeiten greifen wir die

Gleichung

CK*'- >>*<•*

heraus, die in seiner verdienstlichen Schrift: „Zur
mathematischen Theorie der Invaliditätsversicherung,
Bern 1907a, Seite 9, enthalten ist. Durch eine leichte
Reduktion dieses Ausdruckes finden wir

+ + (4)
j(ia

also auch hier wieder eine durchaus homogene
Gleichung, deren Richtigkeit nicht angezweifelt werden
kann.

Weiter entnehmen wir derselben Schrift, Seite 9,

(1 — dx) -f-/xxadx-\-vxdx— 1, (5a)

eine Gleichung, die in den homogenen Ausdruck

/ » (5b)' X I X 1 X' V '

übergeht und damit das Gesetz, das durch (5)
ausgedrückt werden soll, richtig zur Darstellung bringt.
Siehe (2).

Diese Beispiele, die durch beliebig viele andere

mit gleichen Ergebnissen sich vermehren lassen, zeigen
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uns, dass die Ausdrücke von der Form (1 — kdx) die
ihnen beigelegte Wahrscheinlichkeit richtig zum
Ausdruck bringen, während eine einfache Überlegung lehrt,

„dass das immer dann der Fall sein wird, wenn
der vorgelegte, mit Gliedern von dor Form (1 — kdx)
belastete Ausdruck durch Auflösungen bzw.

Zusammenfassungen sich als homogen erweist11.

Wo das nicht zutrifft, kann mit den in Rode
stehenden Ausdrücken nicht operiert werden. In diesen

Fällen ist zu versuchen, vom Endlichen auszugehen
und die Untersuchung über das Unendlichkleine hinaus
wieder zum Endlichen zu führen, wodurch überdies
noch alles Metaphysische vormieden wird, das, wie
der Stroit Karup-Behm und Kiittner-Zimmermann
gelehrt hat, von einem Teile der deutschen Mathematiker

perhorrosziert wird.
Nehmen wir die im Eingange behandelte

Untersuchung über die Aktivitätswahrschoinlichkeit wieder
auf, so können wir anschreiben, wenn aus der Gesamtheit

laa bis zum Alter x J Invaliden und T" aktiv
m x A

Yerstorbene hervorgegangen und beobachtet worden

sind,

C- U+„,->,)-K-h.- K) • (5)

Lässt man jetzt Ax bis zu dx abnehmen, so folgt

r'dx — fdx—TaJdx (6)

und, wenn mit l dividiert und sodann innerhalb der

Grenzen x bis x -f- 1 integriert wird,
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oder

lognat.
7aa
h+l ~dx CO

aH-1 aa
~-£-=Px z

7aa x (8)

Damit sind wir zu demselben Ergebnisse gelangt,
zu dem Kamp vermittels der Differentialgleichung (1)
gekommen ist, denn offenbar ist

i(x) dx — ——- dx und a(x) dx — —A- dx.
ina jcia
x x

Wichtig ist, dass wir hieraus erfahren, dasa der

Bestimmung von i(x) dx und o(x) dx die beobachteten In-
validitäts- und Todesfälle in ihrer Abhängigkeit
voneinander zugrunde zu legen sind. Alle Einwürfe, die

seinerzeit gegen die Karupsche Beweisführung
erhoben wurden, werden hier gegenstandslos, und es

erübrigt sich auch der von mir zur Begründung der

Gleichung (1) aufgestellte Satz:

Wenn x Ereignisse, die von x voneinander

abhängigen Ursachen bedingt werden, sich sämtlich
oder teilweise ausschliessen, d. h. wenn das vorherige
Eintroffen dos einen oder des anderen das Eintreffen
eines anderen oder aller übrigen unmöglich macht,
so kann bei einem unendlich kleinen Zeitintervall
doch dieses Abhängigkeitsverhältnis nicht in Frage
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kommen, weil, wenn die Aufeinanderfolge zweier
oder mehrerer Ereignisse von dem Zusammentreffen
durch unsere Sinne unterschieden werden soll, immer
ein endliches, wenn auch noch so kleines Zeitintervall

zwischen denselben liegen muss. Eür ein
unendlich kleines Zeitintervall werden daher derartige
abhängige Ereignisse unabhängig voneinander, und
die Sätze der unabhängigen Wahrscheinlichkeiten
sind auf sie anwendbar.

Der Satz, der auf Leibniz' Anschauung basiert,
dass das Unendlichkleine unteilbar ist, ist von Zimmermann

heftig angegriffen worden, von Bortkiewicz
anerkannt und gewürdigt, in der Neuzeit aber wiederum
von P. Spangenberg ') abfällig beurteilt und als
verwirrend hingestellt worden. Inwieweit dies berechtigt
ist, überlasse ich getrost der Beurteilung der Fach-

genosson, die nicht auf einseitigem Standpunkte stehen,
dass nur die Grenzmethode überzeugend ist, aber
Rechenschaft über die Zulässigkeit der aufgestellten
Differentialgleichung (1) vorlangen.

Zum Schlüsse dieser Studio ist es wohl überflüssig,
ausdrücklich darauf aufmerksam zu machen, dass die

unter (8) angegebene Karupsche Formol direkt aus der

unter (5) angegebenen Zimmermannschen Formel

abgeleitet worden ist. Eine eklatantere Widerlegung der

massloson Angriffe, die Zimmermann gegen mich
gerichtet hat, lässt sich wohl kaum denken.

') Siehe seine Aufsätze in Heft XX der Veröffentlichungen
des deutschen Vereins für Versicherungswissenschaft.
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