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Uber den Einfluss der Wiederverheiratungen
auf die Zahl der Witwen.

Von Dr. O, Schenker, Matten bei Interlaken,

Wir stellen uns die Aufgabe: Wie gestaltet sich
der Verlauf der Witwenkurve, die aus einer gegebenen
Anzahl (f) von Ehepaaren der Alterskombination a, f
entsteht, unter dem Einfluss der Wiederverheiratungen
der Witwen ?

Um die Aufgabe rechnerisch losen zu konnen,
muss man fiir diec Wiederverheiratungen der Witwen
cin Mass festlegen, in éihnlicher Weise, wie man fiir
die Sterblichkeit Masse aufgestellt hat. Es ist klar,
dass dies bloss mittels der Grundsiitze der Wahrschein-
lichkeitsrechnung gesehehen kann, d. h. unter Zu-
grundeleguug des Urnenschemas. Hierzu ist allerdings
zu bemerken, dass die weissen und schwarzen Kugeln
in der Urne vollkommen gleichartige Elemente vor-
stellen, withrenddem gleichaltrige Personen diese Be-
dingung cben nicht erfiilllen, sofern nicht fir eine
geniigende Differenzierung gesorgt wird. Wir konnen
uns iibrigens auch auf Harald Westergaard berufen,
der darauf hinweist, dass die Spezialisierung alle wissen-
schaftliche Statistik beherrscht. Um trotzdem tunlichst
grosse Zahlen zu erhalten, miisste auf moglichste Zen-
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tralisation der Statistik abgestellt werden. Es ist
librigens nicht ausgeschlossen, durch eine Verallge-
meinerung des Urnenschemas einen bessern Anschluss
an die sozialen Krscheinungen zu erhalten,

Schreiten wir nun zur Definition der Heiratswahr-
scheinlichkeit, Man versteht unter der ecinjiihrigen
Heiratswahrscheinlichkeit 7, einer p-jihrigen Witwo
einen Bruch, dessen Zihler angibt, wic viele von w,
Witwen des Alters f im Laufe des niichsten Jahres
heiraten, und dessen Nenner w, selbst ist; hb’ ist offen-
bar von der Sterblichkeit der Witwen abhdngig und
wird darum auch als abhiingige Heiratswahrscheinlich-
keit bezeichnet. Eine Ermittlung von £, nach genauen
Altern ist uns nicht bekannt; man wird daram unter
f das abgerundete Alter zu verstehen haben; z. B,

gehoren Witwen zwischen den Altern — —é— —+ 30 und
| :
-+ ——2—-~}-30 zum abgerundeten Alter 30. Die mehr-

maligen Wiederverheiratungen beriicksichtigen wir nicht,
und zuniichst wollen wir auch die im Schweizerischen
Zivilgesetzbuch vom 10. XIL 1907 und auch schon im
Zivilstandsgesetz von 1874 vorgeschrichene Wartezeit
von zehn Monaten iibergehen. Die Zahl der Witwen
Wyttt zur Zieit ¢t} 1 zerlegen wir in zwei Teile: crstens

in solche, welche von den w,, , Witwen {iberleben, und

-t

in solche, welche aus den H-,p ., p, zur Zeit? iiber-
a LEf

lebenden Ehepaaren neu entstanden sind und zur Zeit

¢t -+ 1 noch leben; wir erhalten so die Bezichung (wenn

H auf 1 reduziert wird):
Weyers = Wpyps * Py o i, Ps Puyyt Qoyy oder

Weasp1 = Wory " Py Sy Ry PR (1)
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Gtleichung (1) wird erfiillt, wenn man setzt:

Wodaha == pfally ~ 149 und 1w, =D, 4,
wie es sein soll.

Die Beziehung (1) beriicksichtigt dic Abhiingigkeit
der Sterblichkeit vom Zivilstand nicht. Suchen wir
Gleichung (1) so umzuformen, dass sie den Wieder-
verheivatungen der Witwen gerecht wird. Am leich-
testen ist das erste Glied zu behandeln. Von den zur
Zcit ¢ vorhandenen w,, , Witwen heiraten im Laufe des

[y
niichsten Jahres Wy hﬁ+'t’ wovon bis zum Jahres-

q : :
ende sterben: Woiy h/"‘l“ . jzit; im Zeitpunkt ¢ 4 1

q : .
leben, also Wpye hﬂ_}_t ( 1—~‘%’i) verheiratete Witwen.
Im Zeitpunkt ¢ 4 1 betrigt daher die Zahl der iiber-
lebenden unverheirateten Witwen:

_ )
Wory [pﬂ_l_t =l ( _ng't‘) } (2)

Der Ausdruck (2) ist genau, wenn angenommen
wird, die Wiederverheiratungen verteilen sich gleich-
miissig iiber das ganze Jahr, und in gleichen Zeitriiumen
ereignen sich gleich viel Sterbefille. Wenn das Jahr
in »n gleiche Teile A eingeteilt wird, so erliutert dies
die Gleichung:

4 » hﬁ‘{_t(l——/l)-qﬁ+¢ |- /l-/zﬁ_l_c(l—2d) . qﬁ-H'" R
+A by Aeqp,= A-hyyy - gy, (1—4+1—24+

n—1)-1 Qpyt
o) =4 - h’p’—H * Qg " __._2—“__1%,“ g

da nd =1, mit Weglassung unendlich kleiner Grossen
der ersten Ordnung.
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Suchen wir nun auch das letate Glied in Gleichung
(1) den Wiederverheiratungen anzupassen. Man teile
die Zeit von ¢ bis £ 4+ 1 in % unendlich kleine Teile 4,
so dass n - 4 =1, so bilden sich in der Zeit 4, vom
Zeitpunkt ¢ 4 x an:

qu-H 4 ;
ttaPa * t4aPp (0 <<ax<1)
a-}t
Witwen, unter der Voraussetzung, dass die Sterbefille
sich gleichmiissig {iber das Jahr verteilen; oder da

tala " t1alp = 1P0 " {Pp 2Pots  aPpye= Py Py

!

ZWH - w(la—kﬁ— Za—l—t+1) ' Zﬂ—H— @ (Zﬁ+t_ ﬂ-}«t~|~l) —

la—l—t l{:’—l—t

=,p, " gpﬁ (1—{11 ' qﬂ'l‘t) (1—‘1: ' Qﬂ-}.t)

Qe " 4
trala’ thaPpi q+ﬁ = P, By M—=2qy )¢, A,

Hievon heiraten bis zum Zeitpunkt ¢--1:

t-p . tp,tf (1—.1? . qf”'H) . qu+t A hﬂ‘H . (1—;{}), wenn

1—afs i o (d. i. die Heiratswahrscheinlichkeit einer

p-+t-|xjihrigen Witwe fiiv die Risikodauer 1—z) in
1. Anniiherung = h, -.(1~~—;1:) gesotat wird, und es
sterben davon bis zum Jahresende:

4-q
e P _ pt
WP, Py ( % Qo) uge * A - Pyy, (1—2) =z q,,,
(l—al—a—A v ) =p, - ePp - qn-}-.e'A 'hﬁ-l-t

1—az—+4
9 Sl Y P WA 4

(=) d-qp (I—2) 0o ——
(1—2)*

-th-(l——x)-qﬂ-H-»—AQJM, bei gleichmiissiger Vertei-



lung der Sterbefille auf den Jahresrest. Im Zeitpunkt
t -}~ 1 iiberleben daher an unverheirateten Witwen:

1
tpa'tpﬂ'qa—H{Pﬂ+t_hﬂ+t[f(l—-%‘) (—=-q,, ) da—
0

—/l.qfurx(l;‘?w)?'d -'”J }7 (3)

]

woraus nach Integration und Reduktion:

e Yoyt
Wptttr = Ypte [pﬂ+t—hﬂ+t(l o T)] + o Pa Vg Qg

h, 7
-+ —_—
="~ o)

Sehr angenithert ergibt sich hieraus die Bezichung:

. ' Uyt
bt = Ype [pﬁ-l-t — Ny (1"‘ T)J + PPy Uy

h q
f,‘ )i
{pﬁ—w - 2+t (1 ’ﬁzﬂ)_ ’ (4)

die auch durch eine einfache Uberlegung plausibel wird.

Soll die Wartezeit beriicksichtigt werden, so wird
die Rechnung noch umstindlicher. Leichter kommt
man ans Ziel, indem man sich auf unendlich kleine
Zeiten beschrinkt. Gleichung (1) lautet dann:

Worpga = Wopg /Ipﬂ—f—t—l—f,pn Y VY TR A oder

[ l l
gl s . /)’-i—t-f—:l a-t . p+t )
'wﬁ|t+ A Wy ==Ws, l{f t -+ la lﬂ

lppa (l_it_tf_:_tf'“)
7

l/H—t la-l—t
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woraus durch Reduktion mittels des Taylorschen Satzes:

Upre | gt Vo
bt ~+ “tt — 0 5
A T [l (D)

’
—w

Wpte

mit Vernachlissigung unendlich kleiner Griossen der

2. und hdhern Ordnung. Die Losung von (5) ist uns
bekannt, nimlich:

lp. !

B H( a+c)

Wy, ———|(1— .
[H't lﬁ la

(anz analog leitet man aus (4) eine Differential-
gleichung her. An Stelle von h[.H—b’ Ut und ¢,y treten
dann dh/3-|—t; g und g0 d. h. unendlich kleine
Grossen der 1. Ordnung; die Produkte je zweier
dieser _Grossen sind daher unendlich klein von der
2. Ordnung und fallen neben Gliedern 1. Ordnung ausser
Betracht. Gleichung (4) geht dann iiber in:

Wpttra ™ Wppe (flp/jw}-[—_ n iﬁ-l-f) +2, Pt alate al ey
oder nach Reduktion gleich wie bei (5):

l’a+t
i

’

—0. (6)

W

a

' h { '
o pre_atpre) | “pie
Pt pt l,3 ” A { -

Es sei gestattet, mit Riicksicht auf die Bedeutung
h

des Ausdrucks i—%i einige mehr literarische Bemer-
kungen einzuflechten:

Zu der vorliegenden Arbeit sind wir durch einige
kurze Bemerkungen im ,Technischen Bericht iiber
die Hohe der erforderlichen Einlagen in die akade-
mische Witwen- und Waisenkasse in Bern* angeregt
worden und waren damit Mitte 1919 zu Ende. Das



Bediirfnis, iiber die vorhandene Literatur Material zu
sammeln, brachte uns Anfang 1920 mit Herrn Prof.
Karup in Weimar in Verbindung, der uns in seltencr
zuvorkommender Weise scine eigenen originellen Ar-
beiten zur Verfiigung stellte und iiber die bestehende
Literatur wertvolle Angaben machte, die wir hier zum

Pt

0 ist nichts anderes, als

die von Karup eingefiihrte Heiratsintensitéit ane welche

Teil wiedergeben wollen.

von der Sterbenswahrscheinlichkeit Ui unabhiingig
ist, sofern dieselbe als stetige Funktion des Alters an-
genommen wird, Damit im Zusammenhang steht der
ehenfalls von J. Karup eingefiihrte Begriff der unab-
hiingigen einjihrigen Heiratswahrscheinlichkeit : E/SH

(némlich unabhingig von (I[i-H)' In Anlehnung an

J. Karup gelangt man hierzu folgendermassen ':

Sei B(t) eine Gesamtheit von Witwen des Alters
f-¢; jeder Todesfall einer Witwe soll sofort durch eine
gleichaltrige Witwe ersetzt werden, so dass im Alter
f -t von der Gesamtheit B(f) noch B(f) Witwen
vorhanden sind. Haben in der Zeit ¢ auf ¢ H () Hei-
raten stattgefunden, so ist offenbar: B(t) — B(¢,) = H(¢,);
somit, wenn ¢ als Variable betvachtet wird: — d B (¢,) =

o 4 H(1,)
=d H(t); ferner ist definitionsgemiiss : "7/3+-¢1‘: W,

oder wegen B(t)— B(t) = H(t),
d H(t,)
Moy “0 = By~ HQ)

integriert man beiderscits zwischen den Grenzen £ und 7'

d

so kommt:

4 : Al
__f gy, dt = Log nat [B(f) — H(T)) + Log C.
t
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Hierbei ist offenbar Log C'= — Log nat B (f), so dass

T ;

> ; B(ty— H(T
—j"][i+h - dt, = Log nat . ()B(t) (1) oder
t

i

T
ﬂL@ = 1 L ()'—f7]ﬁ+81 * dtl
BE € '
Setzt man hier 7'=1{ - 1, so resultiert

t1

H (t+41 ~[ Mg, 0t
_(B_('-t_)_—) =1 — e E/‘ ﬁ 1 et hﬁ'H’ q. ¢. d.

Der Begriff der Intensitit findet sich schon bei
Woolhouse, ist aber wahrscheinlich schon frither ein-
gefiihrt worden ®.  Auf Invaliditits- und Heiratsverhiilt-
nisse hat ihn wohl zuerst J. Karup ausgedehnt® Un-
abhiingige Invaliditédtswahrscheinlichkeiten sind bereits
von Heym, unabhingige Heiratswahrscheinlichkeiten
von Kaan angewandt worden®. Heym hat die Be-
deutung dieser Wahrscheinlichkeiten aber offenbar nicht
erkannt, Kaan vielleicht ebensowenig. Kaan, dem eine
geeignete Heiratsstatistik nicht zur Verfiigung stand,
nimmt die Heiratswahrscheinlichkeit (von ihm ohne
nihere Definition mit % bezeichnet) fiir alle Alter zu
!/10 an und setzt die Wahrscheinlichkeit eines «jihrigen
im Laufe des (x - 1)*", (z - 2)*". . . Lebensjahres

! L.,
au heiraten ==/, h(1—h) =71 h(1—h)2 5, L

€T @

wobei [ die Lebenden in einer fiir alle Zivilstinde
geltenden Sterbetafel bedeutet. Kine auf die Intensi-
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titen sich stiitzende Theorie der unabhiingigen Wahr-
scheinlichkeiten ist wohl erst von J. Karup gegeben
worden®, In KEngland hat die Heiratsfrequenz selbst
zu verschiedenen technischen Zwecken Verwendung
gefunden ®. Soviel iiber die von Prof. J. Karup selbst
tibermittelte Literatur. Herr Karup gibt iiber den Gegen-
stand folgendes Urteil ab:

ypoicherlich konnen abhingige und unabhiingige
Wahrscheinlichkeiten, auch wenn sie nebeneinander
angewandt werden, zugleich aus dem Urmaterial ab-
geleitet werden; vom mathematischen Standpunkt scheint
es mir aber richtiger, das Urmaterial nur einmal zu
benutzen und alsdann entweder die abhingige Wahr-
scheinlichkeit aus der unabhingigen oder umgekehrt
zu berechnen, IKinen Vorteil bieten die unabhiingigen
Wahrscheinlichkeiten, auf den bisher nicht aufmerksam
gemacht worden ist, der aber meines Erachtens nicht
ohne Gewicht ist, denjenigen nimlich, dass sie sich fiir
die extremen Alter leichter ausgleichen lassen als die
abhiingigen. Denn man weiss immer, gegen welche
Grenze sie konvergieren, was bei den abhéngigen nicht
immer der Fall ist. Beispiel die Invalidititswahrschein-
lichkeit, die unabhiingig schliesslich 1 werden muss,
abhiingig diese Grenze nicht erreichen kann und im
Endresultat daher ziemlich unsicher ist. Das fiihrt
hiufig zu umstiindlichen Erorterungen und Versuchen,
wie die Arbeiten von Zimmermann und andern Autoren
beweisen.

,Die indirekte Methode ist natiirlich bequemer als
die direkte; sie gibt aber auch weniger zuverlissige
Resultate. Das geht schon daraus hervor, dass bei
letzterer die jeweilige Verteilungsweise des Personen-
bestandes nach dem Zivilstand immer genau beriick-
sichtigt wird, wiihrend man nach jener ein starres Ver-

6
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héltnis zugrunde legt, das — bei unverinderter Grund-
lage — bald mehr, bald weniger von dem wirklichen
abweicht. Das aber ist um so bedenklicher, als man
den jeweilig begangenen Fehler nicht einmal schitzungs-
weise beurteilen kann.“

Wir konnen nunmehr die Gleichung (6) in der
etwas einfachern Form schreiben:

‘ boo o V
ﬁ |-t ﬁ—H ot
W Vgt ( lov ”/3+c) T =06
P
oder da mt— =g

loy, -
-+t a-}-t
W gpit Wou (Bape  p1) + 'E‘z‘ﬁ‘._z'_: 0. (6D)

Zur Losung setze man nach bekannter Methode:
= - v und erhdlt durch Substitution in (6a):

Wiy
. v
/3 -+t ) [j a- H
v —fuv—u-v — + - ————=10;
( l/j b B lﬁ l, ¢
l’
. ; B+
withlt man v so, dass uv’ — uw - (——— -7 ): 0
l fitt
B+t
o Z’ﬁ+t
oder— = —"— —un, . (4 kann im allgemeinen nicht
v lﬁ+c Bt

Null sein), so ergibt die Integration:

log v = log lﬁ+6“f77ﬁ-l—t - dt -+ log C, oder

o P RY
v=0C. l/3+¢' e fn/“H"t , somit



w Clﬁ+t ' € ’[" h““t;s_”_“l'“_‘z 0, also
1 PR _
U= — - . -+ Cy; darum ist:
g -1, - C )_f "[&H'dt
Woy, = e vm(]l /lﬁ"l"
— | Yoy, + dt N
bgres © f e v, dt
L _ﬁ'*_t' a}-t ,
l“ . lﬁ e—'fnﬁ"l"t'dt

denn j”/}-l—t +d ¢ muss fir =0 verschwinden, wiec

iiber in: wg= (' lg—1=0,

sich mittels des Mittelwertsatzes leicht zeigen lisst;

= e dl
also ist ' = 71 und w,, = ﬁ+t Y. f’/f‘l"‘
AT

Vg 41
O P o

Fiir praktische Zwecke miissen in (7) die unbe-
stimmten Integrale durch bestimmte ersetzt werden.

Wie bereits gesehen, ist: /‘77/34'5 cdt :./77/3_}"5 cd &,

(0 << &<, und (7) nimmt dlc Form an:

f ’7p+gd$ “L _i_;i"'_“’_d_
e f "ﬂ—rs'dﬁ ; 0<<w<t. (Ta)
0

w ___,__...._

ﬁ-H_

k
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t
Im Integral f 1st die untere Integrationsgrenze %
e

so zu bestimmen, dass das unbestimmte Integral an
dieser Grenze Null wird. Ein Mittelwert M des einen
Faktors unter dem Integralzeichen kann vor dasselbe
genommen werden; man hat dann:

i t
kf:Mrfl’aer cdw=(,,,—l.,) - ML

Hieraus folgt, dass k& = co sein muss. Folglich ist:

t

t
Z —/7 t'd& 1 Z'u+m da
W= ?th - e 'o/ ps 1——T @ p s 0<Zax<t; (Th)
B a e‘/’?/ers' s
0

da wp =10 ist, so muss: ff =1 sgein;
(P

(7b) geht darum iiber in:

i

~[gte
g€ pres z; Lol (1)

Cpre = Il

J e Of Ny dé
Zwischen der Sterblichkeit der Verheirateten und
Verwitweten wurde dabei kein Unterschied gemacht?;
will man diesen beriicksichtigen, so bezeichne man mit
dem Buchstaben 7” die Zahl der Liebenden in der Tafel der
Verheirateten und mit [ die Zahl der Lebenden in der
Tafel der Verwitweten, so ergibt sich fiir diesen Fall leicht:



SRR 5 g —

t
lw ZU ) _fn r'd§
wpp=——y [0, Sl T e (1)
la L lﬁ+x

Q
Diese Formel weicht nur formell von derjenigen ab,
welche J. Karup in der ,Finanzlage der Gothaischen
Staatsdiener- Witwen-Societit am 31. XII. 1890%, S. 103,

gegeben hat.

Andere Ableitung von (Tc) und (7d).

Zur Zeit x sind nach den gemachten Verein-
barungen: _p - pp Ehepaare vorhanden, am Ende der
darauffolgenden Zeit A iberleben:  p - pg- ppie:
*alyye Witwen, wovon heiraten und am Ende der
Zeit x -2 4 iiberleben:

zPa’ :cpﬁ' 4 p/:)’--}—:c' A Qa—l—:c ' nﬁ-{—x—}—d -4 ’

so dass zur Zeit x + 24 an unverheirateten Witwen
vorhanden sind:

ola’ PB4 Ppia’ 4%t (J PRiata™ ptata ‘1)

= ol Pt aPptatadeta’ .Jp/3+m+zl(1_’7/3+:c+d ) 4),

wenn unendlich kleine Grissen zweiter Ordnung neben
endlichen weggelassen werden. Fihrt man so fort,
so findet man leicht, dass zur Zeit ¢ von den 2Pa’aPg

Ehepaaren an unverheirateten Witwen iiberleben:

¢
AV, ~[ Aoy,

a

Lisst man x wandern von O bis ¢, so bekommt
~man fiir die Giesamtzahl der im Zeitpunkt ¢ unver-
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heirateten Witwen wiederum (7¢) und mit Beriick-
sichtigung des Zivilstandes (7d). Diese Ableitung der
Gleichung (7c) gestattet auch unmittelbar den Uber-
gang zur Wartezeit, die wir auf 1 Jahr abrunden

r
wollen. Man bekommt fiir die Zahl Wi der unter

dem Heiratsrisiko stehenden Witwen:

, t-1 f
7" ﬁ-}-t ’ 71/3‘*_%
w s s l = a1 - (8)
+¢
;i 7 Iy f
0

0
Die Zahl der Witwen Wy welche zur Zeit ¢ nicht

unter Risiko stehen, ist cinfach gleich der Zahl der
Witwen, die im Zeitraum ¢ — 1 auf ¢ entstchen und
zgur Zeit ¢ noch leben, also:

0

Wore = el PR PRyttt =

l ! lg. !
i i [3+t~1 .*Mﬁl"t (1_ la—I—C ) (9)

l“ lﬁ lﬂ+f—1 af-t—1
. I l
oder w - tapt—1 a+-t __ﬂ+t
pt = ] , lﬂ )

Die Totalzahl Wt der Witwen ist somit:

t—1

! — [npte-dé
pH ps
TUﬁ —70[3+t+'lvﬁi_r T'-Zl:i— l’a+a;'ea:~[~/1 :
0

/ —1 I3
. dx 4 a+e—1l att /;:- (10)

a
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Mit Beriicksichtigung des Zivilstandes ist:
t

w t—1 ) 3
g { [ ) +5' dé&
Wh == “—"—*ﬂifz'fq-x i il ga,-jfx 4 «dx (11)

=

ol Lote

und
¢

o Z’EU Z’U‘ i
wﬁrt:"’lﬁ;t/z'““ l{f* cda. (192)
o ﬁ /j-}-x

Auch fiir den Fall der Karenzzeit kann eine
Differentialgleichung wie folgt aufgestellt werden (Karenz-
zeit abgerundet 1 Jahr):

7

W ttya™ Wt (,|P[3+t — "7[3+t'/f) ~+ t—1Pg 1 Pu

" APttt g Qg PRE-144,

oder nach Anwendung der Taylorschen Entwicklung
und Reduktion :

\ : 4 v ol
7 7 ﬂ}-.e af-t -1 /3+t ‘
wy,  —wy, | =——1 + —F =10. (18)
fiag /3+*( l/3 » /3‘*“) b s

Analog wie fiir (6a), bekommt man fiir (13) die
Losung:

v ~dt
"" L S -t Y 1 ettt
“[J’-H“”lﬁ-l% g f Bt (C _l _ffqﬁ ree dt)

l
fiir ¢—1 ist zuﬁ+l__0 also wﬁ /H-I(O—Z = ) 0
/j

und C’:ml—, denn fir t=1 iStf’? ,+dt=0; somit ist:
lg B+
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o Mgy bt

A __:Z/J'+‘ ¢ fﬁH (L Vig—1-dt 1\

Bt lg L _fn/j_H-dt ’
e

verwandelt man analog wie bei (7) die unbestimmten
Integrale in bestimmte, so findet man:

t

! -y hdf : ’
¥ + § 1 Vigo 1+ d
wﬁﬂ:m%f - e -1/‘6+ (l—uwl—f Z - x);o<x<t
(3 _ . -
% e 1f’7/3+5 @

oder wenn man die Variable @ durch x -+ 1 ersetzt
und dafiir die Integrationsgrenzen um 1 verkleinert:

t
—1
, ._lﬁ+c.e—1fnﬁ;$-d5<1_1 Ve det )

L 211

(]
1 Vitorda
oder wegen 1= T f =5

e_ljnﬁ-i-f )

W\ =

BTl

dé

—1

¢
» l, -7 _H-d.f
wﬁ“:_la [f ,_ltﬁ f l’a-}—m'ele ¥ - dz identisch mit (8)
0

iibereinstimmend. Wird der Zivilstand beriicksichtigt,
go tritt an Stelle von (13):

v ( w

v ” l'; ¢ l/j-}—t -1 l'a-l-t—l ' [/3+c
w ﬂH-—wﬁth w - 77[3+5 + lv lv lw = ().
g « U5 Bt (180)
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Die Losung dieser Gleichung ergibt (11), wie es

sein soll.
Der Vollstindigkeit halber kann ’0/3—{-5 auch aus
einer Differentialgleichung bestimmt werden; denn

man hat:

0 0

Wpteta=Wepe " alppe ™ e-1lu’1—1Pp " aP po1’
" a1 'Pﬁ_yc-q +.2, g 1117/34-: "%t

(iiberlebende Witwen — denjenigen, die ins Risiko ein-
treten, -} denjenigen, welche neu entstehen), oder nach
Reduktion :

0 0 l'ﬁ+c l’a+t'lﬂ—|-—t—l’(:+t—1.l/j-H 0. (14
o T T A 11 =0 (4)
ﬁ-H o ﬁ

Diese Gleichung wird durch (9) erfiillt, wie es
sein soll, Mit Beriicksichtigung des Zivilstandes ergibt

sich analog:

B
W Wy, o + (15)
B
T , Z‘U . w _.lp‘v . lw . v
4 att Bt pHt att—1 " gyt gt —0-:
4V U w ¥
£a ’ l/j ' l/3-|-c~1

in der Tat wird diese Gleichung durch (12) erfiillt.

Rekursionsformeln.

Nach Gleichung (7¢) hat man:

t-}-1
Ly
lﬁ+t+1 r ! pts

BHt+1 :—ij’— i ® e =
0

w



— t t41

t
Lyt , ‘f N pye” 4 ‘/ Mgt 4
Tl Vego'€ @ e '
o ‘-0
t1
t '
" - dé& ,
dét‘-l-j ota'€ ] N
t
Yprets - bprerr [ hpye
:——Tﬁ:t_°z”/3+t(1_hﬁ+t)_ L b=g ) [feter—lase].

t-}-1
'/ﬁn+ﬁ

dé

h[ﬂ_g
I—T stellt denjenigen Mittelwert von ¢ 3

dar, welchen man erhiilt, indem man fiir z das eine
Mal ¢ und das andere Mal ¢ - 1 setzt und aus den
erhaltenen Werten das arithmetische Mittel nimmt;
man erhilt also:

) = 7 B+t
Wotehr = Wgpe Py (L= hgyr) + P g 'Pﬁﬂ"lmw(lm _2_)

, (16)
Formel (4) lisst sich mit Vernachlissigung 2. und
hoherer Potenzen von Uyt in die Form iiberfiithren:

U+
w/3-1-t+1:wﬁ+t . pﬁ‘”l} ( 14 )j|_|_. Do

+f Ut
o[- 20 29)

welche mit (16) identisch wird, sobald man setzt:




o M

_— qﬁ+t
h/-j‘H e hﬁ-l-t (1 + "—2—*)
Nach den gebriuchlichen Hypothesen findet diese

Relation wirklich auch statt und darum auch identische
Ubereinstimmung zwischen (16) und (4).

Durch analoge Behandlung von (7d) erhilt man
leicht :

2w T v w
Wopep1=Waye'P ﬁ+t(1—_hﬁ+t) Tty Py t+1/='p;3'

hy
Y. (1_,../%'79) (17)

und aus (10), d. h. mit Berticksichtigung der Wartezeit :

'H)ﬁ_}_t_l_l —_— w[)"H 2 pﬁ_}.t (1 T h/j-}-t) + tpa .t“{‘-lp[j '

g (1 +-5E. -_qf:-r'—_l). (18)

Nach J. Karup lassen sich die Heiratswahrschein-
lichkeiten, abgeleitet aus allgemeinen Bevdlkerungs-
statistiken, kaum auf Pensionskassen anwenden; am
besten ist es, dieselben aus den Erfahrungen derjenigen
Kassen abzuleiten, fiir welche die Barwerte von Witwen-
renten berechnet werden sollen. In England ist man
so weit gegangen, an Stelle der Heiratswahrscheinlichkeit
ausschliesslich mit der Wahrscheinlichkeit des Ver-
heiratetseins zu rechnen 8. J. Karup hat zur Bestimmung
des Hinflusses der Wiederverheiratungen auf den Bar-
wert der Witwenrenten in seiner zitierten ,Finanz-
lage . . .“ viel Zahlenmaterial verdffentlicht. Wir be-
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gnligen uns hier, an Hand von neuern Zahlen den
Einfluss der Wiederverheiratungen zu illustrieren. Als
Grundlage diente die schweizerische Sterbetafel fiir die
Jahre 1901—19109 sowie die von Martin fiir die
Witwen der preussisch-hessischen Eisenbahnarbeiter
abgeleiteten unabhingigen Heiratswahrscheinlichkeiten,
die den fiir die Schweiz gefundenen nahe stchen ',
Die Zahlen von Martin sind nachstehend wiedergegeben:

Alter| 7 |Alter| 7 [Alter h Alter T

20 | 0,078 | 35 | 0,060 [ 50 | 0,012 | 65 [0,0007
21 | 0,118 | 86 | 0,065 [ 51 | 0,010 | 66 | 0,0006 |
22 | 0,128 | 87 | 0,050 | 52 | 0,009 | 67 |0,0005
23 | 0,131 | 38 | 0,046 | 53 0,008 | 68 | 0,0004
24 | 0,137 | 39 | 0,042 | 54 0,007 | 69 [0,0003

25 | 0,141 | 40 | 0,038 | 55 | 0,006 | 70 | 0,0001
26 | 0,142 | 41 [ 0,035 | 56 0,006 | 71 | —
27 | 0,142 | 42 | 0,031 | 57 [0,004 | 72 | —
98 | 0,134 | 43 | 0,028 | 58 |0,0082| 73 | —
29 | 0,112 | 44 | 0,024 | 59 |0,0026]| 74 | —

30 | 0,000 | 45 | 0,022 | 60 |0,0024
31 | 0,085 | 46 | 0,020 | 61 [0,0022
32 | 0,078 | 47 | 0,018 | 62 |0,0019
[ 330,070 | 48 | 0,016 | 63 |0,0015
34 | 0,065 | 49 | 0,014 | 64 |0,0011

Der Barwert der Witwenpension 1, unter Annahme
einer Verzinsung zu 4° und jéhrlicher Zahlungen,
ergibt mit diesen Grundlagen das folgende, zur Illu-
stration berechnete Tifelchen.



— 78 —

b = - Barwert der Barwert der |
Alters- | Witwenpension 1, | Witwenpension 1,
kombination ohne Wieder- mit Wieler-
verheiratungen verheiratungen
30,25 3,267 2,642
40,35 || 3,796 3,465
50,45 4,127 4,007
60,55 3,992 3,967
70,65 3,363 3,361
80,75 || 2,476 2,476
90,85 | 1,536 1,536

Grerechnet wurde nach den Formeln (1) und (18).
Um sich ein Urteil {iber den Einfluss der Karenzzeit
bilden zu konnen, wurde fiir die Alterskombination 30,25
der Barwert der Witwenpension 1 auch nach Formel (16)
berechnet, d. h. ohne Riicksicht auf die Karenzzeit;
man erhielt an Stelle des Wertes 2,642 . . . 2,649,
Der Einfluss der Karenzzeit darf also nicht ohne weiteres
vernachliissigt werden, Von einem etwas allgemeinern
Gresichtspunkt aus wiire es von Interesse, die Abhiingigkeit
der Heiratsfrequenz von der Dauer des Witwepstandes
statistisch zu erfassen.
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