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Lur begriindenden Darstellung des ferneren Risikos
verwickelterer Versicherungsformen.

Von Hans Koeppler, Berlin.

Einleitung.

Wihrend das fernere Risiko jener Versicherungs-
arten, die nur auf den Todes- oder Erlebensfall je
einer Person abgeschlossen werden, eine verhiltnis-
missig hiufige Bearbeitung gefunden hat, wurde dem
ferneren Risiko verwickelterer Versicherungsformen
bisher eine viel geringere Beachtung gewidmet. Wird
nun der Theorie des Risikos iiberhaupt eine grossere
Bedeutung beigemessen, so ist dieser Umstand zweifels-
ohne merkwiirdig. Gerade verwickeltere Versicherungs-
formen, wie es beispielsweise Invaliditits-, Heirats-
aussteuer-, Liedigenversicherungen usw. sind, lassen in-
folge der meist noch mangelhaften Rechnungsgrund-
lagen Verluste befiirchten, wihrend der Betrieb der
grossen Lebensversicherung unter normalen Verhélt-
nissen stets gewinnbringend verlduft.

Von den wenigen, auf verwickeltere Versicherungs-
arten Bezug nehmenden Darstellungen, die dem Ver-
fasser bekannt geworden sind, erweisen- sich einige
nur als Anniherungen, keine einzige derselben aber

wird analytisch begriindet.
9
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Um diese Darstellungen kurz anzufiihren, erinnern
wir uns zundchst der bekannten Abhandlung Haus-
dorffs ,Das Risiko bei Zufallsspielen®, in welcher
man zwei Entwicklungen der gedachten Art vorfindet.
Die eine, auf einer allgemeinen Fassung des Problems
fussend, fiihrt zu einer beachtenswerten Naherungs-
formel, deren Brauchbarkeit wohl aber nur vereinzelt
gutgeheissen werden diirfte. Die andere Berechnung
beschiftigt sich mit der vor einigen Jahren in den
Vordergrund geriickten Lebensversicherung bei Be-
riicksichtigung der voraussichtlichen Riickk#ufe, kann
aber leider nicht als einwandfrei bezeichnet werden.

Der mittlere Gewinn oder Verlust von Witwen-
und Studienrenten, welcher, wie sich zeigen ldsst, gleich
ist dem durchschnittlichen Risiko, wurde von dem
Hollinder Peek berechnet. Die Pecksche Arbeit, die
diese Berechnungen enthélt, stellt iibrigens keinen
Beitrag zur Theorie des Risikos selbst dar, sondern
sucht die Aufgabe zu losen, wie man zu einem Ver-
fahren der rationellen Bemessung der Pramienzuschlige
gelangen konne. Entsprechend diesem Ziele trigt die
im zweiten Bande der Zeitschrift fiir die gesamte
Versicherungswissenschaft (1902) verdffentlichte Ab-
handlung daher auch die Uberschrift . Uber eine
rationelle Methode der Bestimmung des Zuschlags*.

Ferner hat Kiittner das fernere Risiko einer In-
validitdtsrente mit Riickgewdhr zu ermitteln angestrebt,
indem er die Losung auf jene einfacher Versicherungs-
arten zurlickzufithren versucht hat. Enthalten ist diese
Darstellung in der Kiittnerschen Sonderschrift ,Das
Risiko der ILebensversicherungsanstalten und -Unter-
stiitzungskassen®, welche als Heft VII der Veroffent-
lichungen des deutschen Vereins fiir Versicherungs-
wissenschaft erschienen ist.
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Auch ,,Die Mitteilungen des Osterreichisch-ungari-
schen Verbandes der Privatversicherungsanstalten“
weisen eine grossere Untersuchung auf, die sich vor-
nehmlich mit dem ferneren Risiko schwierigerer Ver-
sicherungsarten beschiiftigt. Die im dritten Hefte des
zweiten Bandes necuer Folge der Mitteilungen ent-
haltene Abhandlung (1908) trigt die Uberschrift
yStudien zur Theorie des Zufallrisikos in der Personen-
versicherung® und ist von A. Spitz verfasst worden,
So umfangreich und ecingehend diese Arbeit in
mancherlei Hinsicht auch ist, trifft sie doch auch
der Vorwurf, die analytische Darstellung hintanzu-
setzen.

Schliesslich bemerken wir noch in der Kongress-
abhandlung Aranys (Gutachten, Denkschriften und
Verhandlungen des Sechsten Internationalen Kongresses
fiir Versicherungswissenschatt, Wien, 1909) eine ele-
mentare Berechnung des mittleren ferneren Risikos
der Witwenrente und der Studienbirsenversicherung.

Hinsichtlich der Invaliditéitsversicherung und #hn-
lich berechneter Versicherungsarten hat sich der Ver-
fasser bereits mehrmals mit der Theorie des ferneren
Risikos beschiftigt. Die vorliegende Abhandlung, welche
diskrete Prémienberechnung voraussetzt, stellt eine
Zusammenfassung, Verallgemeinerung und Vervoll-
stindigung der nachstehenden Arbeiten dar:

1. Der mittlere Gewinn oder Verlust bei der In-
validitiitsversicherung. (Osterreichische Versiche-
rungszeitung; Wien, 1909 und 1910.)

2. Die Darstellung des Risikos einer Rente auf den
Invaliditdatsfall bei kontinuierlicher Prémicnbe-
rechnung. (Assekuranzjahrbuch; 36. Band, Wien,
1915.)
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. Zur Theorie des ferneren Risikos einer Invalidi-
tatsrente. (Sonderabdruck aus dem 41. Jahrgange
der Osterreichischen Revue; Wien, 1916.)

. Die Darstellung des ferneren Risikos einer lebens-
linglichen Invalidititsrente, (Der Versicherungs-
freund und Volkswirtschaftliche Post; Wien,
Nr. 1/2, 1917.)

. Das mittlere fernere Risiko der Lebensversiche-
rungen bei Beriicksichtigung der Riickkiiufe.
(Svenska Aktuarieféreningens Tidskrift; Uppsala,
1917))

. Die Berechnung des Risikos der Invalidititsrenten.

(Archief voor de Verzekeringswetenschap, Deel
XVII, Afl. 4 und 5, s-Gravenhage 1919.)

. Zum mathematischen Risiko der Brautausstcuer-
versicherungen. (Archief voor de Verzekerings-
wetenschap, infolge des Krieges noch nicht er-
schienen.)

3. Zur Darstellung der Wahrscheinlichkeit der Ab-

weichungen ecines vermoge Beobachtungen dar-
gestellten Erwartungswertes. (Nyt Tidsskrift for
Mathematik, Kopenhagen 1919.)

. Bemerkungen zur Darstellung des mathematischen
Risikos der Witwenpension bei Beriicksichtigung
der Aktivitit und Invaliditit des Ehegatten.
(Infolge der widrigen Verhiltnisse ist iber die
Veroffentlichung im Archief voor de Verzeke-
ringswetenschap noch nicht entschieden.)
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Erstes Kapitel.

Das Risiko des einzelnen Vertrages.

A, Mittlerer Gewinn oder Verlust oder durch-
schnittliches Risiko.

Zwei Personen spielen ein Spiel von begrenzter
Dauer, welches in gleiche Abschnitte geteilt ist.

Es stelle € den gegenwiirtigen Wert des Preises
vor, welchen der Spieler vom Spielhalter empfingt,
wenn das zum Gegenstande des Abkommens gemachte
Ereignis im A'°" Spielabschnitte stattfinden sollte.
Fernerhin bezeichne Z, den gegenwirtigen Wert der
bis zum Ablaufe des A'" Spielabschnittes vertrags-
méssig zu leistenden Einzahlungen, welche mit Zinsen
und Zinseszinsen anzusammeln sind.

Sodann betrigt die mathematische Gewinnerwar-
tung des Spielers

]‘C::Jl

—y
HY = pP, C,, (1)
k=1

wihrend sich die mathematische G()Winnerwartung
des Spielhalters auf

k:ll k:lg

(2) — (1) p
HY=> pP B + ) p? E, 2)
k=1 k=1

belaufen kann.

In diesen Ausdriicken bezeichnet p;,,l)l die Wahr-
scheinlichkeit des Spielers, dass das gewinnbringende
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KEreignis im £'*® Abschnitte der Spieldauer eintritt; und
py  die Wahrscheinlichkeit des Spielers, dass infolge
von andern verlustbringenden Ereignissen, welche das
erste Ereignis ausschliessen, das Spiel im /A'® Ab-
schuitte aufhort, ohne dass von seiten des Spielhalters

eine Leistung zu erfolgen hat.

Damit dieser Vertrag einer gerechten Wette gleich-
komme, miissen die Bedingungen erfiillt werden

/\'2?—11 k= l:

(2) @) __
2+ 2ot =
k=1

und

1 (2)
b2 . = P2 5
Daraus folgt

) ___ gy 7 (2)
Ro - Ha o Ho
k=, k=l,

:ZZS)I(OIC_EIC)_ZIJ;‘?—)—I E,=0.  (3)

=1 fe=1

Indem man die Vereinfachung einfiihrt
(1) () (1+(2)
pic 1 + pk pk 1 )

lisst sich die mathematische Erwartung des Ver-
sicherungsinstituts auch in der Form schreiben

1L Z}/)

HY Z PV B (2%)
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Bei Aufgaben der Praxis wird es sich vorwiegend
um einen alljihrlich zu entrichtenden konstanten Bei-
trag E  handeln, welcher einer Jahresprimie gleich-
kommt.

Bezeichnet man ferner durch p” die Wahrschein-
lichkeit des Spielers nach Ablauf von % Spielab-
schnitten noch im anfinglichen Zustande zu beharren,
ohne dass eine Entscheidung stattgefunden hat, so
wird man die Verlusthoffnung des Spielers auch in
der Form

k=l /9

]L""
Hy' = Zzﬁf"_ 'E, ©

darstellen konnen.

Um nun den Zusammenhang zwischen E, und
B, festzustellen, erinnere man sich, dass stets ist
(Landré):

=ty g

(3 (1)+(2)
Pr_y Z Py -

ke=k

Setzt man nun diesen Wert in (4) ein, so er-
gibt sich

k=lyyy f k=lyje
(2 ___ O+
me— 31 Deerm) e

=1 ke=k

76:71’,2

__ W1 —0° &
o P 725 oo

k=1

daher findet man durch einen Vergleich mit der
Formel (2%)



§ e ,
1“UE0 E’C’
also
1 v
E —F
0 kq_k

k=1,
Dl c,
e kizl/z
Z P;f)_ 1 s
k=1

Wiirde man die Verlusthoffnung des Spielers in der
Form schreiben .
k=11/2

@ __ Z: W+ e
HO T -pk'—l v BR"
k=1

so ergibe sich

L—v 5 g
1—ov 70 ko
also
o Q- r (@ —1)
TCI-_ ka(l""""“'v)_ 0 7-_1 '

Bei dem hier betrachteten Spiele wird als mathe-
matische Dauer derjenige Wert m von % bezeichnet,
fiir welchen ist

Om+1 - Em+1 <0

und

C —E >0,
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Man kann daher niherungsweise annehmen

C —E, =0.

In der auf diese Weise entstehenden Gleichung

Em:Cm
hat man zu setzen
5 —z j —
moT0 ] —y
oder
1Mv-m
=0, + £ 1—v’

sofern beim Ausgangspunkte der Betrachtung bereits
das Deckungskapital © als vorhanden angenommen
wird (vgl. Bohlmann ,Lebensversicherungsmathematik
in der Knzyklopddie der mathematischen Wissen-
schaften®).

Ahnlich den fiir die cinfachen Vertragsarten gelten-
den Leitsdtzen verstehen wir nun unter dem Ausdrucke

Te=m fe=m

0 __ () v 1 (2)
B, ZP E)— ) pi . E,

den mittleren Verlust des Unternehmers und unter

k=l k=l

Rf) Zp(x) e J Z p“)

i k=m-1 Te=m-1

den mittleren Verlust des Spielers.
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Diese beiden Gebilde lassen sich durch eine ein-
fache Uberlegung darstellen. Solange ist Cp. = Hy
erleidet der Spielhalter einen Verlust. Die reine Ver-
lusthoffnung des Unternehmers betriigt hiernach inner-
halb der mathematischen Dauer

=m
A= pl (C,— By
k=1

iir den Verlauf der mathematischen Dauer besteht
aber fiir den Spielhalter auch die absolute Gewinn-
hoffnung
k=m
) __ (@)
B, "‘Zpk—1 B,

fe=1

daher stellt R(()D :AO---BS) geine mittlere Verlust-
hoffnung dar.

Nach Ablauf der mathematischen Dauer kann
der Unternehmer nur noch gewinnen, wihrend der
Spieler dementsprechend ausschliesslich verlieren wiirde.
Die Verlusthoffnung des letzteren besteht aus den
beiden Teil-Verlusthoffnungen

k=1,

(
BY = >"p? (B, —C,)

k=m-1
und

TC:lz

3) __ (2)
B = Z Pr—y Loy

k=m+41



mithin ist auch

R(ﬁ) (3) + B(d)

0

Als ein Kennzeichen fiir die Richtigkeit unserer
Darstellungen ist die Erfiillung der Gleichung

R —RY =R =0

anzusehen, die auch in der Tat besteht.

Der mittlere Gewinn oder Verlust ist aber auch
gleich dem durchschnittlichen Risiko, welches durch
die Formel definiert wird

(1) (@)
2 Z p ?c) T -p EICI '
Da ndmlich die Umformungen vorgenommen werden
konnen
;’L‘:ZI/‘Z
(1) (2)
D P, (G, —E) —p?2, E,| =
S
k=m
‘pﬁ\,l)—l (C ) pDEL)) 1 E I
fe=1
k=ly/z
Y [0
5 Z rplclhl (CA E) y 1E ‘
k=m--1
fe=m



— 134 —

ksll[?
(1) (2)
— Z [pk—-—l (O =)~y 4 Elc} J
k=m-F1

so findet man
— pO @ _ o pl) o p®
2R =R’ 4+ B =2R =2R,
woraus wiederum folgt

() ___ p@ __
RY=RY=R

0°

Wir wenden unsere Untersuchungen nunmehr an
auf eine gegen Jahrespramie abgeschlossene Versiche-

rung, bei welcher der Eintritt der mit den Wahr-
T : (1 (1) (1) (1)
scheinlichkeiten 0Py s 1 Psr 9Py vy g Py 7

erwartenden, sich einander ausschliessenden Ereignisse
€, ¢ ,GE,. .., ¢  de Auszahlung der Summen

S S S S

ot ? Opper Sppgree ey Sy, 2w Folge hat.

Ist gemdss dieser Vorausschickungen

k=l

I
mm = Zk~1|p$) v Ssc—j—k‘

k=1

die einmalige Prdmie dieser Versicherung und, in
Ubereinstimmung mit unseren fritheren Erorterungen,

k=l
. 8 J—1
aaz - ic—~1p 1) v
k=1

der Barwert der zugehdrigen Beharrungsrente, so ist



die Jahresprimie dieser Versicherung.
Setzt man fiir die natiirliche Primie des (x +k-1)=
Jahrigen

(1 s
P oh—1 i Sw-|—7c _ SB:v—{«k—l )

so kann man auch schreiben

Y ;
s (3 ,k—1
%I:r - Z_. Icwipm v S‘B:'H-k—l :

k=1

Wendet man darauf auf den rechts vom Gleich-
heitszeichen stehenden Ausdruck den Mittelwertsatz an

b b
D o@y@ =wla+60—a] ¥ o),
so folgt
A, =P, 8,
und hieraus
%ILE
%m»[—é — g

Hiernach ist die Jahrespréiﬁmie auch gleich der
durchschnittlichen natiirlichen Prémie. Diese Kigen-
schaft aber fordert das Verstindnis fir die Jahres-
primic in zweckdienlichster Weise.

Da fiir ecine Versicherung der geschilderten Art
die reine Verlusthoffnung durch die Gleichung

1 _
HY =9

x
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gegeben ist, so stellt der Ausdruck

k=l I 7
® _ (e 1 —v w b—w
Ay =P (2_‘ ke—1| P2 1 — o 1Py ﬁ)
-\t

die reine Gewinnhoffnung des Instituts dar.

Dies geht zwar schon aus den friiheren Unter-
suchungen hervor, doch wollen wir zunéchst noch eine
zweite Darstellung folgen lassen.

Da nach Voraussetzung ist

k=l

(1)+(2) @& __
Zlcwljpm +£p.1; _"_'17

k=1

so ldsst sich der vorstehende Ausdruck umformen in

k=l

P
@ __ @ 1)+, k (3) 1
xHO nl_vi_l__(Zk—llpm L —}—J)J'U).

k=1

Beachtet man nun, dass man nach Wittstein

setzen kann

(1-+(2) (?)

@
—1/Pz Ty P,

dann erhilt man

k=l

; P, ; , :
:):HE»Z): | ] 2 < > (k—1p$) - kp:)) W ;PS) Uz)

k=1

[\

k=l fe=l—1
P

T \ 13) _k
=11 Z_,kup U+ka

=1




Nun ist aber

k=l

\7 | @) k—1__
Lyo=Pe ¥ T e
Te=1
folglich
k=l
\ o
8 K___
2_‘ k——llpm vE=ray,
K=1
k=l
N 3k
Z‘ ]c-p:c == a’:c — i 5
k=1

KEs ergibt sich sohin

(2) P.n :
AL :m_[l——v a, + a,—1]

Fihrt man in dieses Hrgebnis den Wert von F_

ein, 8o findet man die Bedingung
@y g
:z:HO - ?éix__a:HO

bestitigt.
Die Jahrespridmie P als unbekannt annehmend,
kann man dieselbe, wie Landré gezeigt hat, auch aus
der Grewinn- und Verlustgleichung

I

k=l
© a [ & 1 —w
.@Rt\) _ Z e—11Pz (U So:—{—k o Pm 1 — v \, o
k=1 ‘ '
k=l .
¢ ].—?)lL (3)P 1-—?)E__0

()
_Zk——llpw P, 1 —o WP Loq =

=1 -
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ermitteln. Durch einfache Umformungen bekommt man
aus der Ietzteren mit Beriicksichtigung der Formel

)

. PO+ 1 — o @ 1—uv

a T\.—-—]l b o] _,U me _i:—?}_
—3 §

den bekannten Ausdruck

P == %
T a‘m )

Da die mathematische Dauer dieser Versicherung
durch die Gleichung gegeben ist

r(™—1) oS

Pm r—1 a+tm?

so kann man sogleich folgern, dass der mittlere Verlust
des Versicherungsinstituts betrigt

Ik=m
iy (1) ok
:UR() Z k— 1119 8§ ok
k=1

k=m

k
) )\, r(r —1)
——Z(ic—npg + k—upij )'U P:c T r—_1 (D
wihrend der mittlere Gewinn desselben sich belduft auf

k=l I
) ; ; r(r — 1)
_ (1) 2y (
—"Z‘(L‘—Hpm + e )V Pom——+
l=m--1
fe=l

l rir—1 R .
+ 2, v P&—(:—l—) Z rc_upgcl) g Sppre (1)

k=m-+1
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Die Formeln (I) und (II) lassen sich durch ein-
unddenselben Wert ausdriicken. Setzt man in (I)

k=m
N W,k _ 3) . m
@) Z_‘ k—1P2 U Sa:—{—k - mm P Y Q[w-}-m
fe=1
7%‘:*21 i 1 o
1) 2 — =
ﬂ) Z‘(k__ll.’pm + ]5__1i.pm ) 1 . -
k=1
m
_ @ ,m " —1)
_a’x,_ m-p:z: v (a:c+m+_—rr_:1—_ ’

s0 erhilt man

m

(1 __ (3)
ccRo - mw—_ nPe Y le+m—

7 1 i ‘vm B
(3) m (3)
- Pm [a‘x by U a’:c-{-m = ey T_TJ

r{r"—1)
r—1

=% —P.a -+, 0" " [Pm

o (ﬂm-l—mm P:c a’x—|—fm ):[ :

Es ist aber
mwhpmam: mVO: 0 !

r(r™—1)
.Pm"“_,r:ﬁ—l_ N8x+m 3
le—{-mm P:c a‘x+m: :cV'm ?

folglich ergibt sich

:z:RE)]) = mpf) i (S:c+m_ :an) ! (HI)
10
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In der Formel (II) setze man

k=l

k
e @y 1 —v
a) Z (h‘——l}pw + k»—llpm ) 1 ___vw *—
le=m--1
]‘:l ( 1 Um«|~'u (1 vh 'm)
i 2 - 4_“
(H[p oY) - - +
K= m+1
1 —
()
+ .15 I—v
k=l m
1
“‘“> (1» 1|19()_|— k‘-——l pZ))
k—'m-}—l
fe=l " 1— vk m ; 1 Ul
Jm 1 (2) (3) 7
+?’ Z(kwlp +k 1lp ) 11— i pr 1—o
Itvnldrl
1—™
=iy — g ) g ——F
i
3, m @ 1—v (31_”
+m-pw % (a'erm 19'--{—771 _H)+l ,
(3) 1“‘” @, @ 1—v™
e N + mp a’m+m 1Py 1 _""
B @ vm____vl - 1 UZ
o 7 Tile T
@ om (=1 )
Y 2 (ﬁ—]’—_—:i-— T a’m—]-m/ )
fe=l
(n & 3 .m
/3) yau k—1Psx Y Sa:—lr-k Y 21:1:—|—m

k=m+1



— 141 —
Es folgt sodann ebenfalls

r(r" —

9 3 m o
.IL](.z} z= P p( ) v ( _1——)' —{— a’m+m> T mp.(j) v %I$+771

£L 0 rms x ¥

. )
= mpa; o™ [Pm 5 _77 - (%[m+m _ Pw a’w+m):l

= Py (8, PR AR (IT1)
Wie oben nachgewiesen wurde, ist dieser Wert
aber auch gleich

I | 1
) P ( —1) | ) 1 ¥ (7” — 1)
=, BBy |l ¥ By )

&

Besteht eine Versicherung bereits mehrere Jahre,
s0 kann man iiber die Bemessung der mathematischen
Dauer verschiedener Ansicht sein. Das Richtigste ist
es wohl, nach Bohlmann den Begriff der . kritischen
Dauer* des weiteren Versicherungsverlaufes einzu-
fiihren und sonach die neue mathematische Dauer
m durch die Gleichung

- r(r™—1)
x Vn 4 + ‘Pa: T__“}__ o Sm+n+7n

zu erkldren. Geschieht dies, so betrdgt die Verlust-
erwartung des Versicherungsinstitutes '

fe=m-+1

(1) __ (1) 5
mRn - Z k——lp:c—{—mv Sa:+n+ic —

k=1



k=m

“—Z (k———lépg—)!—n + k—1] pfuz-)kw ( + P S—2 ) (V)

1—w

k=1

wihrend die Gewinnerwartung den Wert hat

k=l—m

;cRsf) = (k—l\-p.gcl—)l—n+ k— 1Ip”0+”) ( S 1:—0’:)+
fe=m—+-1
l—n
+ .2 ;3-)%” (fc n T Pw 1:}7) )_—
et
—Z fer 1;192—)%7@” S:n+?l+k ' (VD

k=m--1

Das beiden Erwartungen gleiche durchschnittliche
Risiko wird sodann nach der Formel berechnet

k=l—n
1 @
an — 2{ Z k— 1ipcc-{—n S:H—'n—]—lc T

k=1

!

)+

1—vw
l—w

(1) 2)
( a:+n + 1Lu1;1 ;;+n (fc Vﬂ _|_ Pa:

I—n
+ l—ﬂpw+n (s@ Vn + Pm %) } ' (XTII)

Mit Berticksichtigung der Formel

k=m

0 @ N __ 3
Z(k 1‘pm+n+k—1|px+n)_ 1— mpw—1—n

k=1
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folgt aus (V)

(1) (3) m 3
mRn T %Im—l»-n o m»px-}~n ¥ glIrr:-}—n-|—'mr. o (1 _mpw-l-n x Vn T

mn N
= m r(r-—1)
_- P;v l}w—Ht T mp z-+n B (a‘m+n+7n.+ O |

— [(am—l*n T PZC a’f'«'“*‘n) B Vﬂ] +

w ol oy ' —1)
+ pw—}-n [mI n 7_m + P:c e §

— (¥, T P_a, - +m)] i

Es ist aber
g[m—kn—_Pa: a’az—]-n: Vn

x

m (Tm_ 1)
V + P P 1 e Sa:+)i+-rn

w‘x—}—n—}—m T Pa: a’a:—|—n+m :cIfn—f-m ’

mithin ergibt sich

1 (3) 7
a;Rnl T m pw-[—nv (6m+71+m @ T’n-|-m) ' (VIII)

Denselben Wert findet man aber auch aus (VI)
mit Beriicksichtigung der Beziehung

k=l—n

(1) (2) ()R
Z (k‘—rllpm—l—n + k—l\pm-i—n) + lwnpm-l—n T

fe=m-+1

(W PP — p®
— (mpa:—]—n 1P a,—}—n) . 3 nP z+tn “_mpac—{—n )

deren Anwendung zu der Darstellung fiihrt



@ __ (3) m "
mRn = mPuin? ‘P:c [a‘w+qz+m T _7_4:]?""“} ~+

(3) m Lm (3) m Q)
+ mpm+n v (m V'n ’ ) ﬁ 'mpm—}—n v %(m—}—')z—f— m

:mpg)-){-n v “(x Vn " + Pw _If_(?’——;g Y ) o

o (%Im—}-n-{—m T ch a’o:—{—n-l—m)_l

o (3) m —
= P xtn v (sz—{—n—l—m T V%—[—m) ' (V III)

Anmerkung 1: Ist auch von dem Eintreffen der ein-
ander ausschliessenden Freignisse ¥, &, &,,..., welche

i . iali 8 (2 (2) (2) ,
mit den Wahrscheinlichkeiten Pz r 1 Ps r 9Py 2o

y . 2 (2

erwarten sind, die Auszahlung der Summen S;il, S;jr,
2 - . . . - e o

Sfr_)’_w ... abhingig, so hat die einmalige Primie der

Versicherung die Form

\'fil ]\,:l
______ _ @,k Q1) \ @k Q@)
A= Z 1Py Y Spir T Z r—1Pp Y Saﬂ-k ’
k=1 =1

Fiir eine Versicherung dieser Art gibt es keine
mathematische Dauer, weil der Vertrag als eine aus den
Teilversicherungen

k=l
91(:): > r-upgcl) C SSLL-
k=1
und
o=t
9 Tk ~(2
9[3) = Z /c.~1|p§;) ok S(w-—)l—k
k=1 .

zusammengesetzte Versicherung anzusehen ist.
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Liegt eine Versicherung der beschriebenen Art vor,
so muss man fiir jede Teilversicherung sowohl die mathe-
matische Dauer, als auch den mittleren Verlust oder
Gewinn gesondert ermitteln. Man findet hiernach fiir den
mittleren Gewinn oder Verlust der ganzen Versicherung

. (8) ,,m (1 (1) ~
x0T my by v ' (Sa+m1 T wvml) —}
(8) ,,ma ( Q(2) (2
=+ 77t2pm v (S:c«!—mg T VmE) : (IX)

Anmerkung 2: Ersetzt man die Summen S oy S gs

(1) (1) (1)

S z417? a’w—}—t&’ a’;c—i-:;?"'?

s
so geht die einmalige Primie

durch die Rentenbarwerte g

k=l
_\T ® kL

%Ia:_ LJ Iculip:c v S”H“k

k=1
iber in
k=1
m(. (1) k(1)

’a’:c - Z Ii*,—;-p:c L a‘a;+k ’

k=1

und es handelt sich nunmehr um eine Versicherung, bei
welcher das Eintreffen der einander ausschliessenden Er-
eignisse &, €, €,,..., eine Rentenversicherung in Wirk-
samkeit ruft.

Um aber eine moglichst genaue Primienberechnung
ausfithren zu konnen, hat man diesenfalls den Wahr-

5 opE : (1) 72
scheinlichkeiten 1P, und s oy
deutung beizulegen.

eine erweiterte Be-

Da néimlich die Ereignisse &, in Laufe des Jahres
eintreten, der Rentengenuss jedoch erst mit Beginn des
folgenden Jahres anheben soll, so muss man einerseits

1 . . 1 . .
unter ],_1;pi3) die Wahrscheinlichkeit verstehen, im JAten
® |
Jahre rentengenussberechtigt zu werden und das Ende



e FE -

des Jahres als Rentenbezugsberechtigter zu erleben.
Anderseits bedeutet dann k_”jpgf) die Wahrscheinlich-
keit, im k'*® Jahre aus irgendwelchen Griinden aus-

zuscheiden, ohne vorher Renten bezogen zu haben.

Bei Vertrigen dieser Art konnte man nach Peek
den Standpunkt vertreten, dass das aus der Rentenge-
wihrung erwachsende Risiko von vornherein in Anrechnung
zu bringen ist. Peek berechnet nun den mittleren Verlust
des Institutes einer derartigen Versicherung nach der
Formel

k=1
1 ___ 2 Kk
ERE - Z ?C»—lipw C my, a‘m—l—k ? (X)
k=1
wobei m, eine Funktion von % ist, welche aus den
Gleichungen
1 —a" 1— ™k
Pt gt
N 1—v
oder
P rir*—1) 11—y
= r—1  1—vw

bestimmt werden kann.

Die Formel (X) ergibt sich durch Umformung aus
dem Ansatze

k=l
n__ (1 .k ' 1— (" —1
o, ~—Z k-1le ¥ Z =11 %ot ( *Pm%\
k=1

1—v /
ky=mg41
fe=L o
- .k (1) (1)
T ICA-llpa: ¢ (a’:c—l—k - a’cc—i—k?n? +
k=1 =

, 1 —o™ , r(r* —1)
F o Potu ﬁ> T mplapr P‘”T—T_
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. 9 n & (1)
QZ ) &)

Um sich von der Zulissigkeit der Formel (X) zu
vergewissern, hat man die entsprechende Gewinnerwartung
des Institutes darzustellen, welche offenbar durch den
Ausdruck gegeben ist

o=l ky=my,

k i
@ 1k : r("—1) 1-v"
§Rw - r—1Pz ¥ Z klwllgw—i-k (PW r—lm o 1—v
k=1 k=1 .
k—l ke l
r(r-—1) oy p 7 —1)
1} el o By e g B
Te=1
k=1 ( k 1)
, r{r  —
— T 1;19 (1 ,cpaﬂ—lc) Pm y—1 T

k=
my

a’a:-l—k_w—a,;? T mkpm—i—?c 1—1

k=l k l
@) rir —1 r(r —1
+2 et P, TE S 0 p T

k=1

=1 r

_ a  k r(r ——1) ey

—Z k—1Pe Y (‘PmT_—l_ _a‘w+765%7{\) +
k=1

® ( 1) r(r'—1
3 B, + 0o P

k=1
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Je=1
. \ (1)
T Pa: a, — Z‘ llp ’U a’z—l—k mp|
k=1
]g:l
0] \ ) oD
= ’am"—z_‘ e—1P s aw+h}n_k’
i s
Fe=l
_ (G R R ¢ r
=/ 1P Y mki‘a‘a:-%—k' (X)

k=1

s ist also

3%&1) J%(Z

Indessen kann man aber auch von der schon eingangs
dieser Anmerkung erwihnten Ansicht ausgehen, dass durch
Eintritt eines der Ereignisse €, €, €,,... die Haupt-
versicherung erlischt und der Versicherte die Mittel zur
Erwerbung der Anwartschaft auf die in Aussicht ge-
nommene Rente erhiilt. Sodann eriibrigt es sich, das von
dem gpiiteren Ableben abhingige Risiko in Erwigung zu
ziehen, zumal ja nach Eintritt eines der Ereignisse €,
die Versicherung einem anderen Verwaltungsbereiche iiber-
wiesen wird. Der mittlere Gewinn oder Verlust wire also
in Ubereinstimmung mit den Formeln (II1) und (VIIT)
nach den Formeln zu berechnen

a:RO_ (5) (a':c%-m“—.w m) l
(XD)

(3)
mRn - pm—}—nv (a’m+n+m o Vn—l—m) ’ l

Will man dem aus der etwaigen kiinftigen Renten-
gewihrung erwachsenden Risiko ausserdem noch Rechnung
tragen, so kann man den mittleren Verlust oder Gewinn
der kiinftigen Renten gesondert nach den Formeln
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k=l k
r (n k \, ’ L ™ (1)

o= ) eV D it (o 80
t=1 ky=mp+1

oder
fe=1 ky=my , 1 Iy
~ . === g

svpr w. kN ' m 2

o, -—Z —1Pe" Y -1 etr (a’&‘"%-k 1 “_]7> (2)
k=1 Ix'lil 2

darstellen, wobei die mittlere Rentenbezugsdauer »:, durch
die Gleichung
(1) 1— Umk

bestimmt wird.

Der Ausdruck (1) geht vermdge der Beziehung

1-— vmk-l—-n 1 —. ™k 1— "
- __}_ 1y R
1—w 1—v 1—u
iiber in
k=l m
Ik
i a) k : 1—w (1)
5Rcc —Z Icﬁllpac v (’nlcpm+1c S ﬁ_,{),, + my; a, —
k=1
' (1)
o ‘mk-pa:r,lwk a’x+k>
k=l
L (0 &k [ERGE) :
o ,k—~1me v mk|a’:c+k ' (XII)
k=1

Aug (2) folgt aber ebenfalls
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k=l i
"__ ok ' ) w __
mm “—Z k—-1|pw ¥ [(1 ﬁmkpm+lc) Qe 2k mge an
k=1

‘ 1 =™
R g }

=l

. k(@ 1)

*“Z k—1Pe Y (a’a:+k x+kmk)
=1

k=l

k i (1) .
. (XI)

— (D
““L ey Po Y otk

k=1
Wegen der Beziehung

(C) N Y n
Qpyre = Quqr ~ Ay imy,

mk

kann man aber dem mittleren Gewinn oder Verlust aus
der kiinftigen Rentengewihrung auch die Form geben

k=1
. (v k(1)
R, = {a‘w—Zk——pr U 8y kmy,
k=1

B. Mittleres Risiko.

Die Untersuchungen des vorigen Abschnittes fithren
zu der Erkenntnis, dass dem durchschnittlichen Risiko
der ferneren Dauer zufolge der mit der Praxis nicht
im Einklang stehenden Bewertung der von Jahr zu
Jahr in Anrechnung zu bringenden Deckungsmittel
nur eine geringe praktische Bedeutung beizumessen
ist. Da man bei der Berechnung des ferneren mittleren
Risikos, wie es Bremicker und Wittstein einst dar-
gestellt haben, von denselben Voraussetzungen ausgeht,
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so scheint es, als wenn man dieser Risikoart auch
nur einen wissenschaftlichen Wert zuerkennen dart.
In dieser Anschauung wird man iibrigens bestiirkt
durch die Ausfiihrungen in Professor Landrés Ma-
thematisch-Technischen Kapiteln zur Lebensversiche-
rung“ am Ende des Abschnittes ,Primie und Reserve,
abgeleitet aus dem Barwerte des Gewinnes“. Liisst
man sich aber durch diese #usserlichen Ligenschaften
des ferneren Risikos nicht beirren, so wird man bald
einen andern Standpunkt zur Methode ecinnehmen.
Durch eingehende Untersuchungen gelingt es, einige
Figenschaften des ferneren Risikos aufzudecken, die
seine Brauchbarkeit und Anwendungsfihigkeit ausser
jeden Zweifel stellen. Da das mittlere Risiko ver-
wickelter Versicherungsformen bisher auch nur ver-
einzelt besprochen wurde, so verlohnt sich ein allge-
mein gehaltener Versuch einer begriindenden Dar-
stellung auch noch aus diesem Grunde.

Wie vordem betrage die mit der einmaligen
Priimie iibereinstimmende absolute Gewinnerwartung

des Spielers
k=l

(1) (1)
Zm—

wihrend auch hier der Ausdruck

fe= 11/2
H(2> Z J7‘)<1>+<2) E,

fe=1

die absolute Gewinnerwartung des Unternehmers dar-
stelle.

Ein durch die vorstehenden Grewinn- und Verlust-
hoffnungen beschrichener Vertrag ist, wie wir sahen,
als ein gerechter anzusehen, wenn die Bedingungen
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fe= Z1/2
1 ]r—-—l

k_.
=t HF =

erfillt werden. Die letztere derselben konnen wir in
den Formen schreiben

=1y k=1,
U) ypm — B _Zpu)
k=1
]C:ll k:lz (I)
T . '
:ZP;}L (Cr— B+ }_ipﬁ_)_l (—E&)=0
k=1 fe=1

Quadrieren wir daranf die Betrige (Ck,——E’k)

und (— FE,), so verstehen wir unter dem Ausdrucke
7{.‘:11 7&,‘:12
YN 2 NY (9 a2
M 0"_Zpk——1 (G ) 'i'Z,pk-l (&) (1)
k=1 -

das Quadrat des mittleren Risikos. Dasselbe ‘hat
beispielsweise die Eigenschaft, in bezug auf die absolute
Grewinnhoffnung ein Minimum zu sein; denn man
erhilt aus den ersten Differentialquotienten

k=1, 5 M k=l, k= 12
N7 ey _ (2)
2173 —2) ol (Ce— B +2) "y B, =0,
k=1 fo=1 k=1
also

k=l k=ly g

me Cy=) PP E,,
k=1
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wihrend aus der Summe der zweiten Differential-
quotienten folgt

1.-:12 k=1, Te=ly
— »
Z E p 2 Pry = Bl g
k=1 k=1
also
kzlz

Z 8 M _
2
k=1 5(Ek)

Diese Art der Minimumbestimmung scheint gegen
die ibliche zu verstossen, doch vergegenwiirtige man
sich, dass man die absoluten Erwartungen zum Zwecke
der Risikoberechnung in ihre Bestandteile aufzuldsen
hat und daher nur das Extremum bestimmen kann,
indem man jede der beiden Erwartungen als Funktion
ihrer Teilerwartungen betrachtet.

Handelt es sich wieder um eine Versicherung,
deren einmalige Primie den Wert hat

o 1) 7L
A, Z s 1[23 Sorn

L:l

und welche gegen die Jahresprimie

A
P ==
aa:
S (e 1—0" @ 1—12'
*—ZJ ele Ty Tl T,
=1

abgeschlossen ist, so findet man fur das Risikoquadrat
den Ausdruck
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k=l N k_ 2
M2 . \ p(l) ’U2k (8 . - _L(Tml)_> Hl__

2”0 k¥ x4k x r—1
k=1

k=l

e .
Z: (2) 2k r(r"—1)

+ et Da v (Pm S >+

k=1

l 2
rir—1) \"
+ o " (Pw——g__ 1) ) (ILD)

Hiernach hat Kiittner das Risiko der einfachen
temporiiren Todesfallversicherungen, welche allgemein
unter dem Namen ,Risikoversicherungen® bekannt
sind, in richtiger Weise behandelt, wihrend die all-
gemeine Erkldrung fiir das Risiko dieser Versicherungs-
arten in der Broggischen , Versicherungsmathematik®
als unzutreffend bezeichnet werden muss. Vor diesem
nur beildufig erwédhnten Irrtume bewahren iibrigens
auch die vortrefflichen Ausfithrungen in der Czuberschen
Wabhrscheinlichkeitsrechnung.

Der Ausdruck (III) ldsst sich auf eine einfachere,
fiir die numerische Berechnung geeignetere Form
bringen.

Setzt man nimlich

k 2
ok r (T = 1) > o
v (Sa:—}—k T Pa; r—1 -

P_\? .
- )(1»2v"+v"‘)},

-V

of
2k o @ e 5
— [U Si—}-k—_ m Sﬂ:—}—k‘(v —v’ ) + (1

k 2 P o\2 ‘ ‘
o (Pm T(;_ll) ):(1_%?)) [1__2,Uk+v2k],



0 erhdlt man

2 __ E (1 o Kk 2 @
mﬂ/‘[o "-" k——-1|p @ (U Sz—|—k) i 1—

k=1

=l

k=

\ | Dy kBN
UZ e Pe @ Sa) +

Jp==1

P, L
+21___—;Zk_1'2?$) v (0" S

k=1

g | k=l

P \ 1) S (@) (;
+ (1 _mv) Zk—ﬂp; +Z k—-lfpm + Epa;

k=1 k=1

_R:I

/ ’ (1+@2) k @3 .t
@ N+ & 3
2 () | D e o ) o

I =1

c k=l
P 2

2
@ y ! (12 2k (8) 2l
+ (1 —L) Z"’—lfpw v Pa UL

]\.Z 1

Fihrt

nungen ein

15
AL

man darauf die abkiirzenden

Bezeich-

(1) ¢k 2 (2
k—Pe @ Sy =%,

o
Il
—

K=l
T -

(1 J K __gr(h
2 b Py U W8, =U7,

1 (@) ¢, k 9

Pa: a’:c’

11
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k=1

kalp(1)+(2> 7t__|_l-p(3 'U—MA ~¥1—(1—*?/)8,

k=1

fe=1

(1)+(2) 2k 2l q@ 2 (2)
Zhﬂllp +1p v MA;LW —“(1““2))3',,; )
k=1

so ergibt sich des weitern

’ A AR
2 g2 > () @
M=, +21———U A4+ (1—?})+

7 vl
21—1} b (1~«

‘v)g(1_(1 v)a,) +( )2 AP,

Durch Vereinfachung und Zusammenfassung findet
man hieraus die endgiiltige Formel

._]/%I@)_'_zi =g (_1_%)( 4P) IV

o L R A A

Figt man zu dem Radikanden des Ausdruckes
(1V) das Korrekturglied

(A, —P_a)=0

hinzu, welches man umformen kann in

— QL) +( )[1 — (4] (1imv>i4m(1~—Am):0



oder in

S S =],

so erhilt man die Formel

: P
11}[{}-?]/{[%[;’2)-—(’211)2] —l— 1 :LJ &® ) o Q{x Am) +

Po V140 27 Vb
) [A9—@wy . am
Diese besitzt, wic uns spiitere Untersuchungen

zeigen werden, die grosste Anwendungsfihigkeit.
Fir den Fall, dass

ist, wird

A — g 42,

und man erhélt aus (IV)

M= (82+ it S)ﬁ“) (~—§%)2(1_-AS’) (IV?)

1—vw

Wie noch bemerkt werde, lisst sich der Ausdruck
(III) durch Anwendung des Kunstgriffes

p 1— " ( Pm
21—y 0 w+k+1—v) I—v

auf die weniger brauchbare Form bringen

K
v lgm +k




(1) @
M= le—uﬁi (Sopst7=55)

/
k=] =

P \® 2
(@) @ ok (3) @ 21 |
reat( o (B

2
Py, . P ,
Py *1_—] o iy UZ} (V)

— U

welche als die Hausdorffsche bezeichnet werden mag.
Weil aber ist

fe=t

(g Pm (2) Pm‘ L
2 r—11 Py ec+k+1_v e ails T .5

k=1

(3) Pn: l P ]
L e i i et

so konnte man auch setzen

k=l s~ 5
2 ] o (g P, \?
mMo:] k—lipm :c+k‘+ 11— +
=t —
P 2 2k (3)( Pm )2 ol ( ‘Pm )2] T
(2 x | = ;. a
T k1P (1—1))]0 .2 1—9w £ 1—v [ (V%)

Im Falle die zur Auszahlung kommenden Summen
einander gleich sind, geht die vorstehende Formel
iiber in
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E:l

P \? o :
. ) @mf{ Ta 2k
il BB o )

f=1

+ .2, ( S —1:;§+ P, )2”%

Bttt (i) 4

7L-

2

+ ¥ ( i )vl . (v
P AS(1—v)4-P,

Besteht die Versicherung bereits n Jahre, so kann
man bei der Bestimmung des mittleren Risikos von

der Reserve _V ausgehen, welche zuniichst in der
cinfachen Form erscheint

z Vn — %[a:+n Pa: a‘m+n )

Fiithrt man nun in diese die bekannten Werte ein

k=1
g . (1) I
g[a:—l-n Zk—1|pm+n Sa:—}—n—i—k
]C.—
k:l——n l—n
\ pOFE 1—o" A PO 1—9
Q™ L‘ k—11 P40 1 — l—-nPxyn” 1—v

s0 verwandelt sie sich in
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1—w
. (1) k o
x Vn Z J’c—llpm—}—n ( Sx—!—n-f-k——P:c 1— ) T

k=1

=l—n —n

- ; .
= ") v 9 p v
k—-ll xn :r, 1 —w 1—nl R O I I B

Aus dieser Formel geht nun die Null betragende
Gewinn- und Verlustgleichung hervor

ke=l—n k

. 1—w
o (1) k
mR“ T Z Foe= 112]w+n (1} SSC‘l‘n"f‘k_—-wV?z P AR ’U)+

k=1
+ (2) '/_ V - __?_/___ R
k—l]pm—{—n @ 1y

1— Ul—n |
(3) - - ]

Zu dieser kommt man aber auch, sofern man als
Gegenstiick der absoluten Verlusthoffnung

k=l—mn

m___ (1) k
:L'H)L _ Z Icmllpw+w Saz—kn—{—k

k=1
den Ausdruck

k=l—n

1—"
A=V, + Z k—1|P§cl4)-:(2)P Ty T

—

[—n
1—vw

+I——’J’l ;c—l——n z 11—y
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als die absolute Gewinnhoffnung hinstellt und die
Bestimmung trifft, dass stets die Gleichung

gy (2)
:IIHTL T mH'n

erfiillt werde, deren Umformung wiederum auf (VI)
fihrt. Quadriert man die Betrige

I

" 1—vw
i .
U S Vo L T
und
1o
_ @ Vn _ T 1 —_— ?

so erhdlt man das als mittleres Risikoquadrat zu be-
zeichnende Gebilde

k=l—mn k.

2__ \ ) k 1—g'\#
(a:Mn) “— Z‘ k—-1|p93-|»-n (?) Sw+n+k—mVn_P:n ].——’U) +
k=1

11—

fe=l—mn e
\ @) p 1—v"\?
-{_ 2_‘ k—l‘;pm—{—n (m Vn + ‘P:c ) +
k=1

11— ™\? _
(3) r r
+ Z—n-pa:—{—n (:e Vn + I)a: #1"_ '_) g (-‘ I[)

v

Dasselbe hat die Bigenschaft in Bezug auf V
ein Minimum zu sein; denn aus

9 o=l— .
w_ o, Zn ) ’Uk S‘f _ V-T—P 1-_7/-"
d @ Vn o - k—l]pm‘i_n ! a+tn-tk T @ 1 ==Y

k=1

)
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k=l—n

o 1—
| &)
i 2 Z k—l!pm+n (mVn+Px 1—w
k=1

}+

+ 2 Z—ﬂp:(u-)l—ﬂ (:c Vn+ Pm ) =0
folgt

(1) @ __
:cﬂrz - a,Hn =0.

Differentiiert man nochmals nach _ V. so ergibt sich

2 2
MY
d(, VH)Q
k=l—n k=l—n
_ (1) (2) (3) .
=2 Z k—l]pm+-;z —I_ Z Ic——ljpm+n+l—npa:+n o 2?
k=1 k=1

also das Kriterium des Minimums

d (M) -
a( vy

Ferner fithre man die Bezeichnung ein

K
FK) K 1:29)
x v o Sa:+n+k_ Pa: ﬁl—_;—;

Man kann die Reserve dann auch in der Form
schreiben :
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k=l—n

ro_ (1 (k)
x yn. - Z k‘—-llpw—}-n z V-n —l—

k=1

=[—

7
(2) (k) K
+ Z k‘——llpa:—{-n (:r Vn ==y *Sw-{-n—{-k) +
k=1

3 (I—n) (I—n)
+ E—ﬂ.-p:z:—l—n (m Vn —v Saz—l—l) '

Berechnet man nun mit genauer Beobachtung
der Zusammensetzung des vorstchenden Ausdruckes
die mittlere Abweichung der Reserve _V  von den

() " K
Grossen V" und den Grossen V" —v' S . .,
so findet man

k=l—n

(1) 7 (k) 2
Z k:——l!pxl-l-ﬂ (a: 511 T a:Vn) =

k=1

k=l—n

(2 () k 2
+ Z k—1| pm-{—n (’r V:rz =¥ 89}+?2+7(' e Vn) +
k=1

n

1 (3) (- m) —n 9 .
T I“_npm‘i‘” (wv — Sﬂ:-H T Vn) ? (X ‘[II)

und dieser Ausdruck ist wiederum nichts anderes als
das mittlere Risiko der Versicherung nach # jahrigem
Bestehen.

Diese Darstellung fiihrt zu einer neuen Auffassung
des Risikos und hat auch den Vorzug, den bereits
mehrfach erwidhnten Fehler, welcher bei der Bewertung
der anzurechnenden Deckungsmittel begangen wird,
weniger augenscheinlich zu machen.
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Um den Ausdruck (VII) auf eine moglichst leicht
anwendbare Form zu bringen, fithre man die ange-
deutete Potenzierung mit 2 aus. Man bekommt so

k=l—n

(1)
Z k—1Pzyn

k=1

v oy

S8 v yp il

(U -}-n—|—k) a-tntk\x ( el —p /) +

Horar =) 4
+ki;, YA IR R S T

l—mn\ 2
+ l-—npf—)[wn (mV + P — ) —

=l—n

SR >
Z k1P (V m«|—n+k) —

k=l—n

w2( 14 +L)“: ) Z W kg
o n 11— fe— 1|p x4n otntk

k=1

k=l—n

2 ‘Pcc (1) Ek 9
+ 1—9 Ic—-1|p7:+n ' a+n+t-k +

k=1

P o [ k=l—n
@ (D4(2)
+(mvn+1__?/> Ziullpx-{-n _}‘lu 1:—1—71 T

=1
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_P P k=l—mn
x @ (D4(2) k 8 _I--n
I__v(a: Ifn_*— 1—’0) Z k—llpm+n +Z npa:-l—rz?/ +
k=1

k=l—n

P 2
@ \T (@) |, ok 20
+(1—'U~) L k——lfpm-{-n v +l np:o—}—n

h=1

Setzt man nun, wie im vorhergehenden Falle

Ic:_l;n
(1) — 9@
2_‘ k—l, x-n (?) :c—}-n—l—k) 'ﬁ %I.H—n’

k=1

k=l—n

(1) kG _ o)
Z a,—{-n & (’U 61+n+k) —_ %1:.-:—{-117

=1

ke=l—n

(1) k 9
Z k—lip z—n Sx-{—n‘v}-k __— "[:Jc-{—n ?

k=1

k=l—n

W+E) & 3 =
Z k— llpfc+n +I——:z :c—Hz o

k=1

=4, =1—(1—v)a

a+n w4-n?

k=l—n

~

(L-+(2) 2k (3) 2(1—72) _
ZR 1|pm+ﬂ U +l—n w-{-n -
k:

— A(2)

N (@
m+n—1-(1-u)a, )

z-4n?

so ergibt sich
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P
@ & gy
(wi]_[’”) %[:t—{-’n 2 - %I'Q:—*-ﬂ

P'J: P'JJ
—2 (a, L f:v) (9[9;+7L +i =, Aw-{—n) +

LAY (2) 1% P )2
+k1~v) Aw+n+(” ”+1——v '

Nun ist aber

ng-{—n + 1—w Aac—}—n - gta:—}-n + 1— T Pa; a‘m—i—n —

P:n
:::t:Vn—'— T o 8 7

daher erhilt man die endgﬁltige Formel

s ~]/

P,
(@) (1) (@
g{m—{-n 1 g)I:U—{—n + (1 o 7)) Am—i-fn T

; (IX)

P, 7
—_<“’V”+1—v>

die sich auch umformen ldsst in

M = ]/ [o

(2) 1)
xn +2 1 — %m—}—n

(IX")

L)

P
(2)
o (1_:__—> (1 o Aa,—{—'n) T Vn ('v 2

Will man aus der Formel (IX) die Reserve V,
entfernen, so bilde man auf Grund der Formel



die Beziehung

P \2 | P;,‘ d 9
(a: Vn+ 1 — ’U\ = (9[d+n + 1—__:;; Aw+n> - (g[“’“*"")‘ _{_

/
Z:) —PJJ ? 2
b Bl (‘[‘:;‘;) (A pn) ™

Fithrt man nun diese in den Ausdruck (IX) ein,
so lisst sich der letztere umgestalten in

9,

)+

a-n m—i—n

P 2
) (48— )|

Diesc Formel zcigt eine vollkommene Uberein-
stimmung mit jener einfacherer Versieherungmrten
Das erste Glied des Radikanden (‘21.;1) — (A, +n) )
stellt das Risiko bei einmaliger Prdmie dar, wihrend
die beiden folgenden Glieder die durch die jdhrliche
Priamienzahlung erwachsende Steigerung des Risikos
ausdriicken.

Beildufig sei noch bemerkt, dass man zu derselben
auch gelangen wiirde, sofern man von dem Ansatze
ausgeht

k=l—n

2 (1)
(:cMﬂ) _ Z k~1§p:c—{—'n (U Sa:-l—n{—k :n—l—n) +
k=1
R >_ ;
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h=l—n

=+ Z‘ Ic—1|p.1,—|—n L— %Ia:-{—n “p Pa, (a‘m—{—n—

-

1*”1)16 = .
TR A e Iy

welcher aus (VII) durch Auflosung der  Reserve
hervorgeht.

(&)
+ 1—npw—|—n

Da man aber auch setzen kann

P |
V—=d4,6 —P J:%[Wju

o on a-n x )

'PCL‘ A X
+ leeg ot 1oy’

so folgt ferner

S v —p A=V _ ’*‘(S P—P’”)
v ‘;u—]—n—]—i\:_'m R T - v vv+n+7~'+1~—~v o
P
(Qt”c—]—n—F -73+72)
und
[ | P ) T o
7 — (9 z e ) 4
a;I-n—i_Px - ([9«‘-1-71—'_1—1/ 2 1—v

Man erhilt daher anderseits fiir das Quadrat des
mittleren Risikos den Ausdruck
k=l—n
% (1)

| k—1 \per-n
k=1

(Sa:—{—n—l—k‘ + Tﬁ_m_”-v") T

(M) =

P \ |2
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k=l—n

= ¥ P
_i_ L k—llpx—Hz Eaa:—{-fn _{_ m A;z:-}-n) T
k=1
. “Uk ‘P.x: :
1—w
- (VII®)

|/ ’P;c l—n Pa}_ ’

+l npa:—}m (gla:—i-n + 1 — L‘_ Am-}—n) ¥ 11—l

Um diesem die Hausdorffsche Form zu geben,
schreibe man ihn zundchst in der Horm

]&-Z——’n .P 2
_ 1)
Jf ) Z (k Il-pm+92 z4ntk + T ) +

2

o [ L\’ ! P )
(2) @ 2k (3) x 2(l—mn)
i + k—l[px—l—n klm___m?}) ) v l—npa,u}«n (1ﬁ v v

P k=l—mn P
s x (1) @
2 (a[“’*‘“ i b> Z (7“*I Potn (Sm+”+7“' T v) T

(8) —
+A IE] w+w, ) +Z~n m—|—7?1 'U " .

Beachtet man nun ferner, dass ist
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9 L
"Iw-{—n + T iy Aw-}—nz

1—v
k=l—n
P, 2"
(1) “r (2) €T k
o Z (i{: 1l]:c-|—n( 'v—{-nJ—k—l_ )+k:—1|pm4'n1 ,U),U +
k=1
'P:c l—n
+E npa:—l-?z 1— v v

so erhilt man die endgiiltige Formel

T=l—n P 2
(1) g
L M) — Z (k 1|pn:1+n Dptnt-k + 1—’0)+

P \2 e o
x ok (8) s 2(l—n)
_l— k— 1 a:-l-?z(l ’U) ) b +l‘npw+n(1*v)?/

k_l —n
P
(1 x
Z_ ( ——-llpa, |-’}’I, Q’Fﬂ+7t+1_m__v)+

B P
(2) (3) z 1 <

in welcher man aber auch umgekehrt setzen konnte

h_l—n
Z Fa Py
(1) (2 z B Kk
(k—”p w+" R ) Tt Poin 1__1;) o

_|_ p(3) ‘Pw vl—n s (G _I_ P:c A 4
l—nfz4n 1 _y o+tn 1—p T2t )’
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Fiir den Fall

S‘c+”+1 Sﬂﬂ'l’ﬂ+2 "' Sm+n+3 =———=3=9

verwandelt sich die Formel (IX) vermige der Sub-
stitutionen

(2) 2 (2
mm—{-n:‘: S "4 xz+4n

(1)
w+n§ Sﬂm—{—n
n
vl S P P\

B s, LY L@ (ﬁmﬁ) ®

M, _~]/|i(8 + 1— v) Aot t 1—w Aot
P 7]

_ i z
()]

wihrend der Ausdruck (X) iibergeht in

:(8+ il —I}’U)

&S (1) (2) P : 2%k
} Z (k—llpx—{—n 211 Patn (W) ) U

P 2
(3) » 2(1—n)
TinPatn (S(l —9 & Pm) Y

b

k=l—n
Z (@ ( P, k
fe—1| a:+n+k-llpm—i—n S(l‘—’l))-l—P: v+

+ 1Pt (3(1 —l:)m—f- P, ) & } |

12



Anmerkung 1: Werden auch auf das Eintreffen der

. . . .. _ . (2)

cinander ausschliessenden Ereignisse ¥, die Summen S,

versichert, so betriigt die einmalige Primie fiir den 2 4-n -
jahrigen Versicherten

k=l—n k=l—n

9 (1) I8 C "’) .
‘“IJH n Z fe— 1|pm-{—n v S m—rn—Hc +Z k—1] m—{—n a:—l—n—l—k

fe=1

Das mittlere Risiko nach % -jihrigem Bestehen der
Versicherung ist alsdann nach der Formel zu berechnen

k=l—n ko2
1—v"\~
_ E (1) (1)
.’.ijll: { k—l}pz{—n (U Sa,—l— ik V?’z -—Paf: 1—v ) +

k=1
k=l—n Ity 2
N @ (. kq® l—v
+ s k—1/Padgn ( Sw+n+71 © V”% o P-”C 1—»—?7)
k=1
” 1 Ul—n 2 l
+ _nPorn (mVn-l—Pm e w—E_) J : (XI)

Soll dem Versicherten bei Erreichung des Alters
x4 die Summe Sf_l)_l ausgezahlt werden, so beliunft sich
die einmalige Priimie nach Verlauf von »n Jahren auf

k=l—n

— @® kg
QIm—{—n _ Z k— 1|px+n S +n-k —l

k=1

lke=l—n

=L
(2) (2 (3) l-—n (3)
+ S k— 1\pa:+n v S +n+k+l n a:—{-n Sw—i—l’
k:l

und das mittlere Risiko wird daher durch die Formel
dargestellt



k=l—n 1 v/ﬁ 2
(1) ke —
ch l/ { k-—l]p x4-n ( S@:—]-n—{—k T Voz — I x Th};)

Te=l—n ey 2
1-—
(2) (2)
=+ Z k——l]pm+n ( Sm—}~n+7 .7:1772- T Po: 1= v)
k=1

2
1— vl—n
(3) l—n (3)
+l—npa,—|—n ( v S:c—i—l B Vﬂ — P “—l‘—j) ll " (XII)

Anmerkung 2: Werden in den Pramien

k=l

_1
g[a: - Z‘ fe— 1|p U Sa:—}-k

k=1
bhzw.
fe=l—n

o (n k
s‘)'[x-{-n - Z Jc—lépm+n v S:c—}—n—{—k

k=1

an die Stelle der Summen S A die Barwerte lebens-
linglicher Renten a() f*esetzt und den vorkommenden
\Vahrschelnhchkelten (he im Abschnitte A, Anmerkung 2
erliuterten Eigenschaften beigelegt, so dass es sich also um
unbestimmt aufgeschobene Rentenversicherungen handelt,
deren Gewidhrung von dem Eintritte der Ereignisse @m
abhingt, so kann man wiederum zwei Anschauungen ver-
treten.

Erstlich ldsst sich der mit der Versicherungspraxis
ibereinstimmende Standpunkt einnehmen, dass das vor-
nehmliche Risiko in der durch den Eintritt des Schaden-
falles bedingten Zuriickstellung-der Reserven a,( : ., pesteht,

Das mittlere Risiko wire sodann in Uberemstimmung
mit der Formel (VII) nach der Formel



(k=l—n ky2
e N 1—v™y
2 (1) k) —}—
s}M’nw /Jl ]’cwlfpa:-{-?l« (/b a'w_]_n-l” koo V’)z _Pﬁ‘« 1— ’U)

k=1

k=l—n

— (2) V P 1 . "Uk 2
+ k—~1|pm+n @ n+ T ] —
k=1

1

J—ny 2
(e s i

zul ermitteln.

Um aber auch jenen Fachleuten gerecht zu werden,
welche die Ansicht vertreten, dass man von vornherein
das durch die etwaige Rentenzahlung erwachsende Risiko
beriicksichticen miisse, erklire man das Quadrat des
mittleren ferneren Risikos des (x—n) jihrigen Versicherten
mit Verwendung der Formel

]C;k—j—’f)b - 1 f\']
¢) _ (1) k ! —vU
.‘ a’m—{-mﬁ Z‘ k—1 }p:c-{—m L ZJ A'l--ﬂq:c-l,—m+k _1 - ?;,W
7\.‘:1 = 7\'131
durch den Ausdruck
‘ k?l;n - ) i
(N ) ' g A—%
(M) = Z‘ je—1|Parpn Z tey—1| Lo fn e (2’ e
h=1 7\3121
T Vn _— ‘Pfa 11— )
f=l—n L. .9
1 1—w
(2) 74
+ k—-llpx—}—n (mIn+Pmﬁ) +
k=1

9

‘ - 1 o UZ——% 2
+ Z—npf—){f?z (a: Vn + P:t: ﬁ) ’ (XIV)
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welcher durch Auflosung der Reserve iibergeht in

(M) =

k=l—n

ey ey
Z (1) 2 : ¢ p 1—v (1)
"_ k—-—llpaz—HZ kl—llqm—i—n—i—ki(v 1 — - la‘m—{—n) +

1—1
k)2

—a”
+Pm(a‘m+n—ﬁ 11— )

k=l—n i

1— T
(2) (1) —
+ z k—l}pm—l—n ]_— 'a’x—l—n + Pa: (a’a:—|—n o 1 *-“’U)

k=1 = Lo

N |2

l—n
(1) 11—
}a‘x-}—n_}- P (a':c—}—n_ 1—w ) . (XV)

+ I——-n-pa,+72

Weiterhin die Quadrate entwickelnd, erhilt man zu-
virderst

(N
(;ELITZ ) e

, v 1— o of .
— Je— 1|]a:+n Fcl—-llq:c—l—n—]—k v -_1_?) o a’x+n)+

k=1

k=l—n

(2 (8) 1)
—|_ Z k—1 [pw-l-n + l—-npx—}—n ‘a'ac»}m

k=1

2

k=l—n k.]

rl—v —sg®
(1) ' k
+ 2P, Zk 1me+nZ r—1opnte ¥ 7T, (a‘:c—{—n— 1%

k=1

)
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T=l—n

k»
W (1)+(2) l—=n
2 P;L ’a‘w—f—n Z k—1|pw+n (a‘m—}—nm 1—?)) +
_k 1
' l—n
(3) 1—vw
+ 1P z+n (a':c—{—n 11— )
k=l—n 1 AN}
2 (L+2) . A=
+ (Pm) Z ke— 1‘pm+n (a'ac+nr— 1*?])—{—
1 _ Ll—n 2
(3)
+ 1—nP xtn (a’a:—l—n ﬁ—)
und hieraus
{5 e
(M,
k=l—n Ty \ 2
(W 2k ; 11— ) ?
_Z k—11Papn Y Z t—1 Tetntn ( 1—% ) — (Pl
k=1
¢ 1)
+ 2 P ‘ z4-n :z,—{—n
k=l— x N
W i ; (1 —o) (1 —")
— k—l‘paf{—n o—1Qatntk 1—o)
k=1 k=1

P 2
2 (@) 2
+ (1 — U) [1 —2A71+”+ A”“I"n—(l —Ax+1z) ]
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Den Wert

k=l—n

ay 2\ ]—v" Y
Z —1Pspgn Y Z key—1 Jantn (_1“:0_)

k=1 kl=1
kann man umformen in

k=l—n

5@ O\ (1 2k (@)
dx-{—n o 2_‘ }c-—llpx+n i Aa:—[-n-}-k"

fe=1

(1)

wobei ist
1 :

(2) . (1) (1) ,(2)
Ax-{-n-{—k_ ?1_* v)2 [1 — 2 Aa:»{—‘n—lrk_'_ Aw—i—n—{—ic] :
Fiir den Ausdruck

2 I):r: a'x-{-n D] a’:r;—}m T
k=l—n . -
N (1) e \ 1 i (1 —"l)k) (1 — 'Ukl)
— e—11Pxtn Y fey—1) Lxtnt 3
(1—v)
k=1 k=1
findet man
i 1—4A
: (1] atn
2 Pa: | a’:c—l»-n y
k=l—n .
1 1k ; ] s 0
—T—5 Z k—1Papn Y Z bt agnte 7 T
fr=1 klzl
k=l—n -

1 1 2k , 1—o"
+ 1 — Z k—l[pw-}—n b Z k1—1|qm+n+k _1 S

k=1 k=1
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_.’Czl—n
2 P (1) 1) (1)’

jtid
—1—v Z 1 P U B+
k-_

a‘:c-{-n( 1 _‘Limw]—n) o

k=l—n
(1) (1)
- Z k—1| Pppn U a‘x—}—n—i—k

2P

x

_ (1) (1)
— Jenl [ ‘a‘-’H—n o !am-l-n A:erﬂ]'

Das letzte Glied

P 2
2 2
(1mv ) [1—24, +n+Aj+ﬂ (t—4,,)]

ldsst sich auf die bekannte Form bringen

(=) L4, — 4,01,

1—v

Mithin ergibt sich fiir das fernere Risiko bei Be-
riicksichtigung der voraussichtlichen Rentenzahlungen die
Formel

< o

2Pw (I)’a(” __O|g

1—v e 4

a.—{—n a,—{—n)

o —

+ ( 1?1, ) (4, — 4,,,) I,

(XVT)

welche der Formel fiir die Witwenrente analog ist, die
Arany in der bereits eingangs erwihnten Kongressarbeit
mitgeteilt hat.
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Da man die Formel (XIV) auch umformen kann in

Ol — (") +

M, ——-V (¢

¥
b2 (A +

(VID)

+( 1 va )2( i)t—n —(4,,,) i

so lehrt unsere Untersuchung, dass das durch die jibrliche
Priimienzahlung erwachsende Mehrrisiko bei beiden Me-
thoden das gleiche ist.

Um den Unterschied zwischen der vorstehenden
Formel und der Formel (XVI) nachzupriifen, bilde man
die Differenz

(mM(l)) ( ) (] i é“:(i)i-n @ a‘i)}_% ;

fiir die man auch schreiben kann

k=l—n
(1) (2) (1) 2
y k1) Prgn Y [A:r—J—n—{—L (a’m+n—§—k) ] .

k=1
Nun war aber

1
(2 _ 1) (1,2
Am—}-n—}—k— (1 o U)z [ == Am-l—n-}-k —I— Am—{-n—{-k] ?

withrend fiir (a ks +k) gesetzt werden kann

1

(1—v) 1—240 0+ (45

:x:—f—n-{—k) ] *
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Man findet somit

MY — (M) =

k=l—n (1),(2)
- (1) k Am+n+rc T (Aa:—{—n-i-k)
= k—1;19m+n (1 — o)

k=1 .
k=l—n
2k M
—— k—llpﬂ"-*-n ( g;_l...n_{...k) 7
k=1

ein Ergebnis, auf das bereits Spitz (s. a. a. O.) verwiesen hat.

Man konnte dasselbe auch aus dem unabhingig auf-
stellbaren Ausdrucke herleiten

(1) 2
(M) = (XVIIT)
k= l—n I 9
. PO 2k , 1—u 1
e—11Ppqn Y ley—1| Tt \ 1 T Bapntr )0
k=1 fey=1 :

der sich leicht auf die Form bringen lisst

W7 V2
(M) = (XIX)
v | ‘Fapnsr/ |

Bildet man iiberdies die Differenz zwischen den Aus-
gangsformeln :

k=l—n

W 2k i '
““‘“Z Jo—1 |_p gg.l..n Z ki-«lfgx—f—n-}-ic

ky=1

M) — (M) =

= 1— o™ -4\’
: k A B
_Z k—1\pm—§—n Z ky—1| m-[—n—f—k (U 1w —mVn_P;n 1- ’b)

N
(1) T 1— v -
—(U a‘m+n+k _acTn_P:c 1—?)) 2 (Xk)




181 —

so erhilt man nach einigen einfachen Umformungen wie-
derum die Formel (XIX).

Aus diesen Untersuchungen ergibt sich also die merk-
wiirdige Beziehung

2 2 2
(mM'r(zI)) — (an) + ((lm)‘z‘/‘[n) ?

welche besagt, dass das der Formel (XV) entsprechende
Risikoquadrat grosser ist als das der Formel (XIII) zu-
grundegelegte Risikoquadrat. Der Unterschied ist gleich
dem Quadrat des Risikos der etwaigen kiinftigen Renten-
zahlungen, wenn entsprechend der Priimienberechnung bei
Eintritt des Schadenfalls die Auffiilllung der Reserve zu
dem Rentenbarwerte vorgenommen wird.

C. Das mittlere Risiko der ferneren Dauer, abge-
leitet aus dem Quadrat des Risikos des kommen-
den Kten Versicherungsjahres.

Betrachtet werde wiederum ein Vertrag, dessen
einmalige Primie sich nach der Formel

k=l—n

N (&
2[2:_*_nw- 2_‘ Jc—lipa:—{—n v Sw‘}—n-}-k

=1
berechnen ldsst.

Um den Wert des Risikos des (n - k)'» Jahres
nach Ablauf der »n ersten Versicherungsjahre berechnen
zu konnen, stelle man folgende, von Rothauge (,Das
technische Zufallrisiko* in Gutachten, Denkschriften
und Verhandlungen des VI. Internationalen Kongresses
fiir  Versicherungswissenschaft, Wien 1909, Band I)
auf einfache Lebensversicherungen angewandte Uber-
legung an:
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Bei einem (x 4 »)-jiahrigen, welcher bereits » Jahre
versichert ist, kann die Gesellschaft wihrend des
(n + k)t Versicherungsjahres mit der Wahrschein-
lichkeit

1) - k
o den Verlust v (Sm_'_n_i_k = Vn+k—r$fln_i_,c) "
(2 _ C ke -
e3Pt n den Gewinn v (.an_g_k —+ 7 mH_n_Hc) !
kpiin den Gewinn v (r acI[n—Hc)
erwarten.

Hierbei bezeichnet mVn_‘_k die Reserve fiir das Ende

des (n—+k)'*" Jahres und I, die Risikoprimie des
(n 4 k)t Jahres. Unter Beriicksichtigung der aufge-
fithrten Verlust- und Gewinnmoglichkeiten betrdgt die
Gewinn- und Verlustgleichung fiir das (n - k)'e Jahr,
bezogen auf den Anfang des (n-f1)t» Jahres

md) L -
b1 Papn ¥ Sy — o Vg =7 oA yi) T
(2) k s ]
+ k-—1|pm+n v [_- (:c Vn-{-k + 4 a:lIn-{—k)]
6] ke . 7 o
+ kpm-Pn v [ Ve n—]#c] —
— 1Py ¥ (e — ) =0. @)

Man erhilt daher das mittlere Risiko des kommen-
den n - k'e» Jahres, wenn man die Betrige

x i
¢ [Sw—f—n-}-k — :cVn-{-k‘ == mHn+k] ,

o [__ (, V}H-k + 7 ;cHn-{-k)] ;

o [—r T ]
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quadriert. Bezeichnet man den Wert des Risikos des
(n-+ k)ten Jahres nach Verlauf von # Jahren durch
w1l M, + 80 bekommt man also

2 _ (1 2k ,q . 2
(k‘—lImMn) '_ k—l%pm—{-—n “ (‘Sx-i—fn-}-k‘ T Vn—Hc—' 4 mI[n-}-k)

(2) 2k 2
+ k—1j p:c-{*n v (a: Vn+k‘ + r -’LI['J’Z—I—;'C)

3 2k, 7 2
+I‘p r+n v r wlIn-{—k)

3) 2k 2
=Dy, U (M) - (IT)

Dabei bedeutet (,m +k)2 das Quadrat des Risikos
des (n— k)ter Jahres, mit dem sich der Verfasser im
11. Hefte der Mitteilungen der Vereinigung schweize-
rischer Versicherungsmathematiker (,Die Berechnung
desjdhrlichen Risikos schwierigerer Versicherungsarten®)
eingehend befasst hatte.

Um nun das Risiko der ferneren Dauer aus den
Risikoquadraten sidmtlicher kommenden Jahre herzu-
leiten, erinnere man sich des folgenden Satzes aus der
Planimetrie :

Fin Quadrat ist ebenso gross wie die Gesamtheit
mehrerer gegebenen Quadrate, wenn es gleich ist der
Summe dieser Quadrate.

Hiernach ist das Quadrat des Risikos der ferneren
Dauer gleich der Summe der Quadrate der Risiken
der kommenden Jahre, bezogen auf den Ausgangspunkt
der Betrachtung. Iis ergibt sich also

k=l—n

MY = DGl (m)
k=1
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woraus folgt

E k=l—n
.::Jj’fl - ‘/ Z k-—1p :L+n n-HC) ' (IV) (Opf‘z’n h 1)

Diese Form des Risikos wurde zuerst von Hatten-
dorff aufgefunden und spiter von Spitz (s. a. a. O.)
und von Rothauge (,Die formale Ausgestaltung des
Zufallrisikos in der Lebensversicherung®, Mitteilungen
des Osterreichisch-ungarischen Yerbandes der Privatver-
sicherungsanstalten, neue Folge, 6. Band, 1. Heft) ndher
untersucht. Wie man sieht, stellt sie das Quadrat des
Risikos der ferneren Dauer als die Summe der Hoft-
nungswerte der Quadrate der mittleren jahrlichen Risiken
dar. KEs bleibt daher der Nachweis zu crbringen, dass
das Hattendorffsche Risiko gleich ist dem Risiko, wie
es von Bremicker, Wittstein, Haudorff u. a. dargestellt
wurde. Zu diesem Behufe setze man zuniichst fiir
(., +k)2 die Werte, wodurch sich ergibt

k=l—n

2N (3)  2(k—1)
(.M, **Z, r—1Popin V [pa,+w+k , b.x—l—n—{-h
k=1
2
— Uy Vn-HC T :cIIn-}—k)
@ ,
+ Pt Vo Vn-}-zfi‘ 11 —Hc) +px+n+k-~1( n—|~k):|

Nun erinnere man sich der Beziehung

F V= V4P 1"?’ T I

x  ntk
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durch deren Anwendung unsere Risikoformel iibergeht in
(mMﬂ)2 =

k=l—n
(1) ;c 1—v
_ Z ?c—-lpa:+n ac+nf-h—1 N Sm+n+k T an 1—7w +

z_k—— 2
'»: -1
+ I
#=1
L z:k:;l 2
1 (2) — v 2—1
+ px+n+k-—1 x Vn + P —p T Z‘ I['n-l-/ +
#=1
(3) 1 2
+ p z+n-t+k—1 (U mHn+k)
k=l—n 1 'Uk 2
1) k 7 __"
- Z lc—l\px-{»n (U Sx+n+k _m]:n ‘P:c 11— ) P
k=1
=]—n 1 o Ibk 2

) +R[—n; (V)

1—w

+ Z a5 (TP,

dabei wurde zur Abkiirzung gesctzt

2

k=l—n n=Kk—1
(&) (2) x—1
= Z (Ic—1|po:+n + 2 o:+n) Z CHERI IS s o
k=1 ==1

k=l—n

k—1 2
+ Z kP .(i)}—n (’U :cHﬂ—Hc)
k=1
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k=l—n __ A

i 1w
(1) k
+ 2 Z k—~11 :c—i—n ( Siv—iwn-ivk‘——xv"l o Pw'lwv ) T

se=lo—1

PIC (A

n=1

1— "y
(2)
_.1|p:n+n (w an—*— Pa: j )

Weil nun aber ist

* h x2—1
+ = n—}-k +Z v II?2+/

so folgt

f=l—m

2 ),

k=1

1— T
(2)
k1| Poin (mvn+ P, 1ﬁv)

™ . 1—w
() k . - TV
k—-1|p x+n ( Sx+n+k‘ i Vn P:c 1— )

k=l—n|~

N @
=2 Z‘ Icp:r,-!-n (UIC ' IIz—H) o
k=1

r=k—1 n=k—1

(2 \ Y o1 x—1
_-(k—-l 93+n + k—1| px—{—n) 2‘ v wﬂn—{—z Z L [[;H—/

x=1 x=1

Es ergibt sich daher

k=l—n x=k

k_, le:c-l—n va_lwﬂn-}-z —

k=1 =1

k=l—n w=lc—1 2

N (3) n—1 T
_ Z‘ k——lp z4n Z Y n:IIn+

k=1 »=1



Wegen
#=0
o
} v 2z i)
- L
gl
18t aber
=[l—n [ e—=lo—1 2
\1 O N )=
 k=1Peyn| SV WMy |
=1 szl
fe=t—n—1 r=Kk
. &Y e .
== ,,p” v I
kz-4n x  nte |7
fe=1 ==1
daher findet man
lel—m w=k 2
N N 1
N Nyt g
L Kl :1 #n [ T Nt
k=1 »=1
foe=l—n =l 2

-\ @ [ N7, 1 _
L—lp"cql n A_‘U m”n—|—>: -

Iq.——l »=1
H:E—TZ 2
_ (3) NV g
= 1Py - L N
#x=1

Erinnert man sich nochmals der Bezichung

w=l -m 1—n

s A 2 U l-n V7

x=1
und beachtet dabei, dass ist

b=y

&

13
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g0 erhidlt man

l—n 2

; 1—vw - -
) (8) v iz
B l—n "~ i— 7rl)1+n (m I/n + P”c mlﬁ_‘_ﬁ,vﬁ) . (\ })

Somit gelingt es in der Tat, das Hattendorffsche
Risiko in das Bremickersche oder Wittsteinsche Risiko

R 1 fex 2
P m (x , .
(DsMrl) Ly b1 \’pm+n v S:v—*—-n—}—if Tz V n Poc 11— +
k=1

;=l—n I

2
Y
+ : k—1] 2U):c—i—n( V)1+P 11— )

—n\ 2
(3) %
_*_ 1—n P atn ( n + P —_u—w—)

-V

iiberzuleiten.

Wie beildufig bemerkt werde, legt uns diese Unter-
suchung den Gedanken nahe, das Risiko der m ersten
Versicherungsjahre einer Versicherung von /- jahriger
Dauer zu berechnen. Bezeichnet man dieses Risiko
durch M , so erhiilt man durch eine cinfache Uber-

(0, m)

legung die Formel

(M m))‘"’ -
k=m o B
S e n it
i (V1D)
iy 1 v*\? ] e 2

A 1
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Rothauge hat den umgekehrten Weg eingeschlagen
und gezeigt, dass sich das Bremickersche Risiko in
das Hattendorffsche Risiko iiberfithren ldsst. Seiner
Untersuchung schickt er iibrigens noch den Nachweis
voraus, dass der von uns als Gewinn- und Verlusthoff-
nung bezeichnete Ausdruck

k=l—n — o=
S | | 1o
0 N O 7 R |
xR;) R TV b Snrﬁ—%—f—k o (:i:T n .3 Pm 1 —» )l
k=1 - -
k=l—n k
% ‘o 11—
(2) :
o : I\‘vllpx—i—n (m Vn + Pa'. 11—y )
fe=1

. , 1 ‘Ui’.—ﬂ
(3)
T l—npa:+n (a: Vn + Pa, T )

11—

in der Tat Null betrigt. Um diex entsprechend dem
Rothaugeschen Entwicklungsgange darzutun, setze man

I3 n=K
1—v

ke »x—1 : .
@ Vn + Pm T s =0 mVﬂ—Hc + Z v w][n»+~;: ?
#=1

man findet sodann

R(O) —

x n

k=l—n sl

. (1) kg I 5 ’2“" Jirtf
T k-—-l{p z-+n v ‘Sm+n+k Vo, T/n—}—k - i m1171+;:
k:] =
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k=l—n w=lt

A (2) 1
o Z_‘ lc—rl'p:t—l—n T n+k + Z ‘I[ )

k=1
/J-—n

3*1
P :c-l—n a n-f—r

k=l—n wk—1
== e, |+
k=1 w=z]
o S
+ Z k-pi?—)i—n L v ooy

=1

Weil aber, wegen

»=()

v.__
Y 1I[+_0

=1
ist
fe=l—n n=k—1
(3) #=—1 —
: k— 1]a,+71 Z v ,mIln—}—n -
k=1 »=1
k=l—n—1 n=k
3 g
— ; ,,p“ \/ (Y / .
R T . x T n-fx
k=1 »=1

so ergibt sich die von uns schon auf einfachere Weise
bewiesene Gleichung

(0 ___
x‘Rn =0

Um sodann aus dem dem mittleren Risiko ent-
sprechenden Ausdrucke
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2
M) =
k:l;?i i ;c:k' 2
- (1) Ikt 2—1
T Ly k) 1 otn |V (Ser—n-{mk' T Vn—{—;’u) o Z 4 m‘[[n—{—
fe=1 x=1

k=l—n =k 2

\ (2) o =1 g
+ k—1| pa:+n x n{—k + Z +
](,’::

=)
w=l—n =

(3)
+Zvnpa:—|—n s v cc n-}—x

das Hattendorffsche Risiko abzuleiten, betrachtet Roth-
auge das kommende (n -+ k) Jahr. Will man seinem
Vorgange folgen, so setze man

= 2

=k
(1) k x—1
k-1|p:r—!—‘n ¢ (Sm+wz+k T Vn—{—k) T Z “ xﬂn-i—n +
x=k 2
(2) ( ke N\ e
+ /;—1ipm—i—n an—[—Tc + L‘ E mlin—l—x

=1
_ NE) (1) 2k - L 2
— k—lp:r—|—n pm+7z+k 1 v (6w+n+k ® Vn-—l—k ¥ xﬂn+lc) +
(2) 2 k( + 5 II )2
+ pm+n+% 1 v x n—}-i« x  ntk
Lk (1)
— 2 [pm—i—n—{—lc (S P g Vel T:cﬂn-i—h)

se=l—1

&) V. 4r 0 Z vl
]r+7z+k— (:c n+-k x n—{—k)] n--x

»=1
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w=k—1 2
(1) (2) =1
+ (px—f—ln+lc——1 + p:c—l—n—{—}c—l) Z v m[1n+;c) l[

#=1 /

o 3) 1) 2k - RN
= r—1Potn | aognir— Y T A R I

(2) 2k ; ; 2
+ P an-|-k—1 L (m Vanc + s m11n+ic)

x=k—1

(3) Ce—1 1
o 2]);»;4—71—}-1{—1 ( ¥ :B”?H-im) Z v mH"—FZ +

n=1

x=k—1 2

(3) s—1
+ (1 —_pm—f-n—l-k—-l) Z L :clln—i—z

m=|

Darauf noch das Korrekturglied

(3) U’C——l ( 7l
€T

])93—'—’#?—%'-1«" -1 ' J}Hn-l-]) — 0

R

hinzufiigend, findet man
(3) 2k, (1) J 7 s 2
k—1 pa:—Hz ¥ {px—}—?a+lc—1 (b::;—}—n—|—k T V nepk T Yy Hn—Hc) +

@) - . 2 | (9 . )
+pm+n+k—-1 (Ll n-t-k + 7 :x:‘[1n-~!-~lc) +—pa:+n+ fe—1 (" :CIIN—HC) J

;c:_.é?~~1

@) | k=1, o k—1 L
— O 2 ) Zv A |+

#=1

z;—%‘—l \5- xe=k—1 2
. #—1 (%) u—1

+~ j/-/-J v Q;H?g+x) —I_ ]C——-lpﬂ;'—'—'n Z G m””'—‘—z

\ =]

»=1
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n=k \ 2
= gt P (L—)}—n o™ o) Jcpg-)}-n Zvn—l o 71,-}-;4) +
r=1
n=h—1 2
ST N DI A B (V1)

x=1

Nunmehr erteile man dem Zeiger k alle Werte von
1 bis {—mn, so folgt

k=l—n
2__. N\ (3) 2k 9
(bz,ﬂ[n) AR S T D v xmn-f-k) __"
k=1
ke=l—n x#=l 2
N L ® N, x—1
o Lh‘pm—{-n Ldv w”vz+z
k=1 n=1
J’g:{:‘-—n n=k—1 2
(3) N7V, x—1 o
+ /_J k—lpa:Jrn h/;_‘v m1]7z+z —{—
k=1 =1
x:l—'ﬂ 2
(%) N e—1
+l—npm+u LJ v m[1r3+g * (IX)
=1

Es ist aber

]1.‘::! -—n n=Kk 2
1 (3) v 2—1 7l .

i ]C-p:l'—I—n g o nde | T
e ]

k=1 x=1

h=l—n—1 =k 2
- (3) H—1 o
— E B i E v mIIn o

]le H=1
su=l—mn ?

(8) \ | x—1
—+- -’.——ﬂpa:-f-n Z‘ v :T;H’n-.‘,_;g

n=1
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und
k=l—n =le—1 2
= : ,
AN (3) Z : #—1 o
L—J k—lp ot v a;ﬂn—l—z _*
k=1 =1
k=l—n—1 ¢ =k 2
__ (8) ozl
ﬁ* 2 kpm—l-ﬂ E :cﬂﬂ+z ’
k=1 »=1
daher bekommt man in Ubereinstimmung mit Hattendorff
k=l-—n
; )__2: @ 2k, 2
(n,zun) - 1P at-n v :nmn-{-l.:) )
k=1

Aus der vorstehenden Formel kann man dureh
cine einfache Uberlegung die Iormel

(:cﬂ/‘[ﬂ)2 = (vmmn—l—l)? + p ij-)l—n ?)2 (n;'[un—}—i)E

ableiten, die zuerst Spitz dargestellt hatte, indem er
die Differenz umgestaltete

(.an)L - (U :L-lm’n+1)“ )

in welcher (an)E das Risikoquadrat nach Bremicker
und Wittstein bedeutet.

Hier werde eine IHerleitung dieser Rekursions-
formel in der Voraussetzung gegeben, dass man einen
Zusammenhang zwischen dem jéhrlichen Risiko und
dem Risiko der ferneren Dauer zuniichst nicht kennt.

Zum  Ausgangspunkte der anzustellenden Unter-
suchungen diene daher wieder die Formel
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k=l—n o
¥ (8] Ik ; 1—9p
(QMR) - Z g -_lipa’—*_n ( S“’"Jf'n"l“k T T/n__Pﬂ? ]—__-;) +

k=1 ) _
Sl k.2
11—
+ Sj k—1 1])$+75 (x n _.I_ P:f: 1_w0)
k‘~

Durch gesondertes Anschreiben der auf das erste
der folgenden Jahre Bezug nehmenden Glieder er-
hélt man

(RJ‘M”)2 :'pi’l‘)*"n (U AS, I‘l’t f—l .’E P ) +Pi:)[ n ( ‘Vn—l_ P:r;)2

"Eﬁif;’i— 1
(3) (1) k—1 s
+pm+n Z‘ IC-——1|pm+’)l—}—1 ( Sm-{—n—}—k 1T @ Vn o

fe=1 :

k412
l—w
_p -_4A)
T 1—vw
k=l—n—1 B, 2

O % |2
+ :..Jr‘_lil ;"I‘”—l‘l (tc n_i_P T_—__’U—) —+

k=
.- 1 o2 '1{']
. (:;) V‘ /. - e | . e
+ Z—N~11)m+,£+1 (QJ Vn. -+‘ l):c 1-—:})—) ( )

Weil nun einerseits




und anderseits

vl oy ip pep LY
e Ty T =Vt Lt 0 85—

so folgt weiter

M) =

n

sy (1) f 2
p'c-{—n (U Ag.:+u+l ==V Vn—H T :cII'ﬂ+1) —+

@)
+p:c+n (Uw n4-1 + n}])
[ fe=l—n—1

(3) (1 k-1
+p x+n Z fo— 11pm—}}—n+1 (U i Sw-*‘"—i—fﬂ 17 Vs Vn+1 —
k=1
1‘_-_?)’% 2
T ['i-n—l—l L PJ 1—’{) )

fe=l—n—1 k
1—vw

2
+ Zh-—1|pm+w+1( x n—|—1+ Hn—l—l +UPm 1——?) )

=1

1 tf—»n—l 2
(3)
+F~n~—l2)c+72—[—1 ( @ n{—l+mﬂn }—1+UP 11— ) '

Fernerhin findet man durch zweckentsprechendes
Auflosen der Quadrate’

k=l—n—1 1 ’Uk 3
(1 k41 i s
Z Jo— 1?1] +n-1 KU Sa;—}— nth41 Vo V’n—H =¥ P‘-E 1,___1)_)

k=1

S (karl 8

atntl41 .Y,

a w41

—

1—)® )
= Pm 1 — @ n-i—l + (a‘ n-{-l)

o
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k=sl—n—1

2
+ Z k—1]Patnt1

1__@76 2
( mVn+1+/UPw 1 )+

eermilf)

I
—l— 2 (’U @ V;z+1 + va T_“?) @ n+1 + ( Hn—{—l

1 vl—n——l 2
+Z—n-——1p0 -Fn--1 l-(va, n41 + ¥ P 1—w ) +

—

1 — vl——n——l :
+ 2 (y @ Vn—H + u Pas i ~1 " ) rcIIn+1 + (.L [1'n+1)

Es ist aber

—-J fL —1 k 2
ke [
( Ma }-1) — Llc Upv—{—n—{—l( gx—l—n—}—k‘—{—l—mVn—]—f“Pa;ml____v?;)‘*—

k=1

k=l—n—1

k2
E (2)
+ k-l\rpa:—{--nﬂ—] (m n-41 +P 1 — )
k=1

l—n—1 \ 2
v
+l—-n 1pa:+n—}1 (; n+1 + P 1 ---"?}__)7

k=l—n-—1 I

; 1—w
(1) k R
2 :k 11Patnt1 (v Sx+ﬂ+k+l—wV)E+I_P“’ lw-v)
fe=1

k=l—n—1

o
@)
Zk-—lipm—|-n|1 (a, n1 un P — )_

k=1

1
(3) 7 ol .
t—n—1Pangs (wvrz—{—l—{"PxH 1 —v )—"(L
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f=l—mn—1

(n (3) _
Z (kwllpm+n+1 + ku«ll - |—n~§~1) +l n—lpa+n—}~1 =1 ’

und daher bekommt man

MY =pl, (08

x+n

(2) (3) 2
7—|—n (U Vrr+1+ [[n+1) +-pa:+11 (;cljn—l—]) +

- . 2
etnd1 Ve Vn—{—j, o wlln—H) =

+ o, M, ) (XII)
Weil aber ist

(1) v r 2
pw—{--n (? ASH—n—H v X I/-n——H T mﬂn+1) +

- Pii)Ln OIS S/ o S O B S IR
so findet man auch auf diesem Wege dic Formel
MY = m, ) 8, 0 (M, )
Indem man vermige dieser Formel die Summe
von Gleichungen bildet
ke=l—n

ﬁ . )
("!) 2k 2 l
3 [k Ip:r—i—n ( ‘ﬂ[n{—lx ) r—{—n b (u:‘m’rw}-k‘) .

6)) 2k 2
+ kpm+n v (mluﬂ+k) ] ?

findet man wiederum die IHattendorffsche Formel

fe=l—mn

y ) 2
( M) == Z I\Al-pi,z—n ’ ('J;]n”n--}-k)z :

k=
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D. Herleitung beider Risikoformen aus den
genauen Hoffnungswerten.
Bei fortlaufender Beriicksichtigung der alljihrlichen
Veridnderungen, weleher die Reserven unterliegen, kann

man die Gewinnhoffnung des Versicherten in bezug
auf die ganze Versicherungsdaucr erkliren durch

Te= -
(1) (1)
D *2 le—1 Pagn ¥ (6.L4,1+A e e TSR ()

Die Verlusthoffnung des Versicherten fiir die ganze
Dauer muss dann heissen

fe=l—n

'So) L I 131) ,+n k (CL Vn+k + 3 :v][nr}-k) +

]\.

k=l—n

i _
+ ZJ k.‘p(éi—n ?/ (? ® o n- |—A) - (]'I)

Diese Hoffnungswerte haben den Vorteil, sich der
Verwaltung der Versicherungen genau anzupassen.
Um ihre Ubereinstimmung zu zeigen, schreibe man

(I) in der Form

k=l—n

1) 1) ko -
m@fz e Z k—1| pw—]—n B (bw%-ve—}—k T Vn—{-k) -
F=1
k=l—n

= D € ) ©

k=1
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und setze in (1)

7(3) (1)
;xpﬂ +n l«_ll x+4-n k——ll«pa} 4n —1|pm+n :

Die Verlusthoffnung lisst sich sodann umformen in

k=l—n k=l—n
~(2) ke (3) k..
D Z i Peta? o n+f=+Z i Popn® WAl
k=1 =1
k=l—n
(1) h
Y e PR O ). (119)
fe=1

Bildet man nun die Gleichung
D=0 (1)

so kann man diese auf die Form bringen

k=l—n

(1) v
S Z — 1| Py ¥ (‘S otnth Vn+ic)”*

(V)
h=l—n h=l—n
2k _ SIS
T Z '-—-~~1|pa:—}—n at - +A Z kul\p/c{—n (’ a:II-)z-i-k) !
Te=1

Hiermit ist aber die Gleichheit der Hoffnungs-
werte dargetan; denn es ergibt sich auf beiden Seiten
der Versicherungswert von Wright. (Siehe Bohlmann,
Lebensversicherungsmathematik, 10. Sonstige Pramicn.)
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Wenn man, wie noch beildnfig bemerkt Welden
moge, jede der Beham ungswahrscheinlichkeiten , | px i
mit der entsprechenden Summe von Wahrscheinlichkeiten

se=l—n—I2

(1) (2) W)
Z (2 m+n+k~1+x1pm+n+kf1) +1net1 Pognge =1

#=0

multipliziert, so kann man den Wrightschen Ver-
sicherungswert auch in der bemerkenswerten Form
darstellen

k=l—n sk
— (1) @ «\ o
= Z Ge11Patn Tit1Potn) 2V alhnge T
k=1
r:zl;n
], )
+ 5‘” m+n Z b "cH'n—}—/ . (V)
n=1

Da man fiir die Gewitm- und Verlustgleichung

0y (1 (2 _ . 7
:DRPZ = 0, - m'sbw TTavn =0 (VI)

’ICV'n

auch schreiben kann

fe=l—mn

0 __ O .
an _ Z k—1| pm—}—w (S;z:«|—n—|—k T Vn+k —¥ CCI]’Il+k) +

k=1

k=l—n

®
+ Z k—1|Poya¥ \ Vn+i¢' —7r AL )+

k=l—n

) k .
+Z .kiph5 v ‘"_’ a)ﬂﬂ-}-k) =0
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so erhidlt man durch Quadrieren der Gewinn- und
Verlustbetrage die Hattendorffsche Form des Risikos.

Wendet man denselben Kunstgriff, der zur Her-
leitung der Formel (V) diente, auf die Formel (II¥)
an, so ldsst sich diese umgestalten in

k=t
B == > B Yt ) +
=1
ket —n el 1
e Z, (- 1[2);;14)-7? + p:(r)—)l—n) 2.4 o I o
=1
A:z_. n
& ol I Hz Z”H‘ ' oAl (L")
w1 .

Durch Einfiihrung der Ausdriicke (I) und (1I")
in die Gleichung (VI) geht die letzterc nach zweck-
dienlicher Zusammenfassung iiber in

k=l—n =k
0) o 1) k 1 1
Z k—1] P atn v Ss:-i—n—i—k_ Vo y nt-k '——Z‘ v a:IIn—‘,—x
x=1
fe=l—n =k
A (2) 3 k ’ \—1 w1 T\
+ ‘/\__J k— 1ipa+;z == a I -k A-/—J v :1;['1-31—}—;-: ..+.
=1 »=1
7 . ) w=l—n :
) NV, e - _—
o= D, =0, (v
=1

Macht man. nun abermals von der schon mehr-
fach angewendeten Beziehung
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=k k
E Y, i 1—v
v ® Vn—}—k + Z‘ v chIn—{—z — x V?z + Px 1 —p
=1

Gebrauch, so nimmt die Gewinn- und Verlusthoffnung
wieder die bekannte Form an, von der Bremicker und
Wittstein ausgegangen sind.

E. Die Differenzengleichung des Risikoquadrats.

Die der vorliegenden Arbeit zugrunde gelegte
diskrete Berechnungsweise der Primien eignet sich
nicht sonderlich, auch auf die Darstellung der Diffe-
rentialgleichung des Risikoquadrats einzugehen, die
hier nur innerhalb der Zeitriume zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Altern Giiltigkeit haben wiirde. Wohl
aber mag eine kurze Besprechung der Differenzen-
gleichung des Risikoquadrats an dieser Stelle Platz
finden.

Aus der frither aufgestellten Beziehung

2 2 (3 2 2
(sc‘zun) :(U’.L’ ?n?z-}—l) +]) a:—l—n?j (a:‘zu;c—|—1) (J)
kann man durch Umformung die lineare Differenzen-
gleichung
2 N2
2 T-‘ 2 (monn_i_l) .
(wl]/[n+1) TG (M) ==—~ ® (1D)
z4n ztn

herleiten, die als die Differenzengleichung des Risikos
anzusehen ist.

Wird nun einerseits die Entstehung der Gleichung
(II) aus der Gleichung (I) und andererseits auch die
14
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rekursive Eigenschaft der Gtleichung (1) als unbekannt
vorausgesetzt, so stellt die Gleichung (II) die Aufgabe,
eine Auflosung in Bezug auf (0;114[”)2 nach den Regeln
der Differenzenrechnung anzustreben.

Setzt man
2 2 o2
(CC-ZM-??) = Yn Zﬂ
und

Ak =2 A7

7

so folgt aus

2 2 7 72 2 (w]n'n—[—lf
Yn—l—l Z, 1 (3) Y;a A?t — (3)
pa:—Hz px—}—n
durch Umformung
7 o (,m )
2 72 2 n-H1
n 1(Z AZ) 3) Indn*_ (3)
+
p.v—}—n -p:u-{«n
e (I11)
2 7’ o) ) 2 2 (manrl)Q
(Ym—f-l LB 1 n )Zn + Yn—{—l 4 Zn — ®
px—l—n p:c—t—n

Angenommen nur, Y7 ist eine partikulirve Losung
der vorstehenden Differenzengleichung, so muss Y
die homogene linearc Differenzengleichung
ey "y
n-41 (3) no
pm—{—n

befriedigen. Die Auflosung dieser Gleichung ergibt aber
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2.k 2041
i K1) P +1)

b 72 > 2
Yn-«}—k—}-l =k ¥ no 3) 1 n '

(3) 7C+1 1)’L+’n
-pw-l—'n—}—;-c

#=0

Es bleibt jetzt noch die Gleichung

( m_, )

2 @ n4-1

Y, A42Z- NAZ
pm—}—ﬁ

T 2 .
iibrig, aus der Z  bestimmt werden kann.

Da man fir Zj findet

k=l—mn—1 ) 2
2 2t Ln-l—k—{—l)
Z ==
n 17 2

k=0 1 m—{—n-{—k n4-k-4-1

so erhdlt man

le=l—n—1 2
5 (m
UF =22 TI= T} ) — ikt

2)(3) ’
k=0 z4nt+k — ntk-H1

In dieses Ergebnis braucht man aber nur noch
den oben gefundenen Wert von Yn+k+1 einzufiihren,
um zu erhalten

le=l—n—1

QALY = >, o

k=0

2
ﬂ+k+1) '
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Zweites Kapitel.

Das Risiko s gleichartiger Vertrage.
A. Durchschnittliches Risiko.

Angenommen, es gibe eine hinreichend grosse Zahl
von Versicherten, welche séimtlich, im gleichen Alter
stehend, zu dem nidmlichen Zeitpunkte vor » Jahren
Vertrige gegen Jahresprimien abgeschlossen haben,
damit ihnen beim etwaigen Eintritte der mit den Waht-
scheinlichkeiten ()‘pg) 5 Hp;;) 5G] pg), ... zu erwartenden,
einander ausschliessenden Ereignisse G, €, G,, ...

die Summen S -y Sﬂf+‘2 , SH_O , - . . ausgezahlt werden.

In der Voraussetzung, dass die Reserve des ein-
zelnen Versicherten wiederum V. betrigt, und dass ein
Bestand von s Versicherten vorhanden sei, belduft
sich die Gewinn- und Verlustgleichung der kiinftigen
Dauer, die gemiss unserer fritheren Bezeichnungsweise
durch (s R (’)) auszudriicken wire, kiinftig aber mit
(s ,G,) bezeichnet werden soll, auf

k=l-n

k
Z k— 1p¢+rz( Sa:-}—n+k*a:vn_—Pm 11— )—‘_

k=1
k=l—n lc
“Z i l‘pzﬂ—n ( Vn+'P 1_?) )——
k=1
) 1 - U?—-—'n
— S wPotn Loy =0 )

Bezeichnet man nun die rechnungsmaéssigen Ereig-

(1) ) (1 (2)
niszahlen s, 1\ Parns Sy Poy, durch gmg” ., omy”
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die rechnungsmissige Zahl der das x—-{' Altersjahr
Erlebenden sl__npg_n mit L)n, so kann man die vor-
stechende Gleichung auch in der Form schreiben

fe=l—mn K

o 1 - v
2 Wk By} —
oMe—1 (7’ Sw—l—n—l—k"—an Pm 1—w )

k=1

fe=l—n I

S, (12 -

Ie=1

Y

l—n
) —_—
——”ml_, ( —{—PU - ):O.

Zur Abkiirzung fiir die Wahrscheinlichkeiten
1 (@) (3)
I‘—-l’pm—}—w Y k— 1|p,,_{ =7 pm—l—ﬂ

ten Zeichen pml ,]0,L ., und p(m wieder in Anwen-
dung bringend, findet man fiir dle Wahrscheinlichkeit
der vorstehenden Gleichung den Ausdruck

und die frither verwende-

s!
P(U) ke=l—n
(1 (2) (3)
T( AN | [ TAT
k=1
—l—n (1) k=l—n (3)

om ( 0" om —n g
||( ML | (€7 - Yp®)T, D

=1

welcher bekanntlich das grosste Glied der Polynomial-
entwicklung
k=l—m k=l—n g
D+ T 4, (I1T)
k=1 =1

darstellt.
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Wie aber die Erfahrungen lehren, pflegen nicht
die Zahlen Omgcl_)_l, Omﬁf)_l und | ‘) ., sondern irgend-
welche anderen Werte mﬁﬁ L mf) , und m-i_'n in Er-

scheinung zu treten, denen die Wahrscheinlichkeit

s!
k=l—n k=l—n

1) (2) f ‘) ]
ﬂ(m ) -”— If‘—-l Z—n
k=l—mn =l—n (3)

m 7n m
ﬂp“) - rp(” SN

b ==

zukommt.

Diese Wahrscheinlichkeit entspricht daher der Un-
gleichung

k=l—n k

) % 1~
Z‘ ’m'iu—l (U Sx-i—n—}—kuﬁmvn —Px [ T

k=1

l—n

o ® 1Y o
mzn(a,V'Jf‘Pm Fp— )>O.

Setzt man in derselben

k 1—v" _ xm
und
1 'Uk (V)
Vﬂ + P:n e Eic ?
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so betrigt der Erwartungswert ihrer absoluten Betriige

; k=l—mn k‘r__l_—j-'n

v 1 2V 2 v 3) W V)

NP D m B > @ B —m? B . V)
; k=1 =1 i
Durchliuft P alle Werte der Polynomialentwick-

lung, so kann man, wie sich spiter zeigen wird, leicht
nachweisen, dass stets ist

k=l—-n Je= _Z n (‘)
> m“) V o Z?ﬂ (2) E(V) g")nE(V) =0,
k=1
und daher darf man den Ausdruck
& a:R n— (VI)
1 le=l—n k=l n |
_ O (1) (V) (2) vy (3) (V)
—?—JP}Zm/c—lck —ka—lEk —m_ B,
} k=1 k=1 E

als das durchschnittliche Risiko der kiinftigen Dauer
hinstellen.

Setzt man nun wiederum fiir C( ¥ E(V\ und Egvi
die Werte, so erhdlt man Aunachqt

1 Jk:l_n 1 k
G . A | (1) J —v
meu*?—'P! ey (b Sm—i—-n-i—k—:nv-n__— P:z: 1—w ) —
k=l—mn k
(2) V P 1 Ly,
T ?nk—l x n + z 1 v —_
k=1
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Da aber stets ist

k=l-n k=l—n

1) (2) 2,3
Z W Z My, +my_, =S,
k=1

Jo==1

so findet man weiterhin

) k=l—n 1 k
j 1 W ,x v
R,=g 2P| Y (FS Py )
| k=1
(VILI)
k=l—mn ‘ k l—n |
N, @ l—v (3) =0 _ -
2 Pog =y — S By 5V

4
1 1

Dieses Ergebnis Idsst aber noch eine besondere

Deutung zu.

Uberlegt man némlich, dass man die gegenwiirtige
nt® Reserve des vorhandenen Bestandes der s Ver-
sicherten in der Form schreiben kann

k=l—m

k
_\" W [k l—w
Sa:Vn—’L Sk‘—1|pm—|—n (?) Sm—t-n—}-k___Pm 1—a )_
K k=1 (IX)
k=l = It I—n
(2) (3)
_Zsk—llpm—i—npm 1 —ih __Sl—npa:—]—n‘Po: 1 —u

k=1

so ist die Folgerung zulissig, dass der Ausdruck

Ie=l—n

k
k 11—
? ms ("’ S:c+n+k e —_) —

P k—1 z 11—
k=1
el k l—n
o (2) 1—vw (3) 11—
Z gnk:—l P:n 1 — — ml——n P:c 1 —p

fe=1
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irgendeine andere Reserve vorstellt, im Falle statt der

rechnungsmissigen Ereigniszahlen die durch die Zeichen

(1) 2 (3)
Wy 5 Woig oy 0 MYy

wiirden.

angedeuteten in Erscheinung freten
—mn

Bezeichnet man die diesen Ereigniszahlen ent-
sprechende Reserve mit (smVn)(") und die Wahrschein-

lichkeit der letzteren mit P , so kann man fiir (VIII)
auch schreiben

@)
Sl =g B P 6, V) —6,7) - (0

Hieraus folgt aber der bedeutsame Satz, dass das
durchschnittliche fernere Risiko gleich ist der durch-
schnittlichen Abweichung der rechnungsmissigen Re-
serve. Hinsichtlich des mittleren Risikos hatte bereits
Bohlmann (Lebensversicherungsmathematik; 23. Die
Stabilitdt) diese Tatsache erkannt und somit eine ein-
wandfreiere Darstellung des mittleren ferneren Risikos
aufgefunden,

Da es zweifellos recht miihselig ist, die Betrige

fe=l—n fe=l—mn

Ym(l) o me) B m® g
—n T l—n

k=1

in positive und negative zu scheiden, so ist die Dar-
stellung des durchschnittlichen ferneren Risikos einer
grosseren Zahl Versicherten in einer leicht berechen-
baren Form als eine recht schwierige Aufgabe anzu-
sehen, deren Loésung man bisher nur mit Hiilfe des
mittleren ferneren Risikos anndhernd zu erreichen ver-
mochte.
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Beildufig werde noch erwihnt, dass sich die in
der Formel (X) auftretenden Differenzen

A0, V) =,V) — (6,7

durch eine besondere Formel darstellen lassen, auf
die man durch die Wolffschen Untersuchungen (Uber
die Abhéngigkeit der Primien und Préamienreserven
von Zinsfuss und Sterbetafel, Band XI der Zeitschrift
fir die gesamte Versicherungswissenschaft, 1911) ge-
fithrt wird.

Offenbar besteht fiir den vorgelegten Versicherungs-
bestand die Beziehung

™, Q ® ® ¢
M1 ¥ St T o™ UV oMy (o Vg 2 =0,
wenn
aQ __ . (3) (1)
oMy =8 k——i[p xtn SpP x+n pcc—l—n-{—k——l
) . () I ) (3)
oM = 8 1Py =S e Poyn Poynie
und

3) . o (1) L (3)
P wtntk—1" 1 — P afnd—1 p;c-[—n—}—k—l

gesetzt wird. s ergibt sich alsdann die Identitiit

(1) -~ N ) o
p w-nt-k—1 4 (6w+n+k T Vn—i—k) —p xn-k—1 L @ Vn-l—k T

— mVn—{—k——l + ‘P”c — 8 o Vn+k *

Treten nun aber an die Stelle der erwartungs-
mégsigen Zahlen

(1) (2) (3)
oMr19 oMr—10 oMy
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die abweichenden Ereigniszahlen

1) 2 (3)
W1 Wy Wy
so folgt, wenn
(W )
wzk— k 1 H x4-nt-k—1 + “le—1
2 (5 (2)
My =My Pyt T By
@ __ ) (3) _|_ 8(u)

"y :;mk 1 Potnti—t

(1) _|_ F(Z) + 8(3) .

/Lﬁl

gesetzt wird,
(3) (5) 7 _
U8 wtntk +my v, Vrz 1 s rn-{—kmi +P,)=

@ ﬂ+7) — 8()) U -[( nt-k " (X‘[)

— (1)
ik g @ (Sx-i—n—[—k
Vermoge dieser Gleichung bilde man die Summe

k:l—'ﬁ

k=l—n

NV k 3,k

Lm’k 1Y 9.v+1z+k+ my v G,I/n+l. o
k=1

k=t

— Z m(?)_l v (9,- an—{—k~—1 == :r:) —

o (1) k
A CRTRTE i Y R

k=l—n
—Z @ Vo (XII)
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Nun ist aber

fe=l—n
N @ e _
2 VoV

k=1

3\ m S

) k—1 atntk atn

und

/ c—1

k=1 @

§ (3) k—1 o r
Wy ® S50 B g

. . 3 . - '
wobei die Zeichen 2 und a
darstellen, die man in Ansatz bringen miisste, wenn
man den Verlauf der Ereignisse im voraus kennen
wiirde. Da aber unter diesen Voraussetzungen

sy, —Poay,) =67

, die Pridmienwerte

die wahre, jedoch unbekannte Primienreserve darstellt,
so findet man auch

k=l—n Ie=l—n (XIII)
y 7N § (1) k . \ (2 k
A(s @ Vn) — B ¥ (Sw—{—ﬂ-l—i\: o Vn—|~k) AP ST B

k=1 k=1

Die Abweichung der Reserve veranschaulicht also
das Ergebnis der Barwerte der Gewinne und Verluste,
die durch den unregelmissigen Verlauf der versicherten
Ereignisse entstehen.
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B. Mittleres Risiko.

Das ferncre mittlere Risiko s gleicher Vertrige
wird dhnlich berechnet wie die mittlere Abweichung
von dem wahrscheinlichsten Werte einer Ereigniszahl
(vgl. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, § 96) oder
wie die mittlere Abweichung aller nur moglichen Einzel-
werte von ihrem arithmetischen Mittel (vgl. G. F. Lipps
,Die psychischen Massmethoden®, Abschnitt 15: Die
Mittelwerte der Beobachtungsreihen).

Bildet man die Quadrate der Betriige

k=l—mn k=l—n
(1) (V) (2) (V) S5 V)
Z my,_, Gy " — Z my,_ B —m_ B,
k=1 k=1

multipliziert sic darauf mit den ihnen zukommenden
Wahrscheinlichkeiten P, und ldsst nun die Produkte

fe=l—n fe=l—n 2
NV, A oY (@ (V) 3 2 (V)
P L Wl’ff—l CT.‘ _ m]c—l Ek _ m’l—n ‘El—n
=1 =1

alle nur moglichen Werte durchlaufen, so stellt, wenn
dieser Summationsprozess durch Y angedeutet wird,

; 2 % (1) (¥
(s M)Y=3P Z my, O —
k=1
k=l—n 2
1
(2) (V) (8) (V)
— Z‘ my_ B — _mz—n E_, (1)

k=1

das Quadrat des ferneren mittleren Risikos dar.



Um demselben eine leicht berechenbare Form zu
geben, fithre man die Potenzierung mit 2 aus, wodurch
man erhélt

- 2 Ie=l—n 2

(s M)»'::E Z el O(V) il Z”’”S;E,gm +

k=1 (=]

k=l—n K=l—it
+(m® ET) g Zm(n o5 Z @ B —
k=1 f=1
fe=l—n
\ (V) 3 )
—2 Zm Cs (ml_ El—n)+
k=1
kdn 1
(2) (3) (V) :
-2 ka—1E (m YO ] (1I)
fe=1

Vermoge der in den soeben angefithrten Werken und
wohl auch in anderen Schriften crliuterten Kunstgriffe

B Pm =spt
S PO =61 () + o9,

0 (@) 0 . (a) ®)
P Wy y * My =8 (s 1)2’k1—1 Py

. (@) (@ . (@) (a)
¥ ,Pmi,rl_1 my =s(s—1) p, =1 Prg—1>

Ky

zu deren Auffindung bereits Laplace beigetragen hatte,
findet man nun
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F=l—n ke=l—n -
=| Dspl () sp®, (B s (BT |+
k=1 k=1
- (I1)
Te=l—n k=l—n
+5(s1) Zp‘” o — Zp,f) B =P, B

k=

= Y s6—1 (L) s ] () +

(s M 71)2 s

l

k=1

k

1l
.,r

T

+ [8 (S— 1) (p(Q} ) +Sp(2) ] (E;iV))z—i—'

k=1

—}—[e(s—l)(]Jm )’ +sz#n]

kyZky=l—n

I

(B )

l,—n

_+_

F2o6on S0, 000+

7“157‘?2 1
Iy Arlﬁn
(2) (2) V)
t2s(1) Y ol 2 B
,IC1<IU)—-1
C==l—12 k=l—n

E

(s — 1)Zpu) O(V)Zp(z) E

k=1

ke=l—n

2t D a8, 672, B 4

=l—n

+2s(e~1)§ p?, o, B EY).

k=1



.

Nun ist aber in Ubereinstimmung mit der Gleichung

k=l—n k=l—n

\NY @ A~ N @ () @ V) __
Z‘omkh1 Olc __ oM 1Elc — oMy Elun 0
=1 ‘ k=1
auch
hk=l—n fe=l—n
~ ’
(1) (V) (V) (3) )
ZP,C_ C pruulE — o, B, =0,
k=1

daher ergibt sich

=l—n

(s M ) =¥ Z‘p(l) O(m) -+

-—

k=l-—-n

- Zp”’ B 402, (EDY| (V)

Setzt man fiir die Zeichen P/: - PS:.)_N Pz_nv

e E](iV), E;_P; die Werte, so erhilt man die Formel

—-E:T—:n ky2
ﬁ i ]._ U
=1/ Y (#
$ ccﬂjn - . k— 1|p€c+’ﬂ (T) S‘”“’“”‘{‘k 4‘1'17”*131' 1—w )+

k=1

k=l—n /.'

+ 2t (T BT )
A=1

& 1 Ul——n 2 Y)
+l—~np:n+% rVrz+Pa: 1 e ? (
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welche der Formel (VII) des Abschnittes B des ersten
Kapitels entspricht.

Aus den Uberlegungen des vorigen Abschnittes
folgt, dass die Formel (V) auch die mittlere Ab-
weichung von der rechnungsméssigen Reserve darstellt.
Da aber diesc Eigenschaft der mittleren Reserve-
abweichung von grisster Bedeutung ist, indem sie uns
ein Mittel an die Hand gibt, den Fehler zu umgehen,
welcher bei der Anrechnung der gar nicht mehr in
voller ITohe vorhandenen Deckungsmittel mVn'rk—l—

K
-+ P, : (T %1) auf die auszuzahlende Summe S ik

Scheinbm begangen wird, so folge noch die unmittelbare
Bercchnung der mittleren Abweichung der Reserve.

Da die letztere durch den Ausdruck dargestellt
wird

(s M ) = B, ((S wT'rn)(i) = (8 Vﬂ))g-“:' (VI)

Ie=l—n k=l—n 2

_ \1 (2) - 6] eV
Z mi—-—lo Z my_ By—m” B —s V|,

in welchem gesetzt wurde

k
koo 1—w
L g.f;t'—i—n—l--}k, P“c e = Olc
und
1— "
11—y =B

so handelt es sich um eine der vorangehenden Ent-
wicklung ganz #dhnliche. Durch Auflésen der Quadrate
erhdlt man zunidchst '

15
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2 __
(S a:Mrz) _
ke=l,—n e 2
B (1) (2) ~y 11,(3)
—1 k=1
fe=l—n k=l—n
(1) (2 (3)
— 2 Z-‘ my, , C, M—Z_‘ m, By —m” B, (s, V) +
=1 k=1
7 N2
+6.7)

Nun findet man aber durch Beriicksichtigung der
Gleichung

fe=l—n k=l—n

ZPEI)_ (’ ZP(Q) ) _~P§3)7LE n:ﬂ:V?!
k=1

k=1
erstens

k=l—n k=l—n 4
5P Zm() 49 -—me B—m E
k=1

T=l—n k=l—n
(1) 2 2 2 () g2
k=1

k=l—n k=l—n =
1) Zp‘” C,— ) o B—p, B,
K k=1 .
Te=l—n k=l—n N

s Zp(n O2+zp(2) Ez-l—,p, B 1 4s(s-1)(, V)



T
und zweitens

o (1) (2) (3)
2R E Zmi 1Ck—ka Eo—m” B (s V)

k=1 k=1

k=l—n Bt
(Zp C—Yp() B, p§3)n m)(emVﬂ)

k=1
= @ (S " Vn)2 .
Drittens folgt

PG, V)Y=(¢,T).

Daher gelangt man zu dem Ergebnisse

k=l—n '=l—n
(5 M) =5 D p 03+Zz)(2) B4,
k=1

Fs(s—1) (V) —2@, V)46,V
oder

(M) = (VII)

" k=l—n fe=l—n =

—

Hiernach liegt aber die wahre Gesamtreserve inner-
halb der Grenzen
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(e V) =3,V & (VIID)
k**lmn k=l—n

Zpl) 02+Zp(2) E +p“) FE 72*(:1:Vn)2 "

—

Weiterhin hat man umgekehrt zu zeigen, dass die
mittlere Abweichung der Reserve gleich dem mittleren
Risiko ist. Zu diesem Zwecke braucht man aber nur die
Umformung vorzunehmen

.Jﬁ n k=l—n

(s, M) =s ZP i L B B —
k=1

— 2V + GV

k#l—ta E=l—n
{ Zp C? +Zz¢(” B +p? E

lr-

(1) (2) (3) r
—2 pk~1 Ok T Z pls—l Ek _le—n El—n x [n

k=l—n =l—n
(Zp +Zp A+ )m )

T=l—n

=3 Zp“) (C;—20,,V,+ 7))+

k=l—n

+Zp ) (B 2B, V,+ (V)
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+p(£n [El2—’)2 l —nx n+(m n)]

k=l—n k=l—n
=s| D o, (€, V) +Zp (E 4+ V) +
k=1
+_’P gi)-n (El—n + an)2 * (IX)

(1)
k—17

P(g?}_ﬂa Oy By, E,  die dem Vertrage ecigentiimlichen

Fiihrt man abermals fiir die Zeichen p 1)(2)

Grossen ein, so erhdlt man wiederum die Formel (V).

C. Die Herleitung der Wahrscheinlichkeit eines
Yerlustes oder Gewinnes auf kombinatorischer
Grundlage.

1. Das Risitko auf Grund der Wahrscheinlichlkeiten
a priori.

Eine Abweichung von der Gewinn- und Verlust-
gleichung

(s,6,)=0

findet man, indem man in der Gleichung

1
(5,6, =
k=l—n k=l—n
. (1) (V) v __ (3) (v
= Z m, , C, Z m 0y o ﬂ)/ 0 (1)
=1

setzt

., (1) (1) (1) (2) (2 (2)

M, == +u My =8P, 1+uk_1,

(3) (3) (3)
m; =8P, n-{—u (2)
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und darauf die Gleichung

h=l—n k=l—n

=o 22 G e Al B e, B =0 @)

abzieht, es ergibt sich sodann

Kl — (S :cG'n)’ T (S an) -
A=l—n k=l—n

_.Zu(l) O‘V) Zu(z) E(V)~Azz§3)nE‘”. )

k=1

Anderseits gelangt man zu einer Beziehung der
Abweichung von der rechnungsméssigen Reserve, indem
man von der abweichenden Reserve

k=l—n k=l—n

(lefn)' _ Z 'm(l) C o Z m(?) ];7 _, 7@3) ﬂEA—u (4)
k=1 k=1

die rechnungsmissige Reserve

k=l—n k=l—n

(Scc Vn) =5 Z p(l) Z p(z) _ Spgi)-ﬂ El—n (5)

unter Beachtung der Gleichungen (2) abzieht. Man er-
hélt auf diese Weise

KE — (SmV'n)’ M(Sw-Vn):

k=l—n k=l—n

= Z (0 Z uf_)_l E, — %gs) LB - (IL)

k=1



295 —

Beachtet man weiterhin, dass die Beziehungen
stattfinden

cN=c,— V,E"=E+ V,,E")=E +,V;

@ n’

und dass wegen

k=l—n k=l—n
Z m(” —|— Z m(z) —[— m§3_)n — g

und (6)

={—n k=l—n

_"1
. Lp“) - sZp@ tap?, =

stets sein muss

k=l--n k=l—n

(1 (8)
Dl 4 =0, ()
k=1 k=1

so findet man, dass immer die Gleichung besteht
K=K =K. (1V)

Um nun die Wahrscheinlichkeit der Abweichung
K zu finden, gehe man von der Wahrscheinlichkeit aus

il
P= k=l—n k=l—n
TTon, 0 om0 (o2,
k=1 =1
h=l—n k=l—n (3)
) m (2 m 3) m_
-n-pﬁ ”pk~)—1 L g——n - (V)

k=1

und setze in derselben

(a) (a)

=8Py e T
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so ergibt sich

o W 2 (@ 3)
P(uo,u(l,...,ng,u ...,u( )—

k=l—n ( ) )(39551)_1’*‘“%)«1) bl oo (2922) (SI})/(’:Z) _H’/r*l)
1

(sp‘” Aa ) Gep® o )

'—L

( )(8p lfl n—{_u {E}lfn)
l—n

(o™, )"

Wie beim cinfachen Bernoullischen Theoreme
verfahrend, wende man zuniichst die vereinfachte
Stirlingsche Formel

x!=12rxx" ¢ "
an und beachte, dass stets ist
= A‘l‘_(sp“) gl );f (pf2 ) ) ~(op2 i,
Man bekommt sodann
s (ug), u(f) HER & § uf)g), 2552) a8 1% gin) ==
e <sp,t_l)(sp‘-”—1+ug)_l)

— 25

(1) (1)
w1 )2 (spl 4ol D (spil, +l ) ERR L)

Re=l—n ( @) )(*P” +“(2_)_1)
Yy

k=1 V2”(317§'¢ +aul ) (sp 4l )

(Spm) —}~zo(2 )

k—1

(5 R0

l—n

(3) (3)
V2 Ga, +u® ) (sp®, sl Y

—n
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Weiterhin entwickle man die leicht darstellbare

Reihe
sy, 1w
@ @ =1 9 @ |t

$P, U $P,_

sl Vo180 )
+2 4 (@) 2. 4.6 (a)

spkﬁl Sp k—1

Nimmt man darauf an, dass die Abweichungen

ugfﬂl von der Ordnung /s sind, so kann man in der
Voraussetzung, dass s cine sehr grosse Zahl ist, setzen

' / s p'¥ 1
i( = 1 T =1, und mithin = =
S Py T Uy VSPk T
1
_W)_.n T
Vsplr—l
Hs ergibt sich somit

® IOl ®)
P(uo,u rg Wy B gorany My o) S

1
2(l—n)
(VEms) YD .. P s,

}":‘ITn( + 6(1) ) (Sp(l) ._1-11(1) )
1
(1
k=1 o
h=l—n “2.2_)_ 1 (31;(2) +u/» 1) (sp53) +u§ﬂn)
I 1+ N L+ o '
k=1 Py SPry
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In dieser Entwicklung setze man zuvorderst

(a) (a) (a)
’l!, (sp +u ) . (@) uA
(1 + ) '-——(Sp a +2£ @ ) In I+ SP(CL} ]

(a) h—
Spﬁ_l k—1

Weil nun aber niherungsweise ist

(a)
(@) W
_(Sp/c—1+“ )in <1+ m)l>w

k—1
( @) (@ \2
1 [ w,
__(Sp(a) _{__u(a) ( (A«a)i 7( ia)1)+-”)
Py S Py
(@) 2
@ (g
'— —1 (@)
2sp,,

so erhélt man mit Berlicksichtigung der Bedingungs-

gleichung

k=l—n k=l—n

Z +Z @ _|_,u(3) _

h= k=1

den Ausdruck

(1) 1) (2 (2) (3)
P(uo d Bl ey By 5 B g e
1

2(l—n)
(]/27:3) ]/Po P IOl

e G e (R (0

& ), S wP, P, (VD

welcher zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit der
Abweichung
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k=l—n k=l—n
— (1) (2) (3)
K= Z 0 T 2 uk—-—l E]f T ?'{l——'n El—~n
k=1 k=1

jedoch nur verwendet werden kann, indem man zur
Vereinfachung setzt

k=l—n k=l—n k

i
(1) (s) _ﬂ,f'“ .
S bl = Y=o

k=1

k=1 f s

l k=l—n —p

—M
Z : (2) (3) _ Zﬁ- _
pk—l + pkul lhn "’“ wl; =1
A—l H=1:
und

f=l—n f=l—n fe=y

=3 ™ ) ()
ZJ 1 C—Z g By — i I— 2_‘;;/.

k=1 b=

Durch eine Reihe bekannter Berechnungsvorgénge,
auf die der Verfasser infolge ihrer Weitldufigkeit hier
nicht eingehen mochte, findet man alsdann fir die

Wahrscheinlichkeit der Abweichung K das bekannte
Exponentialgesetz

H _H2E?

m

in welchem die Priazision H den Wert hat

P(K)= 2

I ==

=

k=»
2s 2
W, G W, Op

k=1 V i
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Die Funktion K als bestindig verdnderlich be-
trachtend, kann man nun mit der Wahrscheinlichkeit

B = J / e dt
],”z

annehmen, dass K innerhalb der Grenzen licge

. —;Z;::a' =y ‘:—
=y .
+ v/ 2s Z W, c e Z wee | |- (VII)

k=1 k=1

Dieser Ausdruck heisse fortan ,Ferneres Risiko.
Bereits von Laplace aufgefunden, hat er zunéchst
Laurent und spiter auch Hausdorff zum Ausgangs-
punkte ihrer Untersuchungen gedient.

Im vorliegenden IFalle tritt an die Stelle der

Quadratsumme
Jo=v

2
”LU]P Gk

k=1
der Wert
h=l—n ,Ir—-Z——n
W eI PP B0 BE = P
-p k—1 Z—Jp k 1 +-p l—n
= k=1
withrend man fiir
k:v
y
- wk Ck
=1
zu setzen hat
k=l—n Ir=l—n

Z-p(l) C ___Zp(g) pgg)nEl—-—?z:a:Vn'

k=1
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Man erhilt also wiederum

s M, =+ Vs [(A)—(, Vf]
und daher
(S CL‘GH) — + ;/ 1/2 8 M Il (ﬁ')G’ﬂ - O)

oder
(s, VY=(_V)+yy2s M.

2. Das Risiko anf Grund der Wahrschewnlichkeiten
a posteriori ).

Zur Darstellung der Wahrscheinlichkeit eines
Verlustes oder Gewinnes bei Anwendung der Wahr-
scheinlichkeit a posterior: ist es zundchst erforderlich,
die bekannte Formel von Condorcet zu verallgemeinern.

In der Voraussetzung, dass die Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen Ereignisse uc;) <3 xf_)_l, Tgn be-
kannt seien, wiirde die gesuchte Wahrscheinlichkeit

gegeben sein durch den Ausdruck

s!
P = k=l—n k=l—n o
1) (3)
-”- (;m, 1) -ﬂ— (s D) (e 1)
fe=1
k=l—n k=l—n

m(®
g 0 70—1 ( (2) 0 ﬂ 1( (3) e
Z, .
k=1

) Siehe hierzu auch: E. Blaschke, Vorlesungen tiber mathe-
matische Statistik, § 46. Die Versicherungsprimie.



Da nun aber die Wahrscheinlichkeiten der ein-
zelnen KEreignisse entgegen der zunéchst gemachten
Annahme unbekannt sind, so hat man die Wahrschein-
lichkeit zu bestimmen, dass die Kombination (m(),
Umgl) ey Umf), Ovm?) yorey N (‘5) ? ) stattgefunden hat,
wéihrend den VVahrscheiﬂllchkelten der einzelnen Er-
cignisse die vorausgesetzten Werte zukamen. Diese
Wahrscheinlichkeit betrigt nach der Lehre von der

wahrscheinlichsten Hypothese

'=l—n _l——fz
(2) (3)
( W " iy e 0™y e 0™ n
k—1 Ir—l l—n
k— k=1
® p=l—n al k=l—n m(® h=l—n k=l—n
@ ﬁ @ O™ /b-—l 0" "n (1) (2)
H-(x ﬂ( ( lun dw, dr,” | dx
k=1 k=1 k=1
e/ 2!!—71 i—l
0
L_l—n k=l—n
‘1) (2) (B
—J A + Z m —1 + —n
k=1 =1

denn der Faktor

s!
I=l—n k=l—n
-ﬂ- ( 07”';1)_1 ) —H- (Omf)_l )] (Uw-af’_)_n N
k=1 k=1

kann aus dem Zéhler und dem Nenner durch Heben
entfernt werden. Um die Integration des Nenners
in moglichst einfacher Weise zu bewirken, suche
man zundchst nach dem Ausdrucke, welcher die
Bedingung
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k=l-—n k=l—n

0< Z :0(1) Z (2) (3) <¢

k= k=1
befriedigt.
Zu diesem Zwecke multipliziere man das den

Nenner an Grosse zweifellos iibertreffende Integral-
produkt

o0 oo

k=l—n k=l—n

@)
- I (1) 0”‘;;_ ey @ k=1 ;5 (2)
of = | ( W1 | l (CE dx Ly

o0

(3)
@ " 5 (9
,/ (2,) dx,,

0

in Anlehnung an Natani (Die hohere Analysis, Berlin,
1866) mit dem Diskontinuitidtsfaktor

_lﬁn k=l—mn . é—'
N 1 V(2 8) Jo sIn &z
Y X C YT

2

welcher den Wert 1 hat, solange die obige Bedingung
erfiillt wird, und zu Null wird, sofern die Ungleichung
besteht

k=l—n k=l—n

Z o +Z (3) >k

k=1
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Nach Ausfiihrung der Multiplikation hat man

(= )

k=l—n
70,9==1[ | f (a0 )" o gt

=1

oo

k=l—n n
oMy _,( .7
f(m(m A 1 a, 1d/EEJ)
=1
ﬁ_l
o0
f( 3 " lmn —-.z: (3) ze (3) Sl ¢ 2
.CCZ _
0

und da bekanntlich ist

o0

. — m!
xm e T2 d.ﬁC — ‘ Im+1 :
(21)

0

so folgt ferner

k=l—n fk=l—n

2 2
J0,9== [ (m&,) || (1) (1)
k=1

sin £ 2

_a—lsei—m4yy PSR g
[ (o) N

Um das noch vorhandene Integral zu entfernen,
wende man die Methode des Diskontinuitdsfaktors auf
das einfache Integral an

s
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Es ergibt sich sodann

K o o sm hz
=1 ._.f ldm—/ o SN2
i — — 7 2 Si]] hZ
:/azl ol st Bl cenbidodll . F
7 2
0 0

~ (h—l)’_joﬂinhz Qs
e 2
0

woraus folgt

2 r e SInhz B h"
;.[(za) — = dz_ﬁk!.
0

Mit Benutzung dieser Formel erhdlt man aber
den Integralwert

k=l—n ke=l—n
(1) (2) (3)
1] Gme, || () ()

o k=1 [s—}—2(l——n)-}—arl.
#0151 P — $

Da jedoch nicht nach dem Integrale gesucht wird,
welches der Summe

foe=1—m k=l—n
\1 (2) (3)
0< Qa4 2l ol <1
k:] k:l

entspricht, sondern nach dem Ausdrucke, welcher der
Bedingung
16
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k= Z—n b=l—n

L S) _|_\ <2) —}-x”’)

k=1 fa—

genligt, so muss man noch nach & differenzieren. Is
ergibt sich dadurch der Wert

(=l—n k=l—n

|| ) ] ) (2,

R ot 2a— ! s,

welcher die Bedingung

k=l—n ﬂ "l*-— n

2ol Al el =

k=1 A=1

befriedigt. Setzt man daher noch &=1, so ergibt sich
der gesuchte Ausdruck

fe=l—n k=l—n
1] G20 II<;n@>*>(an
o k=1 =1 o
J)= PR ’

und die gesuchte Wahrscheinlichkeit hat somit den Wert

[s42(l—mn)]!

k=l—n

=l—n
T [ G0 (2,

k=1

k=l—n kul—n m(®)
( 2D om k— (2) B k—l( 3\ 1—n
k—1 l—-—n :
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Bei  Vorausschickung der Wahrscheinlichkeiten
e @) 3)

T, s X, x betriigt die Wahrscheinlichkeit, dass
die in Frage kommenden Ereignisse bei ¢ weiteren

2 3 y
Versuchen beziehungsweise ‘u,(c)l, 7 ;)1, /J( )ﬂ mal in

beliebiger Reihenfolge eintreten werden

g T
k=l—n k=l—n

ﬂ (Mm v) T(‘ ;211 'r) (/“gn‘

k=1

=l—n Te=l—n

| I (JC(E) k~1 ” (”/ )“k——l (x(f‘}) ’LE_)H _
1

—n
k=1

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit der
nacheinander stattfindenden Erscheinungen betrigt somit

[s+2(1—n)]!

k=1,—n k=l,—n o
(3)
H(Om ') —I(m ‘)(m ’)
k=1
ol
k=l—n k=l—n o
&
| 1| (e, ) ﬂ(,u ) (1)
l=l—n fe=l—n
H e 0” +“k—1 ” ( (2) )0 k 1+“k~1( (3) )0 'H‘gd n
]L_x
Da man aber die Wahrscheinlichkeiten xﬁf 9
(2) (3)

-z, ,, ®_, Dbicht kennt, so hat man diesen Wahr-

scheinlichkeiten alle nur moglichen Werte zu erteilen
- welche der Bedingung

k=l—n fe=l—n

(1) \" _®@ (3
2 Al 2l il =

k=1 k=1
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geniigen. Um die dadurch erforderlich werdenden
Integrationen auszufithren, braucht man nur die bereits
or Augen gefithrten Berechnungen zu wiederholen.
In Ubereinstimmung mit dem obigen Ergebnisse findet

man sodann
~ = 1
ey Ic 1+“§c) 1
Ly

(2) (2) (3)
(@ )Gmk——l—i_‘uk 1 (3) “H‘
Ly xl—n

k=l—n k=l—n
T d x(l) —I_ d x(z) d :c(lB) W

k=l—n k=l—n

1) (1) (2 (3) (3)
—I-(omk—1+:“l¢ 1)? -IT omk 1+/’L1L)—1) (m Ju’lin.)!

k=1

[s4+c+2(—mn)]!

Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich
also der Ausdruck

[s+2(l—n)]!
W e D k=l—n ke=l—n
TG TG, (2, )
k=1 k=1
f-V
k=l—n k=l—n
I G, 0 T (42, 1) (2, 1)
k=1
(1)
k=l—n k=l—n
[ G2 200 [T G a1 i)

s 20T
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. o (2) ®
. Ziwischen den Za%llen M iy My oMy, einer-
seits und s andererseits bestehen dabei die bekannten
Beziehungen
(€)Y () ___ @ B .3

Mely TPy My = SPpys (M =8P, (3)

. . (1) (@) (3)
Wahren.d man zwischen den .Zahle'n Hras Py
einerseits und ¢ andererseits die Beziehungen zu
bilden hat

o __ @ o __ M (1)
Moy == oy T %3 = SPp T ,

@ _ @ 22 (2) (2)

Mie—1 = oMre— + g 5ra Ellp—y + U1 ’ (b)
(C) ) B (D) (3)

Y= oMin + Uy =5 pl—?’t + ul—n

Setzt man die Werte (a) und (b) in dic Formel

(1) ein, so erhdlt man die Wahrscheinlichkeit der

s (1) ) €)
Abweichungen w,” , u," , w

[s+2(0—n)]!

W= *=l—n fe=l—n
[T w2, ] a2, 1) Ga2,1)
fe=1 k=1
!
[s4<+20—n)]!
k=l—n fe=l—n
MTe+ape, +e, ] T 6+9n8, +ud,]!
k=1 k=1
Ie=l—n k=l—n
[ oy 4u ) ] o, +u )
k=1 k=1

[s+9)p”, +u” ]!
(ep, +ul)!
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Um diesen Ausdruck in einen fiir die Integration
geeigneten Naherungsausdruck umzuwandeln, hat man
auf sidmtliche Fakultiten die Stirlingsche Niherungs-
formel anzuwenden und darauf wie bei der Darstellung
des einfachen Bernoullischen Theorems zu verfahren.
Nach Vornahme mehrfacher Vereinfachungen findet
man sodann fiir die Wahrscheinlichkeit der Abwei-
chungen w!’ | ¥ | ul” das Gebilde

(,, 1) (1) 52 (2) 3y __
W(uo y Uy geony U o Wy geany U ==

1 ? Tl—n

1
; c f— 2 -
1 2 3
‘27‘69‘(1“{—“‘;)} 1? () p(o)p(i)pg—in

2 2
; k:é:n (ugj)_i) +k*€j—n (za( ) (u‘ 8) ) B
e (. P Qp(klll = epll) . r Zplln , (1)

k=1 h=1 o

welches eine grosse Ahnlichkeit mit dem Ausdrucke
(VI) des vorangehenden Abschnittes aufweist.

Die vorstehende Wahrscheinlichkeit kann nun
ebenfalls dazu verwendet werden, die Wahrscheinlich-
keit der Abweichung

k=l—n k=l—n
~_\'V.o ANAE) (3)
Ko 2 W C’A.———Huk E—uw" E
=1 k=1
darzustellen.

Setzt man wie im vorigen Abschnitte zur Yerein-
fachung

k=l—n k=l—n k=»

c—
Z’Mil)l-{—z (2) +u§3—)n—>_‘ _O’

k=1 k=1
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k‘..l—-—n k=l—n k':‘:v
(1) \7. @ N1
ka-q"{" 2 P +7”, Zwk“ 1,
k=1 Je=1 k=1
und
k=l—n k=l—n k=v
NV 4 ©) (3) N\,
K= 2 Y Co— ) e Bpy—u By =) 20
fe=1 k=1 k=1

und eliminiert noch z vermoge der Bedingungsgleichung
k=
Z z, =0, so wird die Aufgabe wieder darauf zuriick-

k=1

gefithrt, mittels des Wahrscheinlichkeitsgesetzes

(' 3 D i) fvz
k.i=1,2,..,»—1

das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Funktion
k=r—1
K= (6—¢)%
7\'=1
darzustellen.
Dieses hat aber die Form
H e—HzK”

L I ?
y

wobei H nach der Formel zu berechnen ist

H e D, (IV)
D=0 A (o0 ()

k,i=1,2,..,r—1

P(K)=

Hierin bedeutet D die Determinante der Koeth-

==
zienten a, ,, 4, , die aus D hervorgehende Unter-
iy & L
determinante von @, , und 4, . die sich aus D __
ergebende Unterdeterminante von a, .
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Weitere Untersuchungen ergeben, dass man im
vorliegenden Ialle auch setzen kann

B =
(V)
1

k=y—1 kZi=r—1

5 (1 -+ —f—) Z wy, (L—w,) (¢, — ¢y — Z w,w,(c,—¢)(c,—c)

kZi=1

Durch Entwicklung der Quadrate (¢,—¢ )" und
der Produkte (¢,—¢,) (¢, ¢,) geht aber der vor-
stehende Ausdruck nach zweckentsprechender Ver-
einigung zusammengechoriger Glieder iiber in

H — = L . (VD
(=4 =
Z w ('; Z LU}‘ Ck

k=1 k=1

Mit der Wahrscheinlichkeit

o 2 y_tz
D(y) = V—ﬂ dt

kann man somit erwarten, dass die Abweichung K
innerhalb der Grenzen

— 2

o) 25 (142) D w b — kfwk %) | (V1D
k=1

k=1

liegen werde.
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Fiir die hier in erster Linie betrachtete Ver-
sicherungsart war

k—'u k=l—n k=l—n
LJ wk (;2 = Zpgi)—l C + Zp(z} E2+p§2n El2—7z :mcjéi

k=1 =1

k=v k=l—n k=l—n

. @ @) (8 _—
Zw};ck‘_"ZpIﬁAC _ Z-p —pl nEZ—-n_a:T/vn?
k=1 k=1

daher betrigt das Risiko auf Grund der aposteriorischen
‘Wahrscheinlichkeit

V?g(1+ ) (c//ﬁz——( )2) -
. ;,]/ @ M. (VIIT)

Ist die Zahl ¢ im Verhiltnis zu der Zahl s nur

: . S —_
klein, so wird man den Bruch — vernachlissigen
s

konnen., Alsdann geht aber die Formel (VIII) in die
verbreitetere des Abschnittes 1 {iber, welche sogar
ungeachtet ihrer einfacheren Entstehung als die be-
deutsamere anzusehen ist, weil in der Praxis eben
nur Fille vorkommen, in denen ¢ weit kleiner als s ist.

D. Das Hattendorffsche Risiko.
1.

Nimmt man an, dass wihrend der (k—1) folgenden
Versicherungsjahre irgendwelche Abweichungen von
den wahrscheinlichen Ereigniszahlen stattfinden konnen,
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so erscheint es unstatthaft, die von s im Alter (z—n) vor-
handenen Teilnehmern in das (r4%)'® Versicherungsjahr
Hintretenden durch die wahrscheinlichste Zahl s, pl)l )
auszudriicken. Zieht man aber in Erwigung, dass die
Verwaltung eines Bestandes von Versicherungen in
der Weise erfolgt, dass alljahrlich nur die Abweichungen
von den rechpnungsmissigen Hreigniszahlen betrachtet
werden, ohne dass auf die Gebarungen der ver-
flossenen Jahre zurlickgegriffen wird, so geniigt es
zweifelsohne, auch bei Sc¢hitzungen kiinftiger Vorginge,
immer nur jene Abweichungen zu bewerten, welche
in den grade betrachteten Versicherungsjahren statt-
finden konnen. Diese Anschauung leitete Hattendorft
bei der Herleitung des Risikos der ferneren Dauer,
und es gelang ihm auf diese Weise, den nach ihm
benannten Ausdruck des Risikos der ferneren Dauer
herzuleiten. Folgt man dem Vorgange Hattendorffs, so
kann man die Berechnung des Risikos des kommenden
(n + k)e» Jahres auf die Berechnung des jihrlichen
Risikos zurtickfiihren.

In seiner fritheren Arbeit hatte der Verfasser bei
Benutzung einer etwas einfacheren Bezeichnungsweise
gezeigt, dass die Abweichungen des (n-k)*® Ver-
sicherungsjahres einer hinreichend grossen Gruppe
vom S, Versicherungen der hier beschriebenen
Art ein Fehlergesetz von der Gaussschen Form

Vol .t 42
P(d, ) = =5 € bk

Ve

befolgen. Die finanzielle Abweichung des (n - k)"
Jahres ergibt sich dabei aus dem Ansatze
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Ayt =g P gcl—}{—nﬁ—k—‘l F 0D (s — o V) —
o (S;c—kn-{—k—-l (2 .is:j—n—kk——l e (32) (v @ Vn+/c) T
T (Sm+n+1;—1 (xI I-n—l—k)
=4, v (Sw_il_n_{_k - w'5-7)l+k)— d, (v a:V-n—i—k) ’

Die Prizision »_,. kann nach der Formel be-
In-tx
rechnet werden

— Fu €3] O 0 17
Nppe = 1 1/ 2 St h—1 [pw-|-n+k—1 CEPE npk
9 (2) 2
T ru][n~|—k) +» xtn+Ek—1 (v @ Vn—}—k + a:][n—{-k) +

(3) .
+p a-fn-Fe—1 (mljﬂ—l—k‘) ]

2
VM)

=1 :1'/2 Sx+n—|~kf~1

Hierbei beziehen sich sédmtliche Grossen auf den
Beginn des (n - k)'e Jahres.

Damit cin Ausscheiden der Versicherten im (n—-k)*®
Jahre iiberhaupt noch stattfinden kann, ist es Be-
dingung, dass ein Teil der Versicherten in das (n— k)"
Jahr eintrete. Da man die Zahl dieser Versicherten
nicht kennt, so setze man fiir sie ihren wahrschein-
lichsten oder Mittelwert. Dieser betrigt nun

7 1
‘otndk— T — 3 :
VJ"E V? S kulp(w-)l-n (1- - ]\Mlpff_)i_ﬂ)

=0 2
“k—1
-~ : : (3) —
/8 =8 k—lpéﬂ_ - (2= I:—lpgﬂf_ﬂ) (8 k——lpx-l—n T Glcul) d Dt =

A (3
= S 1 Pryn-
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Durch Einfithrung dieses Wertes nimmt dann die
oy )
Prizision Mtk die Form an

. ® 2
g = 1: /28,05, @, m, ). 1))
Ist aber 4 ., die fingierte Abweichung des

kommenden /'°* Jahres bei s, | pf_)H Versicherten,
und erstreckt man die Betrachtung iiber die ganze
Restdauer des Versicherungsstockes, so kann man den
Ausdruck

k=l—n

= 4, (11)
k=1

|

als den Barwert der fingierten Mehrausgaben oder
der fingierten Ersparnisse ansehen, welche bei einer
Gruppe von s Versicherten gemacht werden, wenn
simtliche Versicherungen in allen Stiicken einander
gleich sind.

Um nun das Wahrscheinlichkeitsgesetz des unbe-
kannten Betrages & zu bestimmen, erinnere man sich,
dass die Prizision des Gesetzes der homogenen Gleichung

k=m

20 = 0. B

k Tk

k=1

_ Gesetzen von der Form

deren Verdnderliche =

f"_ e_hi- ;
V=
unterliegen,
Pu)= L 5 (I1D)
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lautet. Die Priizision dieses Gesetzes hat man nach
der bekannten Formel

k=m 2 .
1 /N %
= & 2.
k=1

2
hk

(V)

zu ermitteln. Bestimmt man nun die Prizision des
Gesetzes der fingierten Gesamtabweichung nach der
vorstehenden Formel, so ergibt sich fiir diese der
Ausdruck

k=l—n

w VY 2(l—1) (3) ¢
sl Z v 2s k—lpm—F—n . xmn-Hf)

k=1

_‘ k=l—n ) 5k % (V’)
=1z}/ 2& Z fe1Potn ¥ wmn+k)
k=1

=1z / E(;ﬂln){

Zu demselben Ergebnisse kiime man aber auch,
wenn man das Produkt von Integralen

k=l—n o0
[ o feobutinas, =1 o
k=1 ]/Jt |

mit dem Diskontinuitdtsfaktor

1 2 sk=l—n " ‘
ezm/e( Z ﬁld”*"“)“ ccos Rzdz  (VII)
P k=1
—27

multiplizieren wiirde, welcher den Wert 1 annimmt,
im Falle die Gleichung



k=l—n

>j _If-l 41 - S%

v
k=1

erfillt wird, und zu Null wird, sofern diec Ungleichung
besteht

le=l—n

N fi—1

\/ vt A, ,> K.
K +k <
k=1

Fiir die Wahrscheinlichkeit des Zustandekommens
des Wertes & ergibt sich somit der Ausdruck

P(®) =
(v

7 =
'—|- 7')2—{-—1( f _)I]1+I 72-}—]\+b =1 Jn+] ZZdA +k [GOS .‘QZ d27

k=1 o

aus dem man durch eine bekannte Umformung erhélt

o0

1 A~l—)1 1
P = 5 P deg,
T k_~.1 1/7’
2
I\=\l:-n v2(k__1) "
e = 2, 008 KRedz. (IX)
—2

Dehnt man noch die Grenzen — 27 und 427
bis — oo und 4 co aus, was bei Beriicksichtigung
der RKigenschaften des Integranden ohne Bedenken

geschehen darf, so kommt man mit Anwendung der
bekannten Formel
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(o=}
- 2
o gD n 8
fe “eosbrdar = /—e ia
fa
-0

wiederum zu dem Ausdrucke

, 1 1 &
’P('@) == /- /_—‘ﬁ e QS(Q;Mn)Q . (X)
]/ 7T 'L 2 S (mMn)

Die Wahrscheinlichkeit, dass der gegenwiirtige,
uns unbekannte Wert der wihrend des Verlaufes der
Restdauer eintretenden Abweichungen zwischen — K
und 4 K liege, betrdgt daher

/4

@@9:;5%1}'*da

0

wenn K=y /25 M Ist.

£

Wegen ihrer Merkwiirdigkeit werde mnoch eine
andere Methode kurz erwiihnt, die ebenfalls auf die Wahr-
scheinlichkeit der Barwerte der kiinftigen Gebarungen
fiihrt. Man findet diese im Abschnitte ., Vermischung
von Beobachtungsreihen verschiedener Genauigkeit®
des Helmertschen Werkes ,Die Ausgleichungsrechnung
nach der Methode der kleinsten Quadrate® beschrieben,

Bildet man die Hilfsgrossen

=k
> 2
x=1

so ldsst sich Zeigen, dass sich der einen Mittelwert
darstellende Wahrscheinlichkeitsausdruck
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k=l—n 3) 3) ‘
. 1 N h—1 pm+n k pw_*_ﬂ g____f_‘_z___
P(’?/lz) el /2 e 233;4“”_{_1( +
T Ie=1 § :c/u’-n+k
(3 2
- e
4. ’_"_“’ﬂ € o 2 (X1I)

durch Vornahme einiger Entwicklungen und Verein-
fachungen in die gesuchte Wahrscheinlichkeit um-
formen ldsst.

Beachtet man ndmlich die Gleichungen

k=l—n

\ | (3) (3)
Z‘ (k—lpm—}—n Icpm-}—n) —I— l——-n ac+n - 1

k=l—n (XIII)
( (3 2
M) = 2_‘ (e 1pm+n A‘p:n?j—n) aJ,l’fz—%—k T nPartn 2t
k=1
und setzt

so kann man aus der Summe von Gleichungen

?:;-n

- : ‘
6) (3) 2 (3) 21
Z_‘ (k 1 pm+fn me—{—n) cc'u'ﬂ—|—lc + l—azp:c-+—n o | T
_k=1
fe=l—n -
m_ (3) ,®) 3) VT2
- Z (A 1P ztn m—}-n) + - a+4n (:cﬁ[n)
-Z:"Z;n -
(3 (0)
+ Z‘ (k—lpw—}«n me~{—n) 6n+l. + I—n x-{-n n—}—k
k=1




folgern

k=l—n

Z (k——lpg-n kp:(zc:j—n) a”+k + l—np:(va-)i—n 51 =0. (XV)

Den eingangs gebildeten Wahrscheinlichkeits-
ausdruck forme man nun um in

Pliye==

 =l— g

1N elopn— wPan

— Z € os((oMp*+op4) T
1/% k=1 ]/ 2 § ]/ (mMn) + (Sﬂ-{-f"

(3) : 2
| l——np z4n -

 — € os((My'ts
VeV M Y+, et

=l—n (3) 3)

. 1 k—lp ztn lap m-{—n — u? ‘
o V= Z € 25 (. 11.,) (-}- Ot )+
k=L Y25 M, /1 Ontr ()
(M)’
(3) 2
L—npa:—}—n e H
T e Ty
s )
T n +(3Mn)2
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Setzt man darauf ndherungsweise

1 1 9,
. o= f g zv?kﬁ |-
]/1+ n--r (:c n)
(M)

1 0 ..
S-S, (R ;. T -
1_|__ (Sn—l—lz (wM,n)z

(M)’

so kommt man nach Ausfilhrung einiger Verein-
fachungen zu dem Niherungsausdrucke

2 Te=l--n

1 " “ Y
P(M) — ———— € 28 (5 M;;)" > (kwlp:(ns»)}-fn"kpm—l—n
164 ]/2 s(,M,) k=1
e R s B
( Q(anf—l— )<+2(M) >+

+ .2 1———i—+. (1+ i zﬁ..._l.
T 2y N 2y '

In diesem entwickle man noch die Produkte

) )
nt+k n-tHk 2
(1—«_—2 C n)2 _|_) (1—|~ﬁ——2 C n)é u )

und vernachléssige die htheren Potenzen von o, 5 es

folgt alsdann
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1 B <
- Pl —— — C 2s(,My)
Va V2s( M)
" (MY —u
NV p® (g e T s )
{_J /.’---—12 ar-n Ic] atn 2 (l Mn)4 n-t-k
=1

7 \2 2
oo (1 (,M,) —u s\
l—n+ ztn 9 (Q: Mﬂ)i l

Fihrt man schliesslich die Summation nach / aus,
s0 ergibt sich mit Berticksichtigung der Gleichung (XV)
die bekannte Formel

1 . uz

P (M) e /ﬁ- : /._"TWW_E € s (a,Mﬂ)zl ’

wobei M , wie uns dieser Abschnitt zeigte, auch
nach der Iformel berechnet werden kann

k=l—n
iz \7 W4 2 (3 2
(Wﬂlil T Z_‘ k»—llpw-{—n ::;fu’n—}—].' + ZA)z-sz—n by ¢

fe=1

s

Bemerkenswert erscheint noch, dass sich der
Nachweis fiir die Gleichheit des Bremickerschen oder
Wittsteinschen und des Hattendorffschen Risikos kaum
ohne Zuhilfenahme elementarer Darstellungen fiithren
lasst. Letztens werden wohl immer Berechnungen
notwendig sein, welche gleich oder doch verwandt den
im Abschnitt C des ersten Kapitels gegebenen sind,
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Aus den vorhergehenden Untersuchungen geht
hervor, dass das Wahrscheinlichkeitsgesetz des Risikos
fiir die nichsten % Jahre durch die Funktion

2

1 N (2

P, (u)— ¢ T
k 4
V= V25 M,
dargestellt wird, in der M, nach der Formel zu
berechnen ist.
n=k 1 s
- (1) > )
(‘Uﬂf("[ﬂ’)) —Z 7 1|pfc+n ( SL’—}—?l-i—n__a:Vn-Pm 1___17.) =
#=1
szl o\ 2
(2) v
+ Z zfl{p:c-}-n (‘L Vn + x _lm_;z—) +
x=1

' 1 o v/c 2
(3) N %
+ pa;_Hz ( @ 1 ntk T o Vn '_ P:I: 1 m_?) '

Ferner werde auch noch das Wahrscheinlichkeits-
gesetz des Risikos des (m -+ & -+ 1) Jahres, bezogen
auf den Anfang des (n- 1) Jahres, als bekannt
vorausgesetzt. Unter Beibehaltung der bereits be-
sprochenen Annéherungen wird dieses durch die Formel

S’B;;_H (Z) -
1 - 2
— — € 3420 (FF ominpr )2

I~/ (3) k41
l < ]’ 2s kp xtn v a:?nn—l—le—[—l

zum Ausdruck gebracht.

Vermoge dieser beiden Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen soll versucht werden, das Wahrscheinlichkeits-
gesetz der folgenden (k- 1) Jahre zu ermitteln.



Liefern die kommenden (k1) Jahre beispiels-
weise dic Abweichung # und das (n 4% 1) Jahr
die Abweichung z, so miissen die vorhergehenden
k Jahre die Abweichung u—z hervorgebracht haben.

Daraus folgt die Gleichung
Pyy ()= [P (v—2) B, |, () da.

Setzt man zur Abkiirzung

]c
Vn

so geht die vorstehende Gleichung iiber in

P, (u) = =% und P (@)= 7{::1 e Tkt 2,

oo

h 7] 2 2 9 2
R . s b ey g, o W g
P/;_H (u) — ‘“““““‘“““““‘/‘e k 2 Az

i A
Die rechte Seite lidsst sich leicht umformen. Man
findet auf bekannte Weise

P/.'-H (u) =
: 2
h,n M1 "
Uk kL —-—-—u — (2492, Y [t———— u
- e n2 g 2 € e kg " +_,,]28_H dz
h2 ,,72 oo
1 h, Moty A AR
g—!]: ; +z € %'+”%+1HT[etdt
7 l h, + Nt »1‘;
1 1 — = u2
e ; 1 1 8 1 1
N l/—2+ : CICS
M Mg
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Hiernach ist die Prizision des Wahrscheinlich-
keitsgesetzes fiir die folgenden (% 1) Jahre gegeben
durch die Formel

1 1 1

— 2+ 2 7
hk—{—l I, Moty

und es muss sonach sein

(3) 2k o 2 :

(o4 (nwe+1)) = ﬂ[m\/.)) + wPauyn (v ;1;?”’yz,+/e+1)' ()
Indem man (Q;M‘(n: m)‘“) als unbekannt ansieht und %

alle Werte von 0 bis & durchlaufen lédsst, erhdlt man
(k1) Gleichungen, deren Addition auf die Hatten-

dorffsche Formel fiihrt

H:i.jil
2 (s 25 2 :
(..::ﬂ[(n\k—k])) — Ly 1 £ wn i ;n;qn"n+y.) ) ([1)
x=1

Hiermit ist aber nicht gleichzeitig auch die &ltere
Form des Risikos begriindet. Zur Durchfiihrung des
vollstindigen Nachweises muss die rechte Seite der
Gleichung (I) umgeformt werden. Denkt man sich also
fiir (wﬂf(mﬂ,))g und fir (v m, +1)2 die Werte gesetzt,
so crhilt man nach zweckentsprechender Umformung

® | .- 1 =, ! 2
2Puyn (U frJVn—[—/c—“a‘:V P 1 ) F?f (v mn-|-/+1) -
N
(1) [T e 1 —v
flp x+n ( v B'Pl—l—k—l—l_ z Vn T P.u T-—?Tﬁ) _*_
v/+1
+ ot (72, )+




(mﬂn+k+1 — }z+k+1) d

Da aber das an letzter Stelle stehende Produkt
null ist, so findet man

z=k-+41 1 2
% -y —v
”V*l—l ) Z /—1pr+7z( antn *wl’n“ I)ar I_*.U)n*“
n=1 .
se=lk-F1 1 w2
(2) 7 7 —Uv
+Z #— l‘pa, -+ n (JL +‘Paz 1——?) ) +
x=1
1y 2
O S 1=
+/ |~1p1,l~7z ( 33V71—{—k—|—1_:r;1f'.~7———Pm T —a ) '

E. Bemerkungen
zur Anwendung der Risikotheorie.
1.
Je nach der Wahl der Grenze der Wahrschein-

lichkeit
9 [ _p
Va
0
pflegt man das Risiko in Analogie zur Fehlertheorie
verschieden zu benennen.
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Fiir y = 1 = 0.70711 heisse das Risiko mittleres,

V2

1 s
y P=T== 0.56419 ., , ., durchschnittliches,
5 PE 0.47694 , , . wahrscheinliches,
% JE= —1~~; =0.28209 , ., ~mathematisches.
2)/n

Um die so benannten Risikoarten zu erhalten, hat
man also die absoluten Risikobetrige

M=y s _M_, beziechungsweise M = ]/ S (1 -+ %) A
mit den Koeffizienten

yVz=1 (mittleres Risiko)

y V2 = ]/3 —0.79788 (durchschnittliches ., )
JT

yV/2 =0.47694 }/2 == 0.67449 (wahrscheinliches , )

7Y2 = 1039804 (mathematisches )

zu multiplizieren.

Die Wahrscheinlichkeiten, die den hier angefiihrten
Werten von y entsprechen, haben der Reihe nach
die Grosse

@ (0.70711) = 0.68467
@ (0.56419) = 0.57505
@ (0.47694) = 0.5

@ (0.28209) = 0.81005.
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Von den aufgefiihrten Risikoarten kann die erste
dargestellt werden durch das Integral

047694 1
v h 2.00678 - i’

worin g den Wert hat 1.36624 und durch die Formel
bestimmt wird

T
g:]/_“’g(; om) (,—0.47694)
og e

welche sich aus der Gleichung ergibt

o 1 ).
7{#71;5_(1 ’ )’

die vierte endlich durch das Integral

) 1
::'—“;E, /‘e_hzxzxdﬂ?:‘* —
Vn . 20 n
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2.

Da eine positive Abweichung von der Gewinn-
und Verlustgleichung s G ==0 beziehungsweise von
der Reserve sV  einem etwaigen Verluste entspricht,
eine negative aber einem zu erwartenden Gewinne,
so kann man folgende Sitze aufstellen:

a) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schaden
hochstens die Summe X erreicht, betrigt

Ebenso gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Gewinn hochstens die Summe A erreicht.
b) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schaden
grosser als die Summe K ist, hat den Wert
o0

K 1 [ 1~ /KT

© I YO Y Ul O L 1*@( .

1(932 V2> V= [ 2 l_ 93?1’2>J
e

i

mya"

Ebenso gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Gtewinn grosser als die Summe XK ist.

¢) Rechnet man mif einem Gewinn beliebiger
Grosse, gibt aber der Moglichkeit Raum, dass allenfalls
ein Verlust bis zur Grosse von K Mark eintreten kann,
so hat man die Wahrscheinlichkeit anzuwenden

K
nmyz

(st fe o olate]

——d
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Erwartet man in erster Linie einen Verlust be-
liebiger Grosse, glaubt aber, dass auch ein Gewinn
bis zur Grisse von K Mark eintreten kénnte, so hat
man dieselbe Wahrscheinlichkeit anzuwenden.

d) Gtlaubt man annehmen zu konnen, dass der
voraussichtliche Verlust zwischen den Summen K, und
K, liegen werde, so beliuft sich die Wahrscheinlich-
keit dieser Annahme auf

Ky
"Mz - _
K, K, 1 K, K,
2 ( —_d) e e ’ d f=—=— (I)( e g (_p /,: *
mye 2 M2 M )2
K, - =
nE

Von der gleichen Grosse ist die Wahrscheinlich-
keit, dass cin ectwaiger Gewinn nicht kleiner als K
und nicht grosser als K, sein werde.

e) Schliesslich betrigt die Wahrscheinlichkeit, dass
die Geebarung sich innerhalb der Grenzen —- K1 und
—+ K, halten werde,

M /e _

und dieselbe Grosse hat auch die Wahrscheinlich-
keit fiir die Gebarung innerhalb der Grenzen K

und — K.

() #(aive)
mrz) "\

~



— 262 —

F. Die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes oder
Gewinnes nach der Methode des Laplace.

Um die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass
das endgiiltige Versicherungsergebnis um + K Mark
von der rechnungsmissigen Schéitzung

(s G,)=0
beziehungsweise von

(5,7,

abweichen werde, vergegenwirtige man sich, dass eine
abweichende Gewinn- und Verlustgleichung durch den
Ausdruck

' k=l—n fe=l-—n
(N O A @ V)
(8,6, == m G ' — ) m_ By —
k=1 k=1
3 (") ’ (1)
—m_, El—n
eine abwelchende Reserve aber durch den Ausdruck
b=l—n k=l—n
e
; ’ 1) (2
(s, Vn) = Z_J M C,— Z m, B, —
k=1 k=1
" (2)
T ml—w-n El—_n
— (san) + K=&

veranschaulicht wird.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, die diesen heraus-
gegriffenen Werten entspricht, ist daher zweifellos in
der alle moglichen I4lle umfassenden Wahrschein-
lichkeitensumme enthalten, welche man durch Auf-
lésung des Polynomen



crhélt. Daher bilde man zur Darstellung der Wahr-
scheinlichkeit der (leichung (1) die erzeugende Funktion

f=l—n
(Mzs
X:_ Z p; ) eok +

k=1

l~— n

s
(’) -—E( )zé ——E( )z
+ + l——n 2>

f 1

und entwickle dieselbe in eine nach Potenzen von e
fortschreitende Reihe. Sodann multipliziere man diese
Reihe mit ¢ ®* und denke sich die reellen konstanten
Faktoren der Exponenten von e auf ganze Zahlen
abgerundet. Integriert man darauf jedes Glied der
Reihe nach z zwischen — =z und 4 #, so bleibt die
gesuchte, mit dem Faktor 2z behaftete Wahrschein-
lichkeit {ibrig. Die Begriindung ergibt sich aus den
Beziehungen

/dz:Qn und/‘ei‘“zidz::—?{ gin aw=—0.

Nach dieser sinnreichen, von Laplace herstammen-
‘den Methode wird daher die gesuchte Wahrschein-
lichkeit durch den Ausdruck

P(K)—*%/Xe“"“"dz (I)

dargestellt.
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Um die Wahrscheinlichkeit der Gleichung (2) zu
finden, bilde man die erzeugende Iunktion

k=l—n

y S’p(n c/ za

k=l—n

ﬁ : . L -
+ \ p/—le Ekza+p(3) ¢ E__, %t

—n
A

Verfihrt man nun wie im vorhergehenden Falle,
so findet man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit den

Ausdruck
1 B x}l\’: e*—._L 27 dz (Ia)
Q7 | )

Weil nun aber die Gleichungen bestehen

P(R)=—

(V) Y (V) F - 2]
O/l' T (‘//.‘ ) n’ E __E + 1/ B —n " E S Y g
sowie

f—s V + K,

so erkennt man, dass stets ist

—8 WV %4
b)

und man kann hieraus folgern

P(K)==P(%).

Zum Ausgange der Eptwicklung kann man sonach
stets den Ausdruck wihlen

P(K):%/X e,
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in welchem fiir X zu setzen ist

h=l—n ( - - p 1k ) .
o § ' (0 ViSp Atk T Yn T b Zt
X= [ g k1 pac—{—n € . +

h=1

k:i;n ( 4P 11—k ) ;
9 —J 2
+ ) B ey

k=1

1yl
Vopt-Pp—} =i
+( n S—)}—n (93 Wit = ) l # (II)

Um nun fir die Wahrscheinlichkeit P (K) eine
leicht anwendbare Formel zu finden, hat man die
crzeugende Funktion X durch einen geeigneten
Niherungsausdruck zu ersetzen. Zu diesem gelangt
man aber, wenn man die e-Koeffizienten unter Vor-
aussetzung eines schr kleinen Wertes von z zuniichst
in Reihen entwickelt. Man bekommt dann, sofern man
alle, den zweiten Grad von z iibersteigenden Potenzen
vernachlissigt,

}_—l-—n
. v 1 :
R LJ pgl) (1 + CfiV}Z’b*—-ﬁ‘— (C]EV))2 2«'2 + i )
k=1
k=l—n
+ 21— B i () 2 )
k=1



k=l—n k=l—n
o 6y (2) (8)
ST ST )4
fo= k=1
k=l—n k=l—n

+ ZPE‘:)— C(VJ Zp E(V) ]gz:s)nE(V) 49 s

—n

Jo=1
1 k=l—n
4 (1) V)
DN RGO

k=1

k=l—n 2

+Zp (EV)) + Z—n( lz; zd+

Weil nun aber stets ist

k=l—n k=l—n
(1) (2) @G __
Zpia—1+ preml—i_pl—n—_l’
k=1 k=1
kh=l-—mn k=l—n '
(1) (V) (2) (3) vy __
Zp}z—lo Zp —_pL—nEIr—n 0

k=1
und

k=l—n k=l—n

2 2
Z P (7Y T 2 (B + p? (B = (),
k=1

so findet man den N&herungsausdruck
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1 2 2\’
Ve (1— = (
( 5 (M) )
aus welchem die weiteren Annéherungen folgen

In X=— (M)} 2

X— @ gt (I1T)

Setzt man nun den vorstehenden Niherungsaus-
druck in die Formel fiir P(K) ein, so ergibt sich

v 8 2 2 ’
P(@z%fe'wﬂn’ ey P8 (IV)

In der Annahme, dass der Integrand des rechts-
stechenden Integrals bereits fiir missige Werte von 2
sehr klein wird, was bei grossen Werten von s stets
der Fall sein wird, kann man die Integralgrenzen
bis — oo und —+ co ausdehnen. Will man vermige
der so erhaltenen Néherungsformel sogleich die Wahr-
scheinlichkeit herleiten, dass der etwaige Verlust
zwischen K, und K, liegen werde, so hat man zu
berticksichtigen, dass ist

K=K, —(E;—'f) 2t — (Kao4-12) 218
—Kzi € —€
e T im‘ ——l—zz'
K=K, e 2 - 8 2

Durch Anwendung dieser Beziehung gelangt man

sodann zu der Formel
18



K=I,
W(K,, K,)= Tfe“(m ) s Ze—f"“dz
K=K, ' V)
_—(m 1,,)? = P L o
nfe 1 1, . —dz.
eEZI__ﬁe—E-ZL

Um diese noch weiter umzuformen, setze man
—(Ey—Y2)ei 1 L - 1
e = cos (K, —!/z) z—isin (K,—'/s)2

e~ — cos (K, 1/2) 2 — i sin (K, + 1/2)

i?z —lzz' i @ 1
2" — @ -_—2331115---2,
so folgt
T/V(Kl, K==
oo sin (K. +1/2)2 —sin (K — 1/3) 2
:_1_/-(3“‘;“(1-%)%2 (/) 7 (K, — ) dz
47 '. sin?z

. w0 cos (K, ~+ 1/2) 2 —cos (K —1/2)z
+ i (34% ()" 2 i - '
47] in ?z

Wie sich zeigen lédsst, verschwindet aber der
imagindre Teil der rechten Seite; denn es ist stets
oo

a2 cos b
fe B dax—0.
sinex

—0c0
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In dem verbleibenden Ausdrucke
I’;’ K K = 1 r _i(an)zza
( 19 2)"“?/8 &

sin (K, 4 1/2)2 — sin (K, — '/2) 2

dz  (VI)

sin — 2

2

setze man nun
sin (K, 4 !/2) 2z =sin K,z cos Y2z 4 cos K, zsin /2 2
a1 1 e g o 1 3 ain 1
sin (K, — z) 2 =sin K zcos !/s 2 — cos K zsin 'z 2,
so ergibt sich die weitere Iormel

2 2 8IN Kzz —- 8in K1 2

tg 12 2

o s 4
-+ ;ﬂ / e T @M (oo K,z + cos 1;2 Z)dz. (VI

In der letzteren zur Vereinfachung ity '/z 2 durch
/3 z ersetzend, wende man ferner die Formeln an

b

21/a

/e—awﬂ smyb'uc dfc:?l/;feﬁtzdt
b 0

o
—_—00

V] A

fei“mg cos b da= /€ a



bg by b2
‘2yfa : 2]/&/ 2 a@
er—t dt—2 n[eﬂt dt=2Vn ./e#t dt. (>t

Hl/a

Man bekommt sodann die Niherungsformel

Ky
‘I/ES(mZ",n)
1 P
Wi, K= et di4
Jr
Vs iy
1 1 5 K,
s ———— | € s’ + € 2s(my? |- (VII)

2 V= ]/2 s(,M )

Wiirde man in der Formel

—oo
getzen

€ 5 = cos Kz —isin Kz,

so ginge dieselbe infolge der Beziehung

/‘e—am” sinbexdax —10

iiber in
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oo

1

257

-—00

P(K)—

und man erhielte

o 58 (M) 22

cos Kzdz, (IX)

K=K,

W(K,, K)—— f L Zcos Kzdz. (IX®)

Nun ist aber

K:K2

=K,

Z cos Kz —

B

K=K,
: ( ! K - - K, K, 1)z
m?(IQqu)zcos? 2zwsm zcos—( —
- 7
SN 52
sowie
sin L K+1) 1]{ L [ n(K—1/2 7-|—=3>1niz1
—é—( t1)z-cos 5 Kz= 731( —1/2) 77
1 1
sm—Q—Kz cos%(K—l)zM [SIH(K—VL))Z-}-SIH?’ ,
Mithin ergibt sich auch
WK, K)= X
= sin (K, 1/2) 2 — sin (K, — '/2) 2
§ 1 - (wﬂfn)z 2" = dz
o e .1
TT 510_2“2

—oc0



U (. p—
Weil man nun aber auch setzen kann

sin (K, + 1/2) 2 sin K =z

2

sin /3 2 — ; iz + cos K, 2,
775
sin (K, — '/2) 2 sin K 2 7
ST = — cos K 2,
; 1 1 N
9 2 2 Q0 2 =

so wird

s a8in K_z—sin K 2z
W, K= [ e v 1

dz
z
(XD)
1 - S a2y ‘
_{..Z;I.fe 2 @5 " (cos K 2+ cos K, 2)d z,

woraus das bereits oben mitgeteilte Ergebnis
Ky

V28 My,

I/V(KH K2)—_—_—Vi_/‘€t2dt+

T

K,

V2 S0 My,

? 2

K

I . .
((3 25 (uM,)° + € 2s(,0,)° ) (X1I)

Vo V25 I,

3

folgt, welches Eggenberger und Moser durch andere
Betrachtungen gefunden hatten.
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Aber auch das Restglied

1 K, K,
— ((3~ 28,0, | € 28 (%an)
e VT ]/2 § :cﬂfn ‘

kann man bei Berechnungen der vorliegenden Art
bintansetzen. In Ubereinstimmung mit der oberflich-
licheren Darstellungsweise findet man sodann die Wahr-

w o1 . . :
scheinlichkeit 5 [P (r,)— P (y)], dass ein etwaiger
Yerlust K zwischen den Betrigen

y V2s M und y,)/2s M,

liegen werde.

Indem man weiterhin K = — K, setzt, kommt

man auf die Wahrscheinlichkeit —;—[([)(;}1)—}- D(y,)]

Endlich noch die absoluten Betrige von — K

1

und K, gleich K setzend, gelangt man zu der be-
kannten Risikoformel

Kg + 4 VQEmMQN
welche der Wahrscheinlichkeit @ (y) entspricht.

Wie bereits mehrfach erwidhnt wurde, zeigt aber
das negative Vorzeichen einen Gewinn an. Sohin
betrigt die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes A bis

il 1
zur Grosse y )/ 2s M nur 5 @ (y).

. 1
Um nun sogleich die Wahrscheinlichkeit 5 @(y)

eines Verlustes zwischen 0 und K Mark herzuleiten,
geniigt es, die Summe der Wahrscheinlichkeiten



— T —
4d=K

W0, K)=) P~
A4=0

we A=K

1S a)?
_?j.z_fg g @i Zcosdzdz (XIII)

_— A=0

zu bilden.
Es ist aber

A=K cos%Kzsin%(K—Fl)z
ZcosAz: T
sin /2 2

4=0

sin Kz
tg 1/2 2

7

e 1 1
== (08 ?Az—l——g

und da man in der Voraussetzung, dass z nur klein

ist, fiir g /2 2 wiederum '/2 2 setzen kann, so kommt
man auf die Ndherungsformel

(X1IV)
. . :
Wil Kj=— E%;f(f_? )" 2 (&ZKE -+ cos® —;_ Kz) dz.

Diese geht durch Anwendung der bereits mehrfach
angewendeten Formel

b

co 2']/G_
h/(:’“'m? sl £ dr=2)n ewts dt:nt]ﬁ(—wwb_)
2 2Va

und der wohl weniger bekannten Formel
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[ et 1  dalm )Ji)
f(, coS fg—bxd:ﬁ_—? a(1+(’ a (XV)
iitber in

W (0, K) =

1 K 1 1 K*
= — 4+ — ‘(1—}-8—_ x,2>'
2 (Vz stn) 2 Y )25 (M) Bl

Aber auch diesmal wird man das Korrekturglied
vernachliissigen diirfen, wodurch man wiederum erhilt

1 K

Anmerkung 1: Handelt es sich um einen Bestand
von gleichartigen Versicherungen, deren einmalige Primie
durchgingig nach der Formel

k=l—n

) L (1) k o(1)
g{:;:—|-n _ Z A*—llpm+7l L 893"}‘”‘]‘}“' +

k=1

fe=l—n
(2) ko o(e)
+ Z I;*Hp z+n v Sa:-—f—n—{—la
k=1

berechnet wird, so findet man die Wahrscheinlichkeit und
das Risiko aus der Formel

R
P(K):Eer ot o

in der man zu setzen hat



k=l—n k
k (1) . _ 1—v i +
- (1) (’U S 2 .’BVTL 1 2 1= ) Zi
Y= ( : k-—llpm—HE & R ’

fe=1

h=l—n

L r~ft’ 2 el o y
+ Z 1~_1;Pﬁn e(b V= Fa )z'

1_1)3_” S
T zi

(WVIJ+P£E

+ —n m—l—n (XIII>

Anmerkung 2: Bei einem Bestande von gleichartigen
Rentenversicherungen, deren einmalige Primien durchweg

nach der Formel
={—n

1) 1 e gl
~a‘m -+n T Z /c——np w-|-n v ax+n+k

}l- =1

berechnet werden, kann man zuniichst wie im vorher-
)

gehenden Abschnitte verfahren, indem man in der all-

gemeinen Formel

T

P(K)— 21 erﬁKzfdz

T

I

tiiv die generierende Funktion X den Ausdruck wihlt

k=l—n k
% g,(1) _p 1Y Yy
' E : (1) (” & Ll —aVn— Py 1— )
X k—1| pm-{—n & i ‘ |

k=1

k= =l—n 1—?Jk

—(mV7a“'“P:c 1— )M
+ Z lz-—1|pa,—fn Y +

( L l—vl’ n) Lk
3 e Ze
I l-np( ) 6 'l >

x{-n

(XIV)
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Will man jedoch das durch die etwaige spitere

Rentenzahlung erwachsende Risiko von vornherein beriick-
sichtigen, so hat man in der allgemeinen Formel

P(E)=

A
/Ze L P
27

der erzeugenden Funktion Z die Form zu geben

k=l—n P2 1—vF1 l-mvk) ;
z 1

= ; — o3 Vo — P
— E (1) Zj (?’ 1—y  EFTR T 4
Z k—1]| pm—l—n fy—1] q:c—}—n—}—k &

k=1 I’"lﬁl

kml_-—.‘n ( v + P 1 Uk ) .
(2) —la"n BT ]
+ Z‘ /e—1|pm—§—n e = +
k=1

‘ 3
1—pl—n

+ 1t oot 2 T ) SN L)

Den Wahrscheinlichkeiten ] pi}in und ft] pg_n

sind dabei die erweiterten Bedeutungen des Kapitels I,
Abschnitt A, Anmerkung 2, beizulegen.

Anmerkung 3: Will man sich auch bei der Darstel-
lung des Hattendorffschen Risikos des Laplaceschen Ver-
fahrens bedienen, so hat man in dem allgemeinen Ausdrucke

7T

—7T

fiir die Erzeugende X zu setzen
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k-.:l-—n

X -”' (p(]i— o e " Setntre—a Vot =7 allut 1) 5|
xT—+n —-1

k~1

g € T
)"" s
3

_(3) —oF Oy p)2i el :(c-{—n ;
+ Pingna € ,  (XVD)

oder in dem allgemeinen Ausdrucke

; 1 - —8Rzi

fiir die Erzeugungsfunktion Y das Gebilde

k=l—n

T (1 oepesn s
—1
() ’
(2) g g /REXS (3) r—1P e+n
par 2 RETNRY +pw+-n—}—k—1) (XVII)
einzufiihren. B

Die Grisse & wird dabei durch die Gleichung bestimmt

k=l—n
i (3) f.-l
k_
in welcher
k=l—n
(3) k—1 L
Z iBain ¥ i
k=1

den sogenannten Versicherungswert von Wright eines
jeden der s untereinander gleichen Vertrige darstellt.

(Schluss folgt im néchsten Heft.)



	Zur begründenden Darstellung des ferneren Risikos verwickelterer Versicherungsformen

