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Zur begründenden Darstellung des ferneren Risikos

verwickelterer Versicherungsformen.

Von Hans Koeppler, Berlin.

Einleitung,
Während das fernere Risiko jener Versicherungs-

arten, die nur auf den Todes- oder Erlebensfall je
einer Person abgeschlossen werden, eine Verhältnis-

massig häufige Bearbeitung gefunden hat, wurde dem
ferneren Risiko verwickelterer Yersicherungsformen
bisher eine viel geringere Beachtung gewidmet. Wird
nun der Theorie des Risikos überhaupt eine grössere
Bedeutung beigemessen, so ist dieser Umstand zweifeis-
ohne merkwürdig. Gerade verwickeitere Yersicherungs-
formen, wie es beispielsweise Invaliditäts-, Heirats-
aussteuer-, Ledigenversicherungen usw. sind, lassen in-
folge der meist noch mangelhaften Rechnungsgrund-
lagen Yerluste befürchten, während der Betrieb der

grossen Lebensversicherung unter normalen Verhält-
nissen stets gewinnbringend verläuft.

Yon den wenigen, auf verwickeitere Yersicherungs-
arten Bezug nehmenden Darstellungen, die dem Yer-
fasser bekannt geworden sind, erweisen sich einige

nur als Annäherungen, keine einzige derselben aber

wird analytisch begründet.
0



— 124 —

Um diese Darstellungen kurz anzuführen, erinnern
wir uns zunächst der bekannten Abhandlung Haus-
dorffs „Das Risiko bei Zufallsspielen", in welcher

man zwei Entwicklungen der gedachten Art vorfindet.
Die eine, auf einer allgemeinen Fassung des Problems

fussend, führt zu einer beachtenswerten Näherungs
formel, deren Brauchbarkeit wohl aber nur vereinzelt
gutgeheissen werden dürfte. Die andere Berechnung
beschäftigt sich mit der vor einigen Jahren in den

Vordergrund gerückten Lebensversicherung bei Be-

rücksichtigung der voraussichtlichen Rückkäufe, kann
aber leider nicht als einwandfrei bezeichnet werden.

Der mittlere Gewinn oder Verlust von Witwen-
und Studienrenten, welcher, wie sich zeigen lässt, gleich
ist dem durchschnittlichen Risiko, wurde von dem

Holländer Peek berechnet. Die Peeksche Arbeit, die

diese Berechnungen enthält, stellt übrigens keinen
Beitrag zur Theorie des Risikos selbst dar, sondern
sucht die Aufgabe zu lösen, wie man zu einem Ver-
fahren der rationellen Bemessung der Prämienzuschläge
gelangen könne. Entsprechend diesem Ziele trägt die
im zweiten Bande der Zeitschrift für die gesamte
Versicherungswissenschaft (1902) veröffentlichte Ab-
handlung daher auch die Überschrift „Über eine

rationelle Methode der Bestimmung des Zuschlags".
Ferner hat Küttner das fernere Risiko einer In-

validitätsrento mit Rückgewähr zu ermitteln angestrebt,
indem er die Lösung auf jene einfacher Versicherungs-
arten zurückzuführen versucht hat. Enthalten ist diese

Darstellung in der Küttnerschen Sonderschrift „Das
Risiko der Lebensversicherungsanstalten und -Unter-
stützungskassen", welche als Heft VII der Veröfient-
lichungen des deutschen Vereins für Versicherungs-
Wissenschaft erschienen ist.
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Auch „Die Mitteilungen des österreichisch-ungari-
sehen Verbandes der Privatversicherungsanstalten"'
weisen eine grössere Untersuchung auf, die sich vor-
uehmlich mit dem ferneren Risiko schwierigerer Vor-
Sicherungsarten beschäftigt. Die im dritten Hefte des

zweiten Bandes neuer Folge der Mitteilungen ent-
haltene Abhandlung (1906) trägt die Überschrift

„Studien zur Theorie des Zufallrisikos in der Personen-

Versicherung" und ist von A. Spitz verfasst worden.
So umfangreich und eingehend diese Arbeit in
mancherlei Hinsicht auch ist, trifft sie doch auch
der Vorwurf, die analytische Darstellung hintanzu-
setzen.

Schliesslich bemerken wir noch in der Kongress-
abhandlung Aranys (Gutachten, Denkschriften und

Verhandlungen des Sechsten Internationalen Kongresses
für Versicherungswissenschaft, Wien, 1909) eine ele-

mentare Berechnung des mittleren ferneren Risikos
der Witwenrente und der Studionborsonversichorung.

Hinsichtlich der luvaliditätsversicherung und ahn-
lieh berechneter Versicherungsarten hat sich der Ver-
fasser bereits mehrmals mit der Theorie des ferneren
Risikos beschäftigt. Die vorliegende Abhandlung, welche
diskrete Prämienberechnung voraussetzt, stellt eine

Zusammenfassung, Verallgemeinerung und Vorvoll-
ständigung der nachstehenden Arbeiten dar:

1. Der mittlere Gewinn oder Verlust bei der In-
validitätsVersicherung. (Osterreichische Versiehe-
rungszeitung; Wien, 1909 und 1910.)

2. Die Darstellung des Risikos einer Rente auf den
Invaliditätsfall bei kontinuierlicher Prämienho-
rechnung. (Assekuranzjahrbuch ; 36. Band, Wien,
1915.)
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3. Zur Theorie des ferneren .Risikos einer Invalidi-
tätsrente. (Sonderabdruck aus dem 41. Jahrgange
der Osterreichischen Revue; Wien, 1916.)

4. Die Darstellung des ferneren Risikos einer lebens-

länglichen Invaliditätsrente. (Der Versicherungs-
freund und Volkswirtschaftliche Post; Wien,
Nr. 1/2, 1917.)

5. Das mittlere fernere Risiko der Lebensvcrsiche-

rungen bei Berücksichtigung der Rückkäufe.
(Svenska Aktuarieföreningens Tidskrift; Uppsala,
1917.)

6. Die Berechnung des Risikos der Invaliditätsrenten.
(Archief voor de Yerzekeringswetenschap, Deel

XYII, Afl. 4 und 5, s-Gravenhage 1919.)

7. Zum mathematischen Risiko der Brautaussteuer-

Versicherungen. (Archief voor de Yerzekerings-
wetenschap, infolge des Krieges noch nicht er-
schienen.)

8. Zur Darstellung der Wahrscheinlichkeit der Ab-
weichungen eines vermöge Beobachtungen dar-

gestellten Erwartungswertes. (Nyt Tidsskrift for
Mathematik, Kopenhagen 1919.)

9. Bemerkungen zur Darstellung des mathematischen
Risikos der Witwenpension bei Berücksichtigung
der Aktivität und Invalidität des Ehegatten.
(Infolge der widrigen Verhältnisse ist über die

Veröffentlichung im Archief voor de Yerzeke-
ringswetenschap noch nicht entschieden.)
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Erstes Kapitel.

Das Risiko des einzelnen Vertrages.

A. Mittlerer Gewinn oder Verlust oder durch-

sclinittliches Risiko.

Zwei Personen spielen ein Spiel von begrenzter
Dauer, welches in gleiche Abschnitte geteilt ist.

Es stelle C^, den gegenwärtigen Wert dos Preises

vor, welchen der Spieler vom Spielhalter empfängt,
wenn das zum Gegenstande des Abkommens gemachte

Ereignis im 7f'°" Spielabschnitte stattfinden sollte.

Fernerhin bezeichne 2?^ den gegenwärtigen Wert der
bis zum Ablaufe des Spielabschnittes Vertrags-
massig zu leistenden Einzahlungen, welche mit Zinsen
und Zinseszinsen anzusammeln sind.

Sodann beträgt die mathematische Gowinnerwar-

tung des Spielers

to
fc=l

während sich die mathematische Gewinnerwartung
des Spielhalters auf

fc=i fc=i

belaufen kann.

In diesen Ausdrücken bezeichnet
^

die Wahr-
scheinlichkeit dos Spielers, dass das gewinnbringende
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Ereignis im V®" Abschnitte der Spieldauer eintritt; und
die Wahrscheinlichkeit des Spielers, dass infolge

von andern verlustbringenden Ereignissen, welche das

erste Ereignis ausschliessen, das Spiel im #•» Ab-
schnitte aufhört, ohne dass von Seiten des Spieihalters
eine Leistung zu erfolgen hat.

Damit dieser Vertrag einer gerechten Wette gleich-
komme, müssen die Bedingungen erfüllt werden

+!>?:, 1

fc=l 7c=l

und

Daraus folgt

V A L - -e, « (3)

fc=l fc=l

Indem man die Vereinfachung einführt

^7d—1 I 1

lässt sich die mathematische Erwartung des Ver-
Sicherungsinstituts auch in der Form schreiben

<*>
fc=i
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Bei Aufgaben der Praxis wird es sich vorwiegend
um einen alljährlich zu entrichtenden konstanten Bei-

trag i? handeln, welcher einer Jahresprämie gleich-
kommt.

Bezeichnet man ferner durch die Wahrschein-
lichkeit des Spielers nach Ablauf von & Spielab-
schnitten noch im anfänglichen Zustande zu beharren,
ohne dass eine Entscheidung stattgefunden hat, so

wird man die Verlusthoffnung des Spielers auch in
der Form

fc=h/2

«f 2>!°WA 0)
fc=l

darstellen können.

Um nun den Zusammenhang zwischen 7i,, und

J?,. festzustellen, erinnere man sich, dass stets ist
(Landré) :

k=h/2

„(3) _V„(D+(2)

Setzt man nun diesen Wert in (4) ein, so er-
gibt sich

fc=h/,>

<'=2
fc=l

__ V „(D+(2) 1 ~ ^ 7?

r=7".
fc=i

daher findet man durch einen Vergleich mit der
Formel (2")

K'-^o
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1 fc
1 — y

1 — y

also
1 — v

£„ i?„o *i_„*
Aus der Grleichung folgt dann weiter

0 fc=^l/2

fc=i

Würde man die Yerlusthoffnung des Spielers in der
Form schreiben

±/z

so ergäbe sich
Ä'=l

fc
1 — y &

1 V 0

also

B F F r(r*-l)

Bei dem hier betrachteten Spiele wird als mathe-
matische Dauer derjenige Wert m von /c bezeichnet,
für welchen ist

^m+l -®m+l ®

und

C — FJ >0.m 771 -—



Man kann daher näherungsweise annehmen

(7 — # 0.
m m

In der auf diese Weise entstehenden Gleichung

S =Cm m

hat man zu setzen
-t 77
1 — v

oder

£ 4-B777 71 I

0 1 — V

1 77
1 — u

« 1 — v '

sofern beim Ausgangspunkte der Betrachtung bereits
das Deckungskapital D als vorhanden angenommen
wird (vgl. Bohlmann „Lebensversicherungsmathematik
in der Enzyklopädie der mathematischen Wissen-
Schäften").

Ähnlich den für die einfachen Yertragsarten gelten-
den Leitsätzen verstehen wir nun unter dem Ausdrucke

(i).
fc=?7i 7c=m

?C=l fc=l

den mittleren Yerlust des Unternehmers und unter

5 (2).

7c=Z, fc=Z,

jc=m+l fc=m+l

den mittleren Yerlust des Spielers.



— 132 —

Diese beiden Gebilde lassen sich durch eine ein-
fache Überlegung darstellen. Solange ist 3> >

erleidet der Spielhalter einen Vorlust. Die reine Ver-
lusthoffnung des Unternehmers beträgt hiernach inner-
halb der mathematischen Dauer

Für den Verlauf der mathematischen Dauer besteht
aber für den Spielhalter auch die absolute Gewinn-

hoffnung

daher stellt jV.'' seine mittlere Verlust-
hoffnung dar.

Nach Ablauf der mathematischen Dauer kann
der Unternehmer nur noch gewinnen, während der

Spieler dementsprechend ausschliesslich verlieren würde.
Die Verlusthoffnung des letzteren besteht aus den

beiden Teil-Verlusthoffnungen

s,=T>U (c«-£y-

V' Z>U(e,-C„)

und
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mithin ist auch

12®

Als ein Kennzeichen für die Richtigkeit unserer
Darstellungen ist die Erfüllung der Gleichung

iff — -Sf iff 0

anzusehen, die auch in der Tat besteht.

Der mittlere Gewinn oder Verlust ist aber auch

gleich dem durchschnittlichen Risiko, welches durch
die Formel definiert wird

k=h/2

4ZI* ~ - ü-. I •

fc=l

Da nämlich die Umformungen vorgenommen werden
können

''=h/2

~ 7c=l

7c=m

fc=l

*--h/2

7C—771—j—1

/f=m

7c=l
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fc—Zj/2

-Z [A (0,-^-3-,^].
fc=7?l+l

so findet man

2 + i2® 2 2

woraus wiederum folgt

=*f ^o-

Wir wenden unsere Untersuchungen nunmehr an

auf eine gegen Jahresprämie abgeschlossene Versiehe-

rung, bei welcher der Eintritt der mit den Wahr-

scheinlichkeiten zu0|-^ ' Z—1|-*^ »

erwartenden, sich einander ausschliessenden Ereignisse
(£,. ($ (£j_ die Auszahlung der Summen

®*+i> ^+2' ^+3' • • » Folge hat.

Ist gemäss dieser Vorausschickungen

fc=l

die einmalige Prämie dieser Versicherung und, in
Übereinstimmung mit unseren früheren Erörterungen,

7C=1

der Barwert der zugehörigen Beharrungsrente, so ist
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31
œ_

die Jahresprämie dieser Versicherung.
Setzt man für die natürliche Prämie des (aj + fr- 1)'

Jährigen

P»+fc—1 ^ ~ ^iü+fc—1

so kann man auch schreiben

fc=Z

iJ3> „t-1 51*.-2 «*? *.
/t—1

Wendet man darauf auf den rechts vom Gleich-
heitszeichen stehenden Ausdruck den Mittelwertsatz an

6 6

2] </> (a?) y (V> V [a + 0 (fr — «)] 2 (^),
a a

so folgt
a^,

und hieraus
3k.

3? —
a,

Hiernach ist die Jahresprämie auch gleich der
durchschnittlichen natürlichen Prämie. Diese Eigen-
schaft aber fördert das Verständnis für die Jahres-

prämie in zweckdienlichster Weise.

Da für eine Versicherung der geschilderten Art
die reine Verlusthoffnung durch die Gleichung

' X' *.



— 136

gegeben ist, so stellt der Ausdruck

jy(2) _ p /V
CC 0 ^ K I fc—1

A:=Z

(!)+<*) 1-/ (3, 1-«"
lAz l_.y l_v

fc=l

die reine Gewinnhoffnung des Instituts dar.

Dies geht zwar schon aus den früheren Unter-
suchungen hervor, doch wollen wir zunächst noch eine

zweite Darstellung folgen lassen.

Da nach Voraussetzung ist

VI
7c= 1

<D+U) | (3) j7c—lFar « '

so lässt sich der vorstehende Ausdruck umformen in

(2)
P

1 — V
^ fc=l '

Beachtet man nun, dass man nach Wittstein
setzen kann

W)+(W_ „(»)_ (3)

/c—1| "33 A — 1-^Z ïA >

dann erhält man

(2)_
P

1 — ?;

7c=7

^ ~ 2 ~^ ^ "
\ 7c=l ^

p«
1 — V

fc=7 fc=(—1

7c=l



137 —

Nun ist aber

fc=Z

"V (3) fr-1> « a,
7c=l

folglich
fc=7

/C=l

V „(3) „ ,V/ J fr"Ii"

A=Z

V (3) fr -,/ » y a — 1
•

cc a?

/c=i

Es ergibt sich sohin

X'=t=T^-"^ + ^-I]

Führt man in dieses Ergebnis den Wert von y
ein, so findet man die Bedingung

bestätigt.

Die Jahresprämie P^_ als unbekannt annehmend,
kann man dieselbe, wie Landré gezeigt hat, auch aus
der Gewinn- und Verlustgleichung

fc=Z 7,

p
1 —p(o)_y ««/«*»

>; 0 l-llG t ^
fc=l

fr=i
1 — u ,3, „ 1 — yV „(2) p i E „(3) p/ i Zc—1|-^£C x ^ Z-*» a; ^ ^

7C— 1

: 0
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ermitteln. Durch einfache Umformungen bekommt man
aus der letzteren mit Berücksichtigung der Formel

a y» Z_j fc—1K® 1 D 1

7c=i

den bekannten Ausdruck

31.
P

a*

Da die mathematische Dauer dieser Versicherung
durch die Gleichung gegeben ist

r(r"-l)
x 7. 1 ^ Pc+m '

so kann man sogleich folgern, dass der mittlere Verlust
des Versicherungsinstituts beträgt

fc=l

fc—m ^

-2v.il»'" + ,-.pV r. 't-Ti'' (I)

während der mittlere Gewinn desselben sich belauft auf

(2) Vi »P> i „PMV» p —1)Y( 0^4- ï/")/'P/ Afc-iPx i fc-ipx / " "x
7?'

a? o / j —11-^ a; l fc—1|^« ^ # y ^
7c=m+l

+ P «' ^VUr'—Z »-4" "" ®.+» 00
fc=wi 4-1
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Die Formeln (I) und (II) lassen sich durch ein-
unddenselben Wert ausdrücken. Setzt man in (I)

/<—771

fc=l

A.—771

/5) V( „(«J. „<*>)!/ Afc—lFü! ' fc—1F« ' 1

-t /t1 — w

I r(r"-l)\
'« TTl^œ " y^X+771 I ^^ y 7

(3) 771

so erhält man

?(D ___ ar _ „(»)5^ a — p^i^a —
; 0 œ 771-^a? cc-f-77i

—p
^ 1 "

(3) „ (3) r — V

te—» 8te+m —^ -y—

I -P a + p® P"
2? CC 07 I 771-^ IC p. r(r"— 1)

r— 1

+ m ^x^c+m)

Es ist aber

a? ^j a?-|-77i >

21 — P a F
£-{-771 37 ^£-{-771 « 771 '

folglich ergibt sich

(HI)
10
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In der Formel (II) setze man

fc=Z fc

V( «Oj. pW)
*

/ i
^ Ii:—ll-Z ü T Jfc-l|7® / J

&=77Î4-1

A:=Zl'~l -, 777 i 771 /-, 7C —7?7\^V „<!) I „00 \ (* '
/ j

^ fc—l|-^£C " 7C—l|-^iC ' ^ ^
fc=777-f 1

(3)
1 ^+ ip* -y+r

7c—Z

V( «®_L w®)_/ I
^ t-l|ra r Zc-Ii^x z ]

7c=m-f-l

-j 7c—7/7 i Z

I ,,V( „«_L u®) ^
1 n®

—l|^aj fc—^^ Z-^aj ^ ^
7c=w+l

^ 771

=o>r-,^') l_-y '

7 791\(-< t 797\ -, i
a — ^

I

£» + 772. Z—777-^£»-|-7?7 ^ ^ y £» J

-<777 -<777
(3) 1 — ü (g) „j (3) I — V

»A T^V + »A " *W ~ A
„tti „7 -,

Z

__ -n(3) ^
1 ,43) 1 "

* ai 1 „, » Jia:A 1 —y ^A l—v

t3) »/r(r"-l) \
V—1 +*WJ'

7c=Z

dl ^ ?/'" Ä »® ?;" 21
' ' / ^

fc—1-2
£C £»"4~Ä: 777-^ 07 iC-}-^

fc=m + l
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Es folgt sodann ebenfalls

üb) _ p (3) m / ?~P' 1) la ^
___

„(3) »» gj
c 0 ^ \ y 1 V <be+m/ m*as " ^œ+m

r /m -JN

,b." «" P„ -4-4—-eu.- 4«wjm-fx 1_ œ ] * a-'+m ' x "te-f-m'

»v (5' — 7 (III)

Wie oben nachgewiesen wurde, ist dieser Wort
aber auch gleich

p llv / | 0) /9 _ p T, _xW)~~ O /," C—l|7x l "»+fc x 1

l fc=l
'

-•-.|7 r,ü£=2 j+,!><" »'P,} ' <">

Besteht eine Yersicherung bereits mehrere Jahre,
so kann man über die Bemessung der mathematischen
Dauer verschiedener Ansicht sein. Das nichtigste ist
es wohl, nach Bohlmann den Begriff der „kritischen
Dauer"' des weiteren Versicherungsverlaufes einzu-
führen und sonach die neue mathematische Dauer
»w durch die Gleichung

y _j_ p JPILJuIL CV) ,§
œ 72. a; ^ 2 aî+«-}-m

zu erklären. Geschieht dies, so beträgt die Verlust-
erwartung des Versicherungsinstitutes

7c=m+l

x 7i / i fc—1-*#-}- aj-j-w+fc

fc=l
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+ fc_i| 2>1+J (xYIZ~) ' ^
fc=l

während die Gewinnerwartung don Wert hat

fc=î—m
(2) _ V"Z^ir'iC 71 fc-i |i^+« + fc-l| -Px+J (x *'

« + ]^Z^) +

„(8) / - „ 1—«+ j> : F + P
I /—^-IT 3.4.73 \CC 71 ' ;

Z—71

71-^ «4*71 \CC 71 I £C 1 /y

fc=Z—71

-2 .-Ä'»*«>+.+»• (V»
fc=?7l+l

Das beiden Erwartungen gleiche durchschnittliche
Risiko wird sodann nach der Formel berechnet

ar®» 4 2
fc=Z—71

(i) „,fc

Ä:=l

UJ «- er

fc-l|-^x+)4 4c+m+/c

— «W 4- F 4-P i —V-F
Vfc—H^x+Ii I fc-i|iV|-»7 \œ ' n œ j 2, /; l

+ (x 4 + ^4 1 _ 2, j j ' ^ ^

Mit Berücksichtigung der Formel

fc—771

^(fc-l|jPa4-»~t~ fc-H^+J 1 m4+»
fc=l
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folgt aus (Y)

i^ 2t — u'"sr — (l— y -a; ft fti-^ a;-}-w a?-f-w+w w^cc-f-ft' œ ft

- [ä*+« — »Ä» **" (a,+„+,„+ ' r-ä^)

" [(^»+» ^+») ~~ « ^»] +

+ Vi «"I" v /" + -? Z^Lzill_
I Tft-^ a? ft ' ' a; y 2

(^cc-j-w-f-w ^cc-j-ft-j-wi)

Es ist aber

^H-re -^œ a^+K — œ

,f„'- -i

91 p o F
cc-J-ft+w ce ^ce-f-ft+m cc n-f-m '

mithin ergibt sich

cc"^ft
?ft^cc-f-ft ^

cc *;+,„) • (vni)

Denselben Wert findet man aber auch aus (YI)
mit Berücksichtigung der Beziehung

fc=Z—

o®
-ft-* £C -j-7i

fc=?ft-j-l

i—i.—/t

2 fc_i|PL+ + fc-ni'L+J + i

p(» _ I p») „<«
^•Tft*Z—ft-^ai-f-ft'' I Z—ft* a?-f-7a m* cc-{-ft '

deren Anwendung zu der Darstellung führt
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~ ~ ft?, -t 3; ' - -£C 71 7fta?-(-71
r (r— 1)

*£C-f-72+7ft

1 *(&) 7ft / -T-7- 7ft\ (3) 7ft rvf
-+- ?r ' v K r — » I y ïl' 7ft-*- £c-|—^a; 7?- ' 7ft-*- a;4-ft ;7ft-* #-{-ft CC-J-ft+'OT

(3) 7?l
W V

7ft-t ai+ 72.

7
y + pwe 77 ' a? ^^ /

(^a?-f-W-|-?ft ^e ^»-f-W-f-Tft)

jp(8) m,o y^ai-j-ft \ a? —{— 77—|—77Z- a? 77-{-7ft/ (VIII)

-Awwer/wmc/ 1 : Ist auch von dem Eintreffen der ein-

ander ausschliessenden Ereignisse gg,..., welche

mit den Wahrscheinlichkeiten <,|£p

erwarten sind, die Auszahlung der Summen ^+-'
^ly-3 j • • • abhängig, so hat die einmalige Prämie der

Versicherung die Form

7t=7

7c=l 7t—1

Für eine Versicherung dieser Art gibt es keine
mathematische Dauer, weil der Vertrag als eine aus den

Teilversicherungen

7t—7.

und
7c=l

fc=7

® Zu fc—lr » "œ+fc
7t—1

zusammengesetzte Versicherung anzusehen ist.
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Liegt eine Versicherung der beschriebenen Art vor,
so muss man fiir jede Teilversicherung' sowohl die mathe-

matische Dauer, als auch den mittleren Verlust oder
Gewinn gesondert ermitteln. Man findet hiernach fiir den

mittleren Gewinn oder Verlust der ganzen Versicherung

+ (IX)

Mwmertomgr Ersetzt man die Summen

S durch die Rentenbarwerte a^j, a^L; a^i..,••• >

so geht die einmalige Prämie

fc=l

über in

"H=Z ^ '
fc=i

und es handelt sich nunmehr um eine Versicherung, bei
welcher das Eintreffen der einander ausschliessenden Er-
eignisse Gs @ @ eine Rentenversicherung in Wirk-
samkeit ruft.

Um aber eine möglichst genaue Prämienberechnung
ausführen zu können, hat man diesenfalls den Wahr-
scheinlichkeiten und eine erweiterte Be-

deutung beizulegen.

Da nämlich die Ereignisse in Laufe des Jahres

eintreten, der Rentengenuss jedoch erst mit Beginn des

folgenden Jahres anheben soll, so muss man einerseits
unter ^ die Wahrscheinlichkeit verstehen, im /c'®"

Jahre rentengenussberechtigt zu werden und das Ende
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des Jahres als Rentenbezugsberechtigter zu erleben.

Anderseits bedeutet dann die Wahrscheinlich-

keit, im P®" Jahre aus irgendwelchen Gründen aus-

zuscheiden, ohne vorher Renten bezogen zu haben.

Bei Verträgen dieser Art könnte man nach Peek
den Standpunkt vertreten, dass das aus der Rentenge-
Währung erwachsende Risiko von vornherein in Anrechnung
zu bringen ist. Peek berechnet nun den mittleren Verlust
des Institutes einer derartigen Versicherung nach der
Formel

7c=l

wobei eine Funktion von Zc ist, welche aus den

Gleichungen
fc

I
1 «• 41 — V fc 1 -

1 — u 1 — ?;

oder

P r(r^—1) 1—
r — 1 1 —-y

bestimmt werden kann.

Die Formel (X) ergibt sich durch Umformung aus
dem Ansätze

fe=7
*- r (/-!)'^-2 **2 ^

1 A-'i—
1—v ® r—1

/ j A.—l|-*-œ

fc=l

„W _o(D _|_
<Vf-Zc I

1—„ >' (r'* — 1

+ mJW- 1 TT" mJW ^
^ y ® y —_ 1
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Y »w/ i«w' / fc—11-1 3; "-l|^ " mi- "œ+S: ' (X)
fc=l

Um sich von der Zulässigkeit der Formel (X) zu

vergewissern, hat man die entsprechende Gewinnerwartung
des Institutes darzustellen, welche offenbar durch den

Ausdruck gegeben ist

/C=i

=2 *-,k" »'
/C—1

V «' /p i"''
/Cj—l|*»-|-fc 1

3? y J 1 — -y

fc,=i

7c=7

4-V ,,(*> „fc P
»'fr* —1) „(8) jp r(r'—1)

A:=i

fc=l

=Z. -,,k" »*

fc=l

(i)

1
m j. Pœ+7c ^ 4

1—ü"*
P.,'cc-|-fcw^ 2 2/

fc=Z

(2) ,/r p r(r" — 1) (3) 7 p r(r - 1)

^ 2
i z* a? te 2

=S,.„*•!%'
fc=l

r — 1 ^cc-J-fc m/f |
~~t~

fo=Z

V « / p Kr - 1) (3, ip r(r'-l)
i t-lF» œ j-_l ^ ®

y 1
7c=l
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t=z

P„ a
£C CC

a-

/ ; fc-ii-P» ^ %+vfcj
Jt=l

fc=Z

-2 «*•<"
fc—l|i'as "œ+fcm^l

fc=l

7c=?

2«^/ law
fc— ll-^aî 7717*1 ÎCa? 777^1 (X)

Ä.—1

Es ist also

*/• */.
Indessen kann man aber auch von der schon eingangs

dieser Anmerkung erwähnten Ansicht ausgehen, dass durch
Eintritt eines der Ereignisse © ©j, ©„,• die Haupt-
Versicherung erlischt und der Versicherte die Mittel zur
Erwerbung der Anwartschaft auf die in Aussicht ge-
nommene Rente erhält. Sodann erübrigt es sich, das von
dem späteren Ableben abhängige Risiko in Erwägung zu

ziehen, zumal ja nach Eintritt eines der Ereignisse ($,.

die Versicherung einem anderen Verwaltungsbereiche über-
wiesen wird. Der mittlere Gewinn oder Verlust wäre also

in Übereinstimmung mit den Formeln (III) und (VIII)
nach den Formeln zu berechnen

A ,,P! (XI)

A «A. An-m ~ -A) • I

Will man dem aus der etwaigen künftigen Renten-

gewährung erwachsenden Risiko ausserdem noch Rechnung
tragen, so kann man den mittleren Verlust oder Gewinn
der künftigen Renten gesondert nach den Formeln
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s»;=2i-„ïL"*"2vhä»*(î-T-"**) <*>

7,'=1 tpffljrl

oder

A'=7 ''i='»fc

g^"_V V A (a^ — - — (2)^cc — /-I fc-ll^a / I
fc,—ll^ic+fc + | y/

fc—1 Ä"j—1

darstellen, wobei die mittlere Rentenbezugsdauer durch

die Gleichung

a<«
»+'<-' 1 —y

bestimmt wird.

Der Ausdruck (1) geht vermöge der Beziehung

1 _„"*+» l-_.v»k l_v»
— L

1 — V 1 — i> 1 — r

Uber in

•>>. =2 3ü_i|l»i^ ^ (-»X+ Jk l

' + m>L"
A=1

7c=Z

- m' a'"
tc+ fc

(xii)
A-=l

Aus (2) folgt aber ebenfalls
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fc=l

mj.^œ+fc) ®œ+fc ^4+fc 0ij) ~t~
(1)

1 _ „ _

1 - w"* I

2 *:-i|i»L^ ^ K+fc—)
fc=i

fc=«

vZjfc-
fc-1

(1) fc
-II-PL » loO)

Wfc **cc-}-fc ' (XII)

Wegen der Beziehung

l„(i) _„(0 „(D __
I tc+fc »-f-fc cc-j-fc w^.

kann man aber dem mittleren Gewinn oder Verlust aus
der künftigen Rentengewährung auch die Form geben

^ "'k — J *-irf ** 4+fc^: •

fc=l

B. Mittleres Risiko.

Die Untersuchungen des vorigen Abschnittes führen

zu der Erkenntnis, dass dem durchschnittlichen Risiko
der ferneren Dauer zufolge der mit der Praxis nicht
im Einklang stehenden Bewertung der von Jahr zu
Jahr in Anrechnung zu bringenden Deckungsmittel
nur eine geringe praktische Bedeutung beizumessen

ist. Da man bei der Berechnung des ferneren mittleren
Risikos, wie es Bremicker und Wittstein einst dar-
gestellt haben, von denselben Voraussetzungen ausgeht,
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so scheint es, als wenn man dieser Risikoart auch

nur einen wissenschaftlichen Wert zuerkennen darf.

In dieser Anschauung wird man übrigens bestärkt
durch die Ausführungen in Professor Landrés „Ma-
thematisch-Technischen Kapiteln zur Lebensversiche-

rung" am Ende des Abschnittes „Prämie und Reserve,

abgeleitet aus dem Barwerte des Gewinnes". Lässt

man sich aber durch diese äussorlichen Eigenschaften
des ferneren Risikos nicht beirren, so wird man bald
einen andern Standpunkt zur Methode einnehmen.

Durch eingehende Untersuchungen gelingt es, einige

Eigenschaften des ferneren Risikos aufzudecken, die

seine Brauchbarkeit und Anwendungsfähigkeit ausser

jeden Zweifel stellen. Da das mittlere Risiko ver-
wickelter Yersicherungsformen bisher auch nur vor-
einzelt besprochen wurde, so verlohnt sich ein allge-
mein gehaltener Yersuch einer begründenden Dar-

Stellung auch noch aus diesem Grunde.
Wie vordem botrage die mit clor einmaligen

Prämie übereinstimmende absolute Gewinnerwartung
des Spielers

die absolute Gewinnerwartung dos Unternehmers dar-
stelle.

Ein durch die vorstehenden Gewinn- und Yerlust-
hoffnungen beschriebener Yertrag ist, wie wir sahen,
als ein gerechter anzusehen, wenn die Bedingungen

während auch hier der Ausdruck

fc-b/2

<>==i>Lr-E,
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*•-*1/2

yyy=i/ j -* «-—i

7c=l

— S"^ 0

erfüllt werden. Die letztere derselben können wir in
den Formen schreiben

7e—Z9

p(O)
*0

fe=l fc=l

ä* =2>s, (<?.-^ **=»

7c=Zi 7c=
• (i)

•Eä (t',-«e+üj)£, e-E,) «

7c=l

Quadrieren wir darauf die Beträge (Cj,— -Ej,)

und — -E",..!, so verstehen wir unter dem Ausdrucke

7c=Zi 7c=Z,

et- E/>"+y!»A Ä)* OD
fc=i /c— 1

das Quadrat des mittleren Risikos. Dasselbe hat
beispielsweise die Eigenschaft, in bezug auf die absolute

Gewinnhoffnung ein Minimum zu sein ; denn man
erhält aus den ersten Differentialquotienten

7C=?2
Ç t T2 7C=ZJ 7L'=?2

fc=i fc=i ;.-=i

also

1/2

A'=l A=1
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während aus der Summe der zweiten Differential-
quotienten folgt

also

<5 ÜJ
fc=l « \ Ä-l fc=x

°->o.
<Wfei ^ ^

Diese Art der Minimumbestimmung scheint gegen
die übliche zu Verstössen, doch vergegenwärtige man
sich, dass man die absoluten Erwartungen zum Zwecke
der Risikoberechnung in ihre Bestandteile aufzulösen
hat und daher nur das Extremum bestimmen kann,
indem man jede der beiden Erwartungen als Funktion
ihrer Teilerwartungen betrachtet.

Handelt es sich wieder um eine Yersicherung,
deren einmalige Prämie den Wert hat

fc=l

und welche gegen die Jahresprämie

abgeschlossen ist, so findet man für das Risikoquadrat
den Ausdruck
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œ-ffc — P,
r — 1 /

+S»-,i"'" ''f-i" )+

(ni)

Hiernach hat Küttner das Risiko der einfachen

temporären Todesfallversicherungen, welche allgemein
unter dem Namen „Risikoversicherungen" bekannt

sind, in richtiger Weise behandelt, während die all-
gemeine Erklärung für das Risiko dieser Yersicherungs-
arten in der Broggischen „Yersicherungsmathematik"
als unzutreffend bezeichnet werden muss. Yor diesem

nur beiläufig erwähnten Irrtume bewahren übrigens
auch die vortrefflichen Ausführungen in der Czuberschen

Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Der Ausdruck (III) lässt sich auf eine einfachere,
für die numerische Berechnung geeignetere Form
bringen.

Setzt man nämlich

P
>2 ç,
œ-f-fc -y tc+fc

2

(1- 2v*+i>®*)
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so erhält man

fc=7 7J 7C=7

fc=l 7t—1

l—1>2 ^
7c=7

p.
l — w

2j fc-ll-P®' +2 fc-ll-^®
' +

7t=1

+ 1

p

P \-

7c=7

2
;c=i

7c=l

/>+<V + VV7c—11' 7* x

.1 —f 2
7c=l

Führt man darauf die abkürzenden Bezeich-

nungen ein
7c=7

7c=1

7t—7

2 «-P"»* (»*«,+») »"!
fc-1

7c=7

2'.-.id"+"'(<-'^,) a,=p,a„
fc=i

11
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2 fc-1 =Ac — 1 — (1 - V) a,,
fc=l

2 «"+Y" »"=4"= 1 - (1- »*) 4'.
fc=l

so ergibt sich dos weitern

Durch Yereinfachung und Zusammenfassung findet
man hieraus die endgültige Formel

,»„=]/«4+2 JAt 4" ~(r=+A ~ 4') (iv)

=]/«4+ 2 4^;4" 4" • (IV-)

Fügt man zu dem Radikanden des Ausdruckes

(IY) das Korrekturglied

hinzu, welches man umformen kann in

-<4)'+(rA) [i - (-4.4] - 2 (jA)4(I-4)=»



oder in

P / P-(«,)». », + (fp)'[i -<»,)*].

so erhält man die Formel

.A="|/ lK'-(»,)']+2^ (»"-«,».)+

+ (i^t)[4"-(»/]' (iv)

Diese besitzt, wie uns spätere Untersuchungen
zeigen werden, die grösste Anwendungsfähigkeit.

Für den Fall, dass

S Ä S
a?-{-l iC-J-2 cc—[-3

ist, wird

91®= 6'^f
2(Ü» 8'^ (2)

und man erhält aus (IY)

X=(W4~r) (r~T(i -4") m
Wie noch bemerkt werde, lässt sich der Ausdruck

(III) durch Anwendung des Kunstgriffes

1—/ W -P \ -Pxi/ A / r-v i ml m

P« x_y — ^ \Px+fc+ i_ j,/ x__„

auf die weniger brauchbare Form bringen
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iirWY
œ 0 ]

fc=l

+ /,_li-P;
P 5"

(2) / œ

*=' r

ZU

zc——îj-^flî y ^ -y

^j(l) a
1 j-t'® x+fc I

J ^ y

P \ 2 I

„2?-' _[_ „(3) / « \ ^ '

,Pî-t® 1 —V

p
+

/C—l

p(2) œ

fc—l]Pcc 1 y

fc I I

W + ,P
(3) a; Z

l —«
V' (V)

welche als die Hausdorffsche bezeichnet werden mag.

Weil aber ist

fc=Z

2 [fc-nY'(^+j.-+fzfv)i p„(2) .-2 /+
fc=l

+ «i>;
p(3) x Zw'=St — PLa,

P

^ 1—-y " "* ' 1—y 1 — r

so könnte man auch setzen

(Yhc Uf"_j.) +
I fc=l —

P

(2)/ ^x \*
+ fc-l|-P*

Im Falle die zur Auszahlung kommenden Summen
einander gleich sind, geht die vorstehende Formel
über in
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.1/'
.c 0

p

2(«~a
fc=l ^

w 4- »-t'as W fc-l!-P
,(2)

P

hP
(3)

P
S(1—tO + P,

(yb

Besteht die Versicherung bereits w Jahre, so kann
man bei der Bestimmung des mittleren Risikos von
der Reserve V ausgehen, welche zunächst in der

œ 7i o 7

einfachen Form erscheint

Y — or Pq
a; n œ-f-w a; *^a;-f-n

Führt man nun in diese die bekannten Werte ein

/ Pai-}-w+fc

fc=i

s=/—«

j =V W)+(2; 2 I (3) 1 ^
a?-p/2 / fc—l |-^a;+?z ^ y w^aH-w j^

£—w

fc=l

so verwandelt sie sich in
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• fc:=Z—72.

7 — y A" //# p .1 —\
; « ^_j fc-l|J7+n 7 Vc+n+A-' œ 1 -y /

fc=l

''=±7 -, fc -, 7-?j

- Y M® P — — P -fc—ll^x-f-w a; ^ Z—x-j-^ a? ^^£-1

Aus dieser Formel geht nun die Aull betragende
Gewinn- und Yerlustgleichung hervor

/C=Z—-92
-, fc

A®=2 ,-,py •)+
zc=i

fc=Z fc

4- 2 v-i4»+« (~* i ,• +
70=1

Z—P\J t—

cn»

Zu dieser kommt man aber auch, sofern man als

Gegenstück der absoluten Verlusthoffnung

7t=Z—p

7p') _ — __(1) -,fe Q

x ?Ï ^—1| cc-f-w-f-fc

fc=l

den Ausdruck

fc=7—« j.1 — 17#<*>= 7 + y, ,/yp yx w x n 1 fc—lj-* x-f-w x 1

fc=l

-, Z—

pZ—Ti-t x-f« # 1 2;
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als die absolute Gewinnhofifnung hinstellt und die

Bestimmung trifft, dass stets die Gleichung

// ' // '
33 w a? w

erfüllt werde, deren Umformung wiederum auf (YI)
führt. Quadriert man die Beträge

v Ä — Y — P..
1 — /

£c-|-7Ï-|-7C 33 W ® 1 y

und

1 ^
— U — P

03 ^1

so erhält man das als mittleres Risikoquadrat zu be-
zeichnende Gebilde

)*==y 5 _ 7 — p^03 7?/ fc—l|^03-{-?z\ 33 % 03 ^ ^ /

fc=l

fc=£—?i fco+y 11c ^ -f p v~" \ +• fc-l|-^a3+^ l aJ w I 33 2 y /
fc=l

Dasselbe hat die Eigenschaft in Bezug auf F^
ein Minimum zu sein; denn aus

d M )®
^•03 W'

d F
33

-2V„^J/,S', ,.-_7_-PK- _u - ' ~33-j-Wy O/'+W+fc » B 33 2

1-U
fc=l
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+ ^ 2 fc-iÄ» )+
fc=i

+ 2,-PÏi„(-^+^T^r) °

folgt

Ä"-Ä o-

Differentiiert man nochmals nach F so ergibt sich
a? w ' o

pf i¥ f
<i 7f

/c=Z—77 fc=Z—77

¥*> _1_
Z—77-^cc-{-?7~ \ 2 È-ll^œ+n + 2 +

fc=l &=i

also das Kriterium des Minimums

ff M )®

V > 0.
d( Ff^•CC 7?'

Ferner führe man die Bezeichnung ein

i"® ,s p *
œ 7î œ-f-77-}-fc œ ^

Man kann die Reserve dann auch in der Form
schreiben :
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fc=?—77

7 V 7^ 4-
ce « fc—1|-^œ-{-7i « 77 '

7c=l

7t=Z—77

4-V 7®_/s j _|_
I ^/j fc—il"£c-j-w 77 aj-f-w+fc' '

fr=l

+ 7'^'—.,).• Z—77-^ a;-{-77 « œ-f-Z'

Berechnet man nun mit genauer Beobachtung
der Zusammensetzung des vorstehenden Ausdruckes
die mittlere Abweichung der Reserve ^,7^ von den

Grössen 7'''' und den Grössen 7®—v'" S
a; 74 -C /«•

so findet man

fc=Z—77

V 1 F® — 7 V" 4-/ 1 fc—l|* a;-|-71 V» 77 œ 77/ '

7c=l

7C==7—77

4-^ 0® t 7® — /'$ — 7Y*4-
fc—11 ^cc-J-77 Va; a; a;—zz—|-ä" a; 77/

fc=l

+(X" W O'inj

und dieser Ausdruck ist wiederum nichts anderes als
das mittlere Risiko der Anreicherung nach w jährigem
Bestehen.

Diese Darstellung führt zu einer neuen Auffassung
des Risikos und hat auch den Yorzug, den bereits
mehrfach erwähnten Fehler, welcher bei der Bewertung
der anzurechnenden Deckungsmittel begangen wird,
weniger augenscheinlich zu machen.
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Um den Ausdruck (YII) auf eine möglichst leicht
anwendbare Form zu bringen, führe man die ange-
deutete Potenzierung mit 2 aus. Man bekommt so

te=Z—«

2
7t=l

^œ+n+i') " ^ ^ ^ic+B+l;
1 — r '

+ F+P\ œ 72 ' a?

1 —F
1 —v

te \ 2

fc=7—72 / te \ 2

+ 2 fc—ii-Pfc+« U ^ i ,7) +
7t-=l

as) / ^ ^ 1 —h
+j_a+«U^«+^

7—72\ 2

1 —u /

te=7—»

" ^ 7C-1|P1-|-M(^ ^L+B+fc)
te=i

2 7 4-\ a? 72 >

p feZ-K

œ ' « 1 y y / fc—i|P®-|-b ^ ' :c-|-B-|-7I'

te=i

y) 7C=7—72

+ ^lFI7 2 fc-i|^+» ^ '^+H+t +
te=i

/ p \ 2 / fc=ï-»

X yj i_\ [ V „«+(2) 1 7>' \» « ' 1 ;• / 1 / 1 fc—l|"œ-|-» I Î—œ-(-»
te=i
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C + yzzy) ^ ^ + ?- »^1+» ^ " j+

+(Ä)'( ZUzr^ -•* "V

Setzt man nun, wie im vorhergehenden Falle

fc=ï-tt

fc-lj-Pas+B (" ^x+n+fc) ~ ^L+m-'

7t'=l

7c=l—w

2 fc-l| ^®+» ^ ^ ^x+n+S.') ~ ^L+» '

Zc=l

7c=Z-ri2.,") ,<? 31
/c—1|-^ a;—w a;-|—tï-f-7c œ-f-w '

7c=i

fc=7—w

V „(D+(ä; / I „>'3)

fc=l

Ar+n — * (* *0 &»+» '

Ar=i—n

V „<!)+(« Sfc (3) „S(»-«)_
fc—11^#-{-« 7—#-{-%

Ä:=l

4^=l-(l-^)a5_„,
so ergibt sich
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P
C i¥ 1" — 21® 4- 2 - — 21® -W)!-> ^»+B I *

J ^ ^X+7!

P_ P
2 LT„+ f—4 / \5h-»+r=7 4°+»] +

/ P y- / P \*
4-1 — I j t2) I 7 _) A_

Vi U / X+Ji T \i » ' 1 D

Xun ist aber

P P
or _i 14 j — 9T y i
T+rc 1 j^ Te+» W+« i

J
P o

a; **œ+7*

7 -f -

; 71 '

P
X « I 1 f. '

daher erhält man die endgültige Formel

A =1 '«4+» T~ «4+(i~44

— LT.
P T

.* » ' l — «
(IX)

die sich auch umformen lässt in

1/ I
# 71 J/

21 (2)
P

X gj(l)
®+« 1 i) x+

P 9"

1 V)h-ay)-,i; (,r+2-J-L;) • (IX»)

Will man aus der Formel (IX) die Reserve F,,
entfernen, so bilde man auf Grund der Formel
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die Beziehung

P.
® ' " '

1 — u /

P

«1.4* +
P

X

+ 2

pM I
1 t) ""»•+»

P

— (^a+n)" 4-

' 4c4-» ^Ü-I~n 4"
1 (i »+»»+»' \1 ?;

<A.+X

Führt man nun diese in den Ausdruck (IX) ein.

eo lässt sich der letztere umgestalten in

-y|«a.-<®,+.)')+214 <**. - -w+
p

4- \r=47 (4S-»~ (4»+»)*) (IX")

Diese Formel zeigt eine vollkommene Überein-

Stimmung mit jener einfacherer Versieherungsarten.
Das erste Glied des Radikanden (21^„ — 44+«)')
stellt das Risiko bei einmaliger Prämie dar, während
die beiden folgenden Glieder die durch die jährliche
Prämienzahlung erwachsende Steigerung des Risikos
ausdrücken.

Beiläufig sei noch bemerkt, dass man zu derselben
auch gelangen würde, sofern man von dem Ansätze
ausgeht

fc=Z-n

fc=i

CÄi) e-ijPH-H 4 '4+n+r 4»+K) 4

+ ^ a.
I ^1 — u



— 168 —

Zc=ï—

+ fc-l|^(2)

ï-j-W

fe=l

5( l p (o 2 II
# y CC-j-« ^ +

,(3)

7—W^iC+71+ J-«P
1—v'

œ-f-w cc y""ic-j-w 2
+ -P.„ a, (VII*)

welcher aus (VII) durch Auflösung der Reserve

hervorgeht.

Da man aber auch setzen kann

r - i>_ VAlk a +?l ' X-l-ft CC ^

p
A

P.

so folgt ferner

1 — i> ®+" 1 — t>

1 «1 —f
ce-J-w-j-fc ic

"^oi
i[ ^

~ ^
1

p

^B+B + fZT^ 4B+»

und
i "•1 —u P

7 -Lp 7 r__(9]f I A_ J /'" * 1 f V ®+'i ' 1 / 1 V
*

Man erhält daher anderseits für das Quadrat des

mittleren Risikos den Ausdruck

*•-!—» —, P \W= 2»-'A, (W-+ÎA)
A=l

~ + j7

P
A

CC-f-77
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7c'=Z—w

4- y p® 21. 4I J £? ®+'*
7c—1

* P.
1 f

(YIP)

4- P<"
I Z—71-^ aj-J-w ^x+« + Y -4

PZ—w a;

Um diesem die Hausdorffsche Form zu geben,
schreibe man ihn zunächst in der Form

yy;r
fc=Z—w p

/ J y fc—1 |-^JC-f-W y^C-{-7î-|-fc I
2 +

c=i

„W
fc—ll-^Ä+W (,y) / P \2

2ft (3) i as 1 2«-«
« +*_4u+4i^y

+ *,
P 4

œ+n ' 1 —

2 2L„ +
P

'«+" 1— u

fc=Z—w

2 (,_,ä(S.
fc=i ^

aj-j-w-J-fc '
2

+ T^- +

«»)
7C—1|-* CC-f-^ 1 —v/

v*_L «<» yy 4-
I Z—aj-j-w 2 -y

Beachtet man nun ferner, dass ist



3t
P

-j —K+»> ' 1 -y

fc=Z—H p P \V j „(1) /o | » „(2) V

/ J
1 \^aH-»+fc ' ^ y y I fc—l^a+w j_ ^ I

fc=l

p
I (3) œ 2—w

4-i_„p„;„Ï37«

ho erhält man die endgültige Formel

v +

w
jfc=£—

yY : ^y,^ —lpiï+îl \ œ+W-4-fc ' J -y y
"•

fc=i

+ ,-,â4A)V+--^ÏA)'

zL (fc-l|^L+» ('A+ «+fc + l_v)
7c=l

2(ï—»)

-?;

p \ p(2) a* 7c (3) » 7—n

-fc-ll^+» ï Z I" +Z-»2>r ' - "Z-W-' œ+W J -y
(X)

in welcher man aber auch umgekehrt setzen könnte

| /C=7—«
i

fc=l

Cs +ApA + «w j5LW
fc—l|-*œ+7iy aî+w+fc ' jfc—i|-^a?+w J^ I

_L «® —^ Z-Hx+n 1 _ y
> — (^x+«+ l„_y AH-») '
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Für den Fall

^as+M+1 ^œ+n+2 ^®-f-n-|-3 " — s

verwandelt sich die Formel (IX) vermöge der Sub-

stitutionen

If :
a; n (*'+r^)^+(éj7

— f 7 -J- ^
\» « ' 1—v/

während der Ausdruck (X) übergeht in

17
If» 72

fc—Z—72
v—V /" / x \2\
2 fc-H^+w + fc-l|-^l+« (,S'(l-u)+pj } ^ +

I (3) / a;

\£(1—«)-j-P
2(Z—72)

fc=Z—-72 x p v

fc-ii^L+»+fc-n^L+B
7c=l

fc
v +

+i_„jp1+„ (s(l-«) +p)' Z—72
*1

r
12
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Awmerfemgr 1 : Werden auch auf das Eintreffen der

einander ausschliossenden Ereignisse die Summen

versichert, so beträgt die einmalige Prämie für den a; « -

jährigen Versicherten

fr=Z—w 7i=Z—Tz

_y «a) /^(d y „(2)
aH-tt fc—1|-^œ-f-w aj-j-n-f-fc fc—cc-f-n-f-fc

fc=i fc=i

Das mittlere Risiko nach w -jährigem Bestehen der

Versicherung ist alsdann nach der Formel zu berechnen

V--I/
i fc=i

y\ ,yi - - - -r

£C «

+ / i ,,Fi » Ä ^ ^fc—1|-^aî+w \ a;-{-w-f*k # w

fc=l

+(.n+A
Soll dem Versicherten bei Erreichung des Alters

•z-j-Z die Summe ausgezahlt werden, so beläuft sich

die einmalige Prämie nach Verlauf von w Jahren auf

7c=Z—n

91 — V /' 4-/j fr—i|fVfn ' "a+n+fc l

fr=l

/{.—Z—w

4-y y /s® 4-I /_J fr—ljPœ+n ' "z+»+fr r z—e o^j
fc=l

und das mittlere Risiko wird daher durch die Formel
dargestellt
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J.»mentew,7 Werden in den Prämien

/c=i

bzw.
Ar—?—

31 "V /" ;S'/ ] /c—i + «-f-w »-j-n-i-fc

/t=i

an die Stelle der Summen S die Barwerte lebens-
(l)ländlicher Renten a desetzt und den vorkommenden° »+ 771 »

Wahrscheinlichkeiten die im Abschnitte A, Anmerkung 2

erläuterten Eigenschaften beigelegt, so dass es sich also um
unbestimmt aufgeschobene Rentenversicherungen handelt,
deren Gewährung von dem Eintritte der Ereignisse
abhängt, so kann man wiederum zwei Anschauungen ver-
treten.

Erstlich lässt sich der mit der Versicherungspraxis
übereinstimmende Standpunkt einnehmen, dass das vor-
nehmliche Risiko in der durch den Eintritt des Schaden-

falles bedingten Zurückstellung der Reserven besteht.

Das mittlere Risiko wäre sodann in Übereinstimmung
mit der Formel (VII) nach der Formel



— 174 —

J fc—/—77

i¥ ' '

+ (x^«+ ^ 1 _ ,;
7o=t

£—77 \ 2 I

+

zu ermitteln.

üm aber auch jenen Fachleuten gerecht zu werden,
welche die Ansicht vertreten, dass man von vornherein
das durch die etwaige Rentenzahlung erwachsende Risiko
berücksichtigen müsse, erkläre man das Quadrat des

mittleren ferneren Risikos des (;c-J-rt) jährigen Versicherten
mit Verwendung der Formel

CD

7i=Z—777 7.

V (1) '.'V ' 1—r'
^ / h—ü^aM-ro+fc "

1 V
7o=l 7,',=1

durch den Ausdruck

—77

(^yyy .a» y - yy¥ « 7 / ir—ll^a+B / I fc,—ll*x4-»+7c\ ]
=1

1 \ 2I f ^
1—V /

_i_ y y 7 _i_ p
* ~~~ '' \ _i_

:=1

+7_„PX» (.*»+*. " '7 • (XIV)

7o=l 7o,=1

1 fc \ 2

— 7 _p£77 £

fc=Z—77
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welcher durch Auflösung' der Reserve übergeht in

\2(XT
Ä=Z—

y y 7' i/yyy/, fc-l I *Vh»/ i fci-11'-hc+B+fc I \ "
1

fc=l i'i=l

(1)

^•+« +

fc—7—w

+y fc_n^(a» a) I

fc— £C-|-?l

7t=1

1 —
A:-i2

7—71-^+ Z-A-l w«-+y (*
1 — y'I—?î\ 12

'x+ra J
(XV)

Weiterhin die Quadrate entwickelnd, erhält man zu-
vörderst

w=
2 *-Ä2*wi8W (^T=7"~'1^+»y+
fr=l Ä',=l

/ 7î=Z—n

+ 2 l'-ü^i+n+I-J'l+n ("K

+ 2P

fc=l

7c=Z—?i

x / A'—l

7c=i

(i) y fi-/' / l— ^
^-1 l|^ic-j-w + 7c 2 -y \^C-f"7ï ^ y

A\=l



-2 -P."' |iW.
fc=Z—w

fc—1 l-Paî-ùi I &:
(D+(2) f __

1—A
fc—y a?-J—^ J -y / "•

t=i

~~f~ 2—\fa -1^)V »+» 1 — i/ /

+ W
/ 1 ä'\ 2y .(m/. i-y \

fc=i

„(3) /„ 1—t'^V
H~ Ï-TA+?» \^œ+n J ^ j

und hieraus

<A)'
fc=Z—W ?c, X â

2 fc-nÄ» ^2 (T^T) *»+11

7c=l fc,=.i

+ 2P. (i)

-y" y» /V (i-/)(i—/p
fc=l fc=l

^ '

+ (i^f^) [^~^A.+«+^L+»~(i~-y+«)"]•
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Den Wert

fc=Z—» a-, s a

y ,-y (7
/c—l|-*a;-|-7& / j ^-i—li^a-'+7i+^ \ 1/A'=l A"i=l

kann man umformen in

fc=Z—7i

-"x+n+fc '
(1) es® _ V J"<*x+«— /_j fc—1|-P®+» x+

/C=l

wobei ist

/i(2) I ri — 2^> i ^jCD ,<2> i

Für den Ausdruck

~ y &x+n
'

i ^x+Ji "

fc=î—» K A',-,-V »<» /y ö' (!-«)(!-«')/ J A--i|^x+« " a-i-i|'7x+»+a ^
fo=l fcj=l

^ '

findet man

9 p (i) o
^»+"

" » I ^®4-W | ^

W 7,

Ly „CD „*y izüi
A=i fcj=i

*•=*-«
-, t.l — i; *_yy, „<» ^y1 —i|-c£-f-n *x+ji+fc 1 „
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2 P.
1 t>

Zc—lpj+tt ^ ^l+rc+Jfc + Ak+J"
fc=L

Â:=î—?i

Z(l) 7c Idt
'tc-j-n-j-fc

7c=l

2P„^-f1 —1> L
(DI„(D (D| „

^tC-f-72 X-f-77 Af«] '

Das letzte Glied

P, ^(T=t) h~*W -C. -d-Ah-»)1

lässt sich auf die bekannte Form bringen

P„(Trr)"£4i*-<V/I'
Mithin ergibt sich für das fernere Risiko bei Be-

rücksichtigung der voraussichtlichen Rentenzahlungen die

Formel

w=yri«s.-rM*)+
2 P

j _O|o J 1
F 4 ^ V |*"te+n I "«••+» *+»/

+ i MS-»— (A+A) (XVI)

welche der Formel für die Witwenrente analog ist, die
Arany in der bereits eingangs erwähnten Kongressarbeit
mitgeteilt hat.
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Da man die Formel (XIV) auch umformen kann in

A=|/jr|a»,--(>,+»)') +

+ ^ T~jT I ^+" +

P
+( i _T„ (^-1+»— (VII)

so lehrt unsere Untersuchung, dass das durch die jährliche
Prämienzahlung erwachsende Mehrrisiko bei beiden Me-
thoden das gleiche ist.

Um den Unterschied zwischen der vorstehenden
Formel und der Formel (XVI) nachzuprüfen, bilde man
die Differenz

ur)-w="|ä«,-«|a£.,
für die man auch schreiben kann

A:=?—?t

V „W —Ca fl/ fc—lpfc+n " L J •

fc=l

Nun war aber

/I® * fl 2.1^ i U(D.(2) ]
a?—f-?z—A: ^ ^y2

L {—A:
J >

während für gesetzt werden kann

(1 -̂ f[i-2 4+,+>+(4U+»)'1-
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Man findet somit

¥<")* —( A/
92 ' 92'

/c=Z—«

XC 92'

(1), (2) NW \ä

V „(1) ,,2fc *+«+fc T^+b+JJ
/ 7c—1 |x®+« "

(i - ,r

y j/" i"/ 7c—ll-t'ai+n " V^œ+B+fc/ '

fc=l

/C=Z—92

Är=l

ein Ergebnis, auf das bereits Spitz (s. a. a. 0.) verwiesen hat.

Man könnte dasselbe auch aus dem unabhängig auf-
stellbaren Ausdrucke herleiten

(^¥ )*
^ œ 92'

=Z—92

Y v'*Y ff'/ 7c—ll^œ+B " ^ 7c,—i|!/œ-

1 Ä.
1 — l>

(XVIII)

(i) V
aj-f-92-f-ifc \ 2 t? aî-{-92-|-fc / '

Ä—1 7C,=1

der sich leicht auf die Form bringen lässt

ym y=^ œ 92'

fc—Z—92

2 (1) 2 7c\^
t'-i|rj>+» ® / fc,—

(XIX)

7.1-A' (oc» fJ ^a+n+fc^
7c=l 7c,=1

Bildet man überdies die Differenz zwischen den Aus-

gangsformeln :

¥^)*—( ¥)*^33 92 ' ^-33 92'

—n

-Z~
fc=7c—L

2^:tC-j-92-f-fc \ ^
/±A7 F-P

fc\ 2

ai 92 33

fci=l

7 P^z+n+Tc a: n :

1 '«\ 21—V ^
l—uJ

1 - i;

(XX)
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so erhält man nach einigen einfaclien Umformungen wie-
derum die Formel (XIX).

Aus diesen Untersuchungen ergibt sich also die merk-
würdige Beziehung

welche besagt, dass das der Formel (XX) entsprechende
Risikoquadrat grösser ist als das der Formel (XIII) zu-

grundegelegte Risikoquadrat. Der Unterschied ist gleich
dem Quadrat des Risikos der etwaigen künftigen Renten-

Zahlungen, wenn entsprechend der Prämienberechnung bei

Eintritt des Schadenfalls die Auffüllung der Reserve zu
dem Rentenbarwerte vorgenommen wird.

C. Das mittlere Risiko der ferneren Dauer, abge-
leitet aus dem Quadrat des Risikos des kommen-

den /D*'" Yersicherungsjahres.

Betrachtet werde wiederum ein Yertrag, dessen

einmalige Prämie sich nach der Formel

berechnen lässt.

Um den Wert des Risikos des Jahres
nach Ablauf der h ersten Yersicherungsjahre berechnen

zu können, stelle man folgende, von Rothauge („Das
technische Zufallrisiko" in Gutachten, Denkschriften
und Yorhandlungen des YI. Internationalen Kongresses
für Yersicherungswissenschaft, Wien 1909, Band I)
auf einfache Lebensversicherungen angewandte Uber-
legung an :

<X')'= W+(w,

Ä—z—w
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Bei einem (a: -f- w)-jährigen, welcher bereits w Jahre
versichert ist, kann die Gesellschaft während des

(w -j- /c)'®° Yersicherungsjahres mit der Wahrschein-
lichkeit

i ii^n_ den Yerlust t/ (S ,— r //
den Gewinn i/V F —I— r 77

fc—1 ^ n-ffc ' œ w-f-fc' '

A» ^ "* ^ /W
erwarten.

Hierbei bezeichnet
^
F j,

die Reserve für das Ende

des (w -f- /c)'° Jahres und .,,77^ die Risikoprämie des

(»-f~ A-)Jahres. Unter Berücksichtigung der aufge-
führten Yerlust- und Gewinnmöglichkeiten beträgt die

Gewinn- und Yerlustgleichung für das (h-|-/c)'® Jahr,
bezogen auf den Anfang des (w-j-1)^" Jahres

fr—li^l+re ^ ("^s+K+fr ~~
œ

'* aÄi-ffc)

+ fc_i|7>L+„ ^ [— Co^n+fc + '"Ä+fr)]

+ *A, »• A+fc]

»-.yY «*" (A+> -,",+»)=o- m

Han erhält daher das mittlere Risiko des kommen-
den u-f-ÄY" Jahres, wenn man die Beträge

"*[— ^Ä+fr]
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quadriert. Bezeichnet man den Wert des Risikos des

Jahres nach Verlauf von w Jahren durcii
itf so bekommt man also

AT—1 j£C '

(it— l|œ-^n) ~ fc—'' ('^x+H+fc ~~ œ^n+fc" Vx—n+fc)

+ &—1( Pœ+n ^ ^
Cc ^«+fc + ^ A+fc)"

+^2U

• (II)

Dabei bedeutet (p»„_^.y das Quadrat des Risikos
des (w-}-/r)'®" Jahres, mit dem sich der Verfasser im
11. Hefte der Mitteilungen der Vereinigung schwoize-

rischer Versicherungsmathematiker („Die Berechnung
dos jährlichen Risikos schwierigerer Versicherungsarten ")
eingehend befasst hatte.

Um nun das Risiko der ferneren Dauer aus den

Risikoquadraten sämtlicher kommenden Jahre herzu-

leiten, erinnere man sich dos folgenden Satzes aus der
Planimetrie :

Ein Quadrat ist ebenso gross wie die Gesamtheit
mehrerer gegebenen Quadrate, wenn es gleich ist der
Summe dieser Quadrate.

Hiernach ist das Quadrat des Risikos der ferneren
Dauer gleich der Summe der Quadrate der Risiken
der kommenden Jahre, bezogen auf den Ausgangspunkt
der Betrachtung. Es ergibt sich also

on)
fc=i



woraus folgt

7c—Z—?i

2»"(,<»„+/ «no (Ä-=o

Diese Form des Risikos wurde zuerst von Hatten-
dorff aufgefunden und später von Spitz (s. a. a. 0.)
und von Rothauge („Die formale Ausgestaltung des

Zufallrisikos in der Lebensversicherung", Mitteilungen
des österreichisch-ungarischen Verbandes der Privatver-
Sicherungsanstalten, neue Folge, 6. Band, 1. Heft) näher
untersucht. Wie man sieht, stellt sie das Quadrat des

Risikos der ferneren Dauer als die Summe der Hoff-

nungs werte der Quadrate der mittleren jährlichen Risiken
dar. Es bleibt daher der Nachweis zu erbringen, dass

das Hattendorffsche Risiko gleich ist dem Risiko, wie
es von Bremicker, Wittstein, Haudorff u. a. dargestellt
wurde. Zu diesem Behufe setze man zunächst für
(D'Q+fc)"' die Werte, wodurch sich ergibt

CA)®=2 ns-Ä» ^ ^ [Ä+i-i 3 {-72—j—7t

+ f^+n+fc-l 0''
a, ^„+fc+A+fc)®+-^!,(3)

CC-j-W+fc—1

Nun erinnere man sich der Beziehung
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durch deren Anwendung unsere Risikoformel übergeht in

^ )*
XC 71'

A:=Z—«

Z*-> a;+«
fc=i

cc-{-77-j-7c—1 l a;-{-77-{-fc rc 2

=fc—1

+ X ^ A+*

+(,r,+p,4=7 - 2 »" +
1

-L «(3) /7 y-fVfn+fc—1 V" x tt+fcl
fc—1

| &==?—tî

y «« C/'A/ ?c—lFœ+ra \y a _ 7 _ptc-|"W+/c ai n a

1 fc\ 2'-" i +1— u / '

fc=l

—n l — f fcx 2

+ fc-iÄ«(x+y r + ; ^)
t=l

'

dabei wurde zur Abkürzung gesetzt

7c=Z—7i / «=fc—l

•',-,=2<*-ä+>-Ä) 2" •"+- )+
fc=l

fc—Z—71

+ 2 fc-Px+K
' A+s)

fc=l
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A*=Z—n

A"—1 -
(2)

A:—11 cc-f-ft
F + /'

y » ft a

I "•1 — V

1—v

=fc—1

2""~'.u,+,

Weil iiun aber ist

7 _|_ p
* " ^ 7

; ft^^ a; J 2; ® ft-f-A:

*=A:

,+2""W,+,>

so folgt

A-=Z~ft

*2
A=1

1 V

a;
' ft ~~ re ^

A:

)-
„(2)

/c—11 ^ tc-j-ft

fc-l /"it'W" 17.T^ï7 j Àj *»+*

7c=Z—ft

=»2
k=i

x=Ai—1 x=fc—1

2<ww
Es ergibt sich daher

A'=/—7?. x=7c

fc=i

fc=I—»

v*=l

K=fc— 1

2»-ä 2 -""'A+. •

A:=l



Wegen

ist aber

x=0

yv~* /7, =oa; w-f-«

7f=7 —M /*=fc—1 \V „0) / V,' :

/ fc— î^aî-f-w / j
' ar7i-J-x

/«' 1 V

fc=Z—?2—1 / x=fc

//ZA 2"-'.' 72-f-x

fr=l

daher findet man

/i—Z 72 / X=fc

V (3, /V,. : „fc' CB+« I CC 72+K

A'~l \ x=l

/c=Z—w / x=fc \ ^

_V »(3) V^-l „ yfc—1-^aj-j-n 1 / j a; 72-f-* I

/x—Z—w

w-Ä,( r

Erinnert man sich nochmals der Beziehung

*=7-» 7—«
X 1 ,« TT 17) ^

/ 77 // — I -4- / — 77 » 7

j a; w-f« a: 72 ' ^'1 y

und beachtet dabei, dass ist

F 0,a; Z '
13
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so erhält man

(-j ï—W\ 2

r /> }. (Vi)œ •« I ^1 V /

Somit gelingt es in der Tat, das Hattcndorffsche
Risiko in das Bremickersche oder Wittsteinsche Risiko

fcg—« fc. a

I .1/V P" (eS — 7—P '
I

" / e-llPe+K \ .(+«+'.- » » » I ,• /
7c=l

+y, yifv+p^——)• fc—]|* \a? w ' ^1 t? /
fc=l

(1 2

7 -up \
tc w I

a? 2 -y /
überzuleiten.

Wie beiläufig bemerkt werde, legt uns diese Unter-
suchung den Gedanken nahe, das Risiko der m erstem

Versicherungsjahre einer Versicherung von (-jähriger
Dauer zu berechnen. Bezeichnet man dieses Risiko
durch JsP so erhält man durch eine einfache Uber-
legung die Formel

(Ä, "))

^ / 1 >' \ 2

*=1 (VII)
ÏP2Î / i „a - / 1 '» \ -+y )/'(/• — »vi/p '' u" i- \

Ä.—1
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Rothauge hat den umgekehrten Weg eingeschlagen
und gezeigt, dass sich das Bremickersche Risiko in
das Hattendorffsche Risiko überführen lässt. Seiner

Untersuchung schickt er übrigens noch den Nachweis

voraus, dass der von uns als Gewinn- und Ycrlustkoff-

nung bezeichnete Ausdruck

.Ä'(0) : y CC-j-W+fc
7 ; /'

'

-\x « i « J __ „ ;

in der Tat Null beträgt. Uni dies entsprechend dem

Rothaugeschen Entwicklungsgange darzutun, setze man

/l' X=/C

7 4- P " '' / 7 + V t/-' 71 ;
£C 71 ' ® 1 ^ W-}~* ' # 71-}-* "

man findet sodann
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v,, v*
„ +y v" *

i—
«=i

=Z—M \

Z—7Z CC-f-/i
£C"^W-f-«

A:'—Z—?i / *=fc—1

H,-A, 2»""'A+. +
A=1 \ «=1 /

fcî Ii— 1 / X=fc

A'=l

Weil aber, wegen

x=0

y*-* I/, =o,/ ; » «+« '
*=1

ist
A—Z—w /x=fc—1

1=1 \ X=1

A'=Z—w—1 / K=fc

=y ä,, f y^vv*
1-1 \x=l

so ergibt sich die yoii uns schon auf einfachere Weise
bewiesene Gleichung

72'"' 0.
a? w

Gm sodann aus dem dem mittleren Eisiko ent-

sprechenden Ausdrucke
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f M f
j-^aj-f-rz

7c=7—zz

- V „(D

fc=l

A:=7—n

*=7c

+2-

a?-J—?z—J—7c a? ?z-}-7c-

x=fc

7/
£C TZ-f"*

-i|PH-» I ^«^i+7c + 2 ^ <A+* ] +
fc=i V >i=i /

(*=7—?z

>

V F '' //
a; zz-f-*

das Hattendorffsche Risiko abzuleiten, betrachtet Roth-

auge das kommende (w -)- Ä:)'® Jahr. Will man seinem

Yorgauge folgen, so setze man

a?-f-ft-|-7t aj ?z-{-7c-
)—V '2 ~' # i

„(1)
fc-l|-tV|-JÎ

-I- i/*> v*' Y 4- V //• 7c—1|-^ oj-f-w I a; ?z-f-7c ' a; tz—|-«

+

„(3) )y" ?/''7Y F r /7 f -F
- l-^ai-J-zz \ ^aj-f-zz+fc—1 ^ aî-f-n-f-A; a? ?z-j-7c a? az-}-/c^ '

2Ä:

^ ^ [iF+B+ t-l (W .C^H+fc ^ X^K+ ïi')

(K=fc—1"/ ^ aÄi+*
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+ Oi+«+/c-i + ^
(2)

K=fc—1 '

(3)
' 7c—A+b 7 r 77 7-4-

^ic-f-77-f-fc—* »-j-w+fc cc w-f-fc cc w+Äy '

4- z7' 7 '' 17 -4- r /7 774+re+fc-l " 7 ' n+fc I a; «4-7

=fc—t

- ff j y 7^' // I -f--1 ^ CC ft-J-A l / 1
a? ?7-f* I Itt-j-A' ^ / J

=fc—1

+ (1 — V^»4c

Darauf noch das Korrekturglied

/I Li 1
W it — 77 0

-* a;-j-??-f-A—1 ^ Ti-j-fc » w-|-7r7

hinzufügend, findet man

fe-lPiH-» " [-Pi+n+fc-l ^+n+fc' .t-
^

;? j-7c ' » ^n+*) ~l~

~t"P®4-«4-7c-l (J h-!-7r "7 ' ^,) œ"«-(-fc) ]

(3)
fr-P®+»

'«-=A:—1

I >.»"~V^ 1+a? w-j-Ay

X-l

+ 1

«=/(,' 1

y7- /7,
X=1

' x=A— 1

i7~' 77
!K 77
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/*=fc \2
iv ifcPL+„ yy~V'»+K i+

2/«=fc—1

+*_A( ^
Nunmehr erteile man dem Zeiger & alle Werte von

1 bis Z — », so folgt

CA)' ^ mC ^(A+/c)"-
fc=l

fei—?( / *=k \ 2

V jj(3) [ "V /yÄ: * £c-|-n 1
a; w-f-x

7t=l \*=1

fc=Z—w /x=fc—1

+ ^ / ,2^1 i TV"* // i ] -fI ^jt-l'î+» 1 ^_j » «+« J
'

fei \ x=l

+»-A. 7>"~'<A+« • w
Es ist aber

A.'=£ —W /
2 *&»
/C—1

te=Z—w—1

irH
-Zä(Z^a+»

fei \ X—1

/*=?—71 \
+ feÄJ
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und
fr—Z—TO /*=fr-—1

v „<» fv „(») / y^-i/ j fr—I / '

fr=i \ *=i

fr'=2—TO—1 /

— fc-^i+n ^ x^m+*
fr=l \ *=1

daher bekommt man in Übereinstimmung mit Hattendorff

fr—?—TO

M y yü Ü'ü m
TO' fr'—iC-j-77 ^-CC TO-|-fr'

fr=l

Aus der vorstehenden Formel kann man durch
eine einfache Überlegung die Formel

M / (v to y -f yi A r if )"
scc ^ & TO-j-i' I " ai-J-77 w-J-1/

ableiten, die zuerst Spitz dargestellt hatte, indem er
die Differenz umgestaltete

(¥)* — (v TO ,,)",Vc To' V a? TO-J-l' '

in welcher ¥ )* das Risikoquadrat nach Bremicker
und Wittstein bedeutet.

Hier werde eine Herleitung dieser Rekursions-
formel in der Voraussetzung gegeben, dass man einen

Zusammenhang zwischen dem jährlichen Risiko und
dem Risiko der ferneren Dauer zunächst nicht kennt.

Zum Ausgangspunkte der anzustellenden Unter-
suchungen diene daher wieder die Formel
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Zr=Z—rt

w= 2
1 2

P. +I — D /
fc=l

/c=Z—w 7 o

+ V /*> r -I../> \
A:—i|-*a:-f-w w ' a; |^ y

7c=i

(i Z—2
r /' '' \

tc ?i > œ 2 /

Durch gesondertes Anschreiben der auf das erste
der folgenden Jahre Bezug nehmenden Glieder er-
hält man

+j£U •—1|-^ai+-w-f-i

-p

(i)
»—iiJf

7c=l

1 fc+l \ 2
1 V ^ ^

^œ+K+fc+i œ
"

«)"=»a.e %+„+, -.n - - jy+isc,r + pj
=ï—w -1

2'-
l

iT^ \
T— 7"/

v' „<*) /r ,p ' ''''y.x.«la; XZT7" ; +

r 4- pU « I z 1 y /

fr=Z—w—1

/t—1

Z—W—1-^07—

Weil nun einerseits

ä'+I

• (XI)

1 —1>

1 — v
1 -f- n

1 »1 —?;

i—«
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und anderseits

1 - A+l
F -fP J—A 7 + P -J-vP® « i ^ 1 t? ® w • £c * ;

so folgt weiter

CA)*

P«j> *,+„+, — Z"^+i — A+i)* -I-

+ Pt+« ("aTn+l + A+i )'

/{.•—Z—?2—1

1 «-
1 — ü

« 7 .,• '

+*2U 2 A:-l|^l+n+l ('/+' #,,.„+„+1- ZA+1
t=l

- // — >;P
a; tt-f-1

1 t \ ^
- izM
® l—« /

+ V fr-1 |P^+«+t ('' s ^»+1 +A+l + v P„ -
—74—1

/c=l

+ 2>l+„+i (" », ^„+i + A+l+ ^ ^ " ~~ "TZZy"

Fernerhin findet man durch zweckentsprechendes
Auflösen der Quadrate '

—?4—i

p>
/c—1|-^a?-j-ri-f-l

Ai—1

-(21 /+* £

1' c 7Z+n+A'+l Z n+1 ' x

-v 7

fc\ 21—y \
1 —y /

» p-fl

fc •
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/C=iZ—71—1

fr=l2|(« «^»+i +^^ +

+ 2( ^ x ^ j -y
a;^w-|-l "~f~ CB^7I-J-I)

(-J £—?l—1 \
v 7 ,,-fnf "'

> 77 ,,-f 77
a; ?7+l ' ® 2 V / ® ^+1 ' 77-J-l'

Es ist aber

=£ — M—1

C if 4 „(1) /.,A',Q
__ y .„pi —V

vx Ti-j-l^ / j fc—l|^x-J-77-{-l \ x-{-77-f-/c-fl x n-j-l & ^ V /
A;=l

fc=£—77—1a—t—77—1 Ij. - o

+ "V f 7 _|_p -
~ "

• ^/j fc—1 I^X-f-77-fl y® 77-f-l ' 37 2 i? /
i~=i

,0)
X-f-77-f-l

/ 1 — \*

t=i—?i-i

y »« y,s- -7 -p ~"-V
^jfc~l|"»+n+l y s-fn+fc+l « «+1 » 1 V /
fc=l

fc=Z—77—1

y „<»> / y ±p Lzm
^/jfc—1| "»4-n+l y® n+1 ' » j ^ y
fc=l

(3)
£—77—1^X-f-77-f-l(1 ,.t—77—1 \

7 4P )=0.
as n+1 "a; J — ^ /
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7c=Ê-—rç—1

4- 1-1- r/®' =1/ i vc—If-* œ-f-re+1 fc—lf-^œ-f-w-f-1' ' 7—w—1 ^cc-j-n-f-l '
7c=l

und daher bekommt man

CA)* Ä» (*> '^+»+. ~ *^»+i ~A+/ +

+ i^+7! 0 +A+/ + -P«+» (A+i)^ +

+pLV'* (,«„+,>'• (XII)

Weil aber ist

W **+»+> - '',, '
»4 1 ~ A+i)* +

so findet man auch auf diesem Wege die Formel

CA)® K*»»+i)* +ii+». ®*CA+i)*-

Indem man vermöge dieser Formel die Summe

von Gleichungen bildet

2WS-» ^ca+*-/=*A +
4- jt/'" v"''Y i¥ f lW A-fx+n ' + J 7

findet man wiederum die Hattendorffsche Formel

Är=l
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D. Herleitung beider Risikoformen aus den

genauen Hoffnungswerten.

Bei fortlaufender Berücksichtigung der alljährlichen
Veränderungen, welcher die Reserven unterliegen, kann
man die Gewinnhoffnung des Versicherten in, bezug
auf die ganze Versichorungsdauer erklären durch

,î>t"=2 A+l) (1)

A=1

Die Verlusthoffnung des Versicherten für die ganze
Dauer muss dann heissen

Jp«' »+! + *' A+it) +
A-=l

7e=Z—w

+ (II)
fc=l

Diese Hoffnungswerte haben den Vorteil, sich der

Verwaltung der Versicherungen genau anzupassen.
Um ihre Übereinstimmung zu zeigen, schreibe man

(I) in der Form

—H

a#»
' 2 fc-i; ^1» ^ "

7c—1

-2 »'<r, ir,„) (is
fc=l
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und setze in (11)

(8) (3) (1) (2)

A+» A'—1 ?'*+» A'-ll-^œ+w A'— ll^œ+n *

Die Yerlusthoffnung lässt sich sodann umformen in

fc=Z—n

fc=l

fc=Z—w

fc TT
V K A+Jt)

fc=i

fc=l—92

-2 '-.ih'l. »*'(. ,«,+,)• (»)
7c=i

Bildet man nun die Gleichung

a»)

so kann man diese auf die Form bringen

fc=7—M

^asfn+l' as ^i+fc) ~
fc=l

(IY)
A.'=Z—" A.—

fc=l A—1

Hiermit ist aber die Gleichheit der Hoffnung«-
werte dargetan; denn es ergibt sich auf beiden Seiten
der Versicherungswert voit Wright. (Siehe Bohlmann,
Lebeusversicherungsmathematik, 10. Sonstige Prämien.)
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Wenn man, wie noch beiläufig bemerkt werden

möge, jede der Boharrungswahrscheinlichkeiten
mit der entsprechenden Summe von Wahrscheinlichkeiten

Z—7c

^ C|^a4-n+fc—l~t" «l^œ-t-K+fr—l) +Z—»—fc+1 ^œ+n+7f- 7 ~ ^

multipliziert, so kann man den Wrightschen Yer-
sicherungswert auch in der bemerkenswerten Form
darstellen

A'—7—7i x=A

/ »,0) }/2) v "V^ X— 1 Jir
» 7i \A—1|-^ ai-f-w A—1|-7 a?-|—72/ a; t?-}-*

«=7—«

+ Z• CO
K=1

Da man für die Gewinn- und Verlustgleichung

— ö®== © 0 (VI)» 77 .r 71 ajo-Vi a? 77 V /

auch schreiben kann

A—7—77

X' - Z '-.I k+. "* <®.+.+« -,0+» - rA+u+
A=l

A"=£—77

+ 2 fr-t i
(— - »• ,^+fc) +

A=1

—77

+ZVVV ~''A+,) ».
A=1
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so erhält man durch Quadrieren der Gewinn- und

Verlustbeträge die Hatten dörfische Form des Risikos.

Wendet man denselben Kunstgriff, der zur Her-
leitung der Formel (Y) diente, auf die Formel (II")
an, so lässt sich diese umgestalten in

/t—Z—M

Zc=l

V ,y*i /( F +r 77 4-
A.—lj-^ a?-|-w \e ft-J-Zd I a? w-j-A-v I

fc-Z—« —1

+L(, +»--Ii^i+«)2j^ +
&=1 K=1

=Z—

+ i-^L+H
^

• « ' '^
Durch Einführung der Ausdrücke (I) und (II"')

in die Gleichung (VI) geht die letztere nach zweck-
dienlicher Zusammenfassung über in

Zc=Z—/ x—7c

ä!® y 1
112^1 «* <S\ -L*- f'" v -y tT"' // t-/ j Zc-—1| * œ-j-w I ic-f-w+Zc JC w-|-/c / j œ «-{-« J05 «

7f=1 \ *=1

H /
4-V 4 ] V/-' // \ i

I A"—11 aj-f-ra l œ ??.-}-Zc ai ' ?*-{-* J

fc=i V «=1

/ *=Z—

LV k '+ «^.fïU =0. (YIII)
x=l

Macht man nun abermals von der schon mehr-
fach angewendeten Beziehung
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V® F + V // : - : F + P ~ —a; «+A; I ^/_j a; w-f-* a; w >

y
x=l

Gebrauch, so nimmt die Gewinn- und Yerlusthoffnung
wieder die bekannte Form an, von der Bremicker und
Wittstein ausgegangen sind.

E. Die Differenzengleicliung des Risikoquadrats.

Die der vorliegenden Arbeit zugrunde gelegte
diskrete Berechnungsweise der Prämien eignet sich
nicht sonderlich, auch auf die Darstellung der Diffe-
rentialgleichung des Risikoquadrats einzugehen, die

hier nur innerhalb der Zeiträume zwischen zwei auf-

einanderfolgenden Altern Gültigkeit haben würde. Wohl
aber mag eine kurze Besprechung der Differenzen-

gloichung dos Risikoquadrats an dieser Stelle Platz
finden.

Aus der früher aufgestellten Beziehung

CA)'=(»* CA+i)' W

kann man durch Umformung die lineare Differenzen-
gloichung

<AJ"—£Co*4+» pL+»

herleiten, die als die Differenzengleichung dos Risikos
anzusehen ist.

Wird nun einerseits die Entstehung der Gleichung
(II) aus der Gleichung (I) und andererseits auch die

14"
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rekursive Eigenschaft der Gleichung (I) als unbekannt

vorausgesetzt, so stellt die Gleichung (II) die Aufgabe,
eine Auflösung in Bezug auf (.,,¥„) nach den Hegeln
der Differenzenrechnung anzustreben.

Setzt man

i¥ L - - F" Z~^ B/ WW
und

Z* -Z*4-.IZ\W-f-1 W ' w *

so folgt aus

-y-2 ^2 ^ -T7-2 r/2
H+i 4i+i (FS) *

» « — (3)

durch Umformung

r* (z* + zi Z-' —4— -2
w4-l ^ w « w ' f3) w ^

oder

/.
2 f w V

^ r 7^ 1 /< 7^ ^ "V^ 7^ w-f-1'
w-4-1 ^ w 1 w ' (3) w « (3)

(in)

y 2 *
y-2 I y2 I Y3 I y2

' œ+1 (3) " / « ~T - «+l ''
rc

" '

(3)
' -* a?-}-w ' tc-f-w

Angenommen nur, Fj ist eine partikuläre Lösung
der vorstehenden Differenzengleichung, so muss F"
die homogene lineare Differenzengleichung

)'•' Z y 2 — Q
»+1 „(3) U*— "

œ-f-W

befriedigen. Die Auflösung dieser Gleichung ergibt aber
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«m-D
" n-j-fc+l x=/c

i>"i a-
fc-j-l œ+rc

Es bleibt jetzt noch die Gleichung

„ „ w ,,)"r* zi -^±E-"+i " „(J)

übrig, aus der ü* bestimmt werden kann.

Da man für findet

7t=Z—w—1 / \ 2

^2 __ V v»«+fc+i7
Zj ,/»)
7c=0 72+fc+l

so erhält man

7c=7—n—17^=7—n—1 / v2

/ Tf \2 r^2 yr2 -T7-2 ^ 7l4-fc-l-l'
^£C «/ ?i w

" "
w / j i' -

fc=o a?-|-n-|-Jfc rc-f-fc+1

In dieses Ergebnis braucht man aber nur noch
den oben gefundenen Wert von einzuführen,
um zu erhalten

7c=7—72—-1

r dz i" V «<«> c «r %*

fc=0
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Zweites Kapitel.

Das Risiko s gleichartiger Verträge.
A. Durchschnittliches Risiko.

Angenommen, es gäbe eine hinreichend grosse Zahl
von Versicherten, welche sämtlich, im gleichen Alter
stehend, zu dem nämlichen Zeitpunkte vor « Jahren

Verträge gegen Jahresprämien abgeschlossen haben,
damit ihnen beim etwaigen Eintritte der mit den Wahr-
scheinlichkeiten „V" W" zu erwartenden,
einander ausschließenden Ereignisse @ © ©
die Summen 6',. j,, ausgezahlt werden.

In der Voraussetzung, dass die Reserve des ein-
zelnon Versicherten wiederum V beträgt, und dass ein
Bestand von s Versicherten vorhanden sei, beläuft
sich die Gewinn- und Verlustgleichung der künftigen
Dauer, die gemäss unserer früheren Bezoichnungsweise
durch (s auszudrücken wäre, künftig aber mit
(s (7 bezeichnet werden soll, auf
V £C 72' *

jj(D TP p
^ \

7C— 1 y CG—j——|—7c UÎ /I £C 2 y
7c—1

-2n- r îV. r, + p, -
fc=l

-j 7—w

_ ,s p ''
— o CDi-PG+îi J J,
— " • W

Bezeichnet man nun die rechnungsmässigen Ereig-
niszahlen W-iÄ» durch '
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die rechnungsmässige Zahl dor das x-f-Z" Altersjahr
Erlebenden s, mit so kann man die vor-

6—72 t77"T~72 0 2 72 '

stehende Gleichung auch in der Form schreiben

—72 fr— ' 1 — wEA a; ?2 ^ 1 ?;

A'—1

ÂT=Ï— 72

y y p 1—Ü_) _o fc—i yc 72 ' œ | ^ y
7c=l

("1 ï—72\

7+2^ "
0

œ 72' cc ^ y

Zur Abkürzung für die Wahrscheinlichkeiten

7 y'i i i und »"! die früher verwende-
/t—lj-^a:+72 * /r—l|*a:+?2 ?—

ten Zeichen und wieder in Anwen-

dung bringend, findet man für die Wahrscheinlichkeit
der vorstehenden Gleichung den Ausdruck

P„
® '

(0) 7i—Z—72 fc=7—72

IMG)
fc=l 7c=l

1) 7c=7—« (2) (3)

(&)"" jf71,(in/>•=! 7c=l

welcher bekanntlich das grösste Glied der Polynomial-
entwicklung

r AT=Z—72 fc=Z—72

2ri-, +y>A +hi„ (I")
fc=i fc=i

darstellt.
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Wie aber die Erfahrungen lehren, pflegen nicht
die Zahlen und „»w^, sondern irgend-

welche anderen Werte und mf in Er-/C—1 ' fc —1 t—tt

scheinung zu treten, denen die Wahrscheinlichkeit

P —/C=Z—7t * -

]|KiiO
A=1 A—1

A=Z-m (i) A=i—» (g) (3)

IRD"' |RP"'f (3) "h-»
Z—7t

A=l A=1

zukommt.

Diese Wahrscheinlichkeit entspricht daher der Un-
gleichung

7c=Z—w

2 »e. (»* «,+,+»-, r,- J>. -Rr)
jfc=l

fc=Z—7t

y *»i?*, ^+^ 4——)/ j fc—1 \ » 71 I » /
A—1

Z—?t \

Z—72 ' F + P i__ü_\<o.
: \œ n I x 1 _ / >

Setzt man in derselben

fc

«* R -, t.- p„ 4-^-=
und

F +P» « 1 x ^ j, A '

1 A
1 A
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so beträgt der Erwartungswert ihrer absoluten Beträge

|fc=Z—92 ÄT=Z—22

v p y »«y py ~~ /, ""A--I ^ A ; «

fc=l /C=l

• (IV)

Durchläuft P alle "Werte der Polynomialentwiek-
lung, so kann man, wie sich später zeigen wird, leicht
nachweisen, dass stets ist

(A"=Z-92

Zf—Z 92 \
2 >»a w- » •

A=1 A=t /
und daher darf man den Ausdruck

ÄT=Z— 92

y^
S P

35 92

Ar=Z

(VI)

y v« y <>, py _ y> pyAr—l Ar Ar—1 A: Z—92 Z-92

Ar=l A"=i

als das durchschnittliche Risiko der künftigen Dauer
hinstellen.

Setzt man nun wiederum für C*y Py und P.^ '
Ar ' 7c Z—92

die Werte, so erhält man zunächst

Ar=Z —92

s p ;'wp
œ « 2 2 -s — y — P

o?-}-9Z—f-Ar ar 92 a

l-e'W
1 — u /

A"=l

7c=Z—92

-ZH
Ar=l

7 -f p — y—1 \ ar 92 ' ^ 1 /

!".(,''.+r.y) (VII)



— 210 —

s 7? — — v P«A — 2 —

Da aber stets ist

fc=7 - P fr=Z —

2 +2 +'"^»=* '

7c=l fc=l

so findet man weiterhin

fcî-B fr

fc=l

("VIII)

(2, „ 1-/ (3) „ 1—„— / m P — w, P —; s F './ i /c—1 ai J -y w a; J -y se n
Jc=l I

Dieses Ergebnis lässt aber noch eine besondere

Deutung zu.

Überlegt man nämlich, dass man die gegenwärtige
?B® Reserve des vorhandenen Bestandes der s Ter-
sicherten in der Form schreiben kann

»,n="f> *-,ä. Ü w-^THt)-
fc=i (IX)

fr—7 P w fr £ •

Vj »(*) p s «I®) pä:—1 a; ^ 7; *—^ 3?+« » J ^
fr=l

so ist die Folgerung zulässig, dass der Ausdruck

2<-> (»'«.+,+,
fr=l

h fr ^ Z—n

— 2 1 T=üT ~ ••Z—a? ^^fr=l
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irgendeine andere Reserve vorstellt, im Falle statt der

rechnungsmässigen Ereigniszahlen die durch die Zeichen

'"fc-i' ^z-» angedeuteten in Erscheinung treten

würden.

Bezeichnet man die diesen Ereigniszahlen ent-

sprechende Reserve mit (s F und die Wahrschein-
lichkoit der letzteren mit P^, so kann man für (VIIT)
auch schreiben

Hieraus folgt aber der bedeutsame Satz, dass das

durchschnittliche fernere Risiko gleich ist der durch-
schnittlichen Abweichung der rechnungsmässigen Re-

serve. Hinsichtlich des mittleren Risikos hatte bereits
Bohlmann (Lebensversicherungsmathematik; 23. Die
Stabilität) diese Tatsache erkannt und somit eine ein-
wandfreiere Darstellung des mittleren ferneren Risikos
aufgefunden.

Da es zweifellos recht mühselig ist, die Beträge

/c=Z—w 7c=?—w

in positive und negative zu scheiden, so ist die Dar-
Stellung des durchschnittlichen ferneren Risikos einer

grösseren Zahl Versicherten in einer leicht beredten-
baren Form als eine recht schwierige Aufgabe anzu-
sehen, deren Lösung man bisher nur mit Hülfe des

mittleren ferneren Risikos annähernd zu erreichen ver-
mochte.

' v /> 7)W_(g 7)1. (X)
2 W I ^ ® ^ ^ cc «z ; v /
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Beiläufig werde noch erwähnt, dass sich die in
der Formel (X) auftretenden Differenzen

J (s 7) (s F )'— (s 7)^ a? W' ^ cc w-' ^ aï

durch eine besondere Formel darstellen lassen, auf
die man durch die "VYolffschen Untersuchungen (Uber
die Abhängigkeit der Prämien und Prämienreserven

von Zinsfuss und Sterbetafel, Band XI der Zeitschrift
für die gesamte YersicherungsWissenschaft, 1911) ge-
führt wird.

Offenbar besteht für den vorgelegten Yersicherungs-
bestand die Beziehung

KV +-P,) 0

wenn

und

772,^ ç 7/^ <? 7/^ 7/*^
o' hc—1 * fc—l|jcœ+»

® fc—l^x+n /-x+K+fc—l

f3) „(3) (3) (3)
0% - « A+» ' fc-Ä+B 7.,+«+/^.

1 —ai-j-n-f^—1 ^ 7c—1 •

'
u?—J—rz-j-Tc—

gesetzt wird. Es ergibt sich alsdann die Identität

^œ+Tî+fc—1 ® ('vB+n+fc ,-c ^B+fc) ' î-'Lfn+fc—1 ®
,b ^»+fc ~

— F -LP r 7
a? ' w-f-fc—1 I a " a; n+fc *

Treten nun aber an die Stelle der erwartungs-
massigen Zahlen

,,P) ,,„(S) „/3)O^fc-1 5 0%-l ' 0 it—1
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die abweichenden Ereigniszahlen

,W (3)

so folgt, wenn

ft—1 fc-l iG+ra+fc-l W" ®fc-l

'"ft-i — '"'ft-i i'.c+M+ft-i -r «ft_i

«if ^ J. + «!"'
A A—1 üc—f—w—|—A—1 ' A—1

(1) (2) | (3) __ ^Sft-l + *fc-l + *fc-l — "

gesetzt wird,

"V--1 " ^.e+n+ft ~1~ fc ^
a; ^n-j-A ^A-—1 Cc ^

w-J-A—1 + P,)=

4h » ('W,--, - 4", »
« • (xi)

Yermöge dieser Gleichung bilde man die Summe

A=l—72 A=Z—77

yy i ^, .I.+y «* ^ J., —A—1 aj-{-w-}-A ' A a? «-j-A

ft=i ft=i

A=l

A=Z—72

y / fiS F/ i A—1 " ^ a?-j-^+A ® %-f-A'
A=i

A=Z—72

2-G (XU)
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Nun ist aber

7e=l

A"=Z—72

y m® F - 7 - s 7/ Ä*—1 iC 72-j-fc—1 0 Ct* 71 œ 72
*

7t—1

ferner

und

7C=?-—72

y **C|„
fc=l

7c=z—72

* — s • a '"V-i^ —

wobei die Zeichen und a'^„ die Prämienwerte
darstellen, die man in Ansatz bringen rnüsste, wenn
man den Verlauf der Ereignisse im voraus kennen
würde. Da aber unter diesen Voraussetzungen

'(•y,. ya;.,/) (s.rj'
die wahre, jedoch unbekannte Prämienreserve darstellt,
so findet man auch

(XIII)
J <»

- -2 7. (S.+.+. -. '',+>) - Z V. »'
> V.

fc=i fc=i

Die Abweichung der Reserve veranschaulicht also
das Ergebnis der Barwerte der Gewinne und Verluste,
die durch den unregelmässigen Verlauf der versicherten
Ereignisse entstehen.



B. Mittleres Risiko.

Das fernere mittlere Risiko s gleicher Verträge
wird ähnlich berechnet wie die mittlere Abweichung
von dem wahrscheinlichsten Werte einer Ereigniszahl
(vgl. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, § 96) oder

wie die mittlere Abweichung aller nur möglichen Einzel-
werte von ihrem arithmetischen Mittel (vgl. Gl. E. Lipps
„Die psychischen Massmethoden", Abschnitt 15: Die
Mittelwerte der Boobachtungsreihon).

Bildet man die Quadrate der Beträge

y\<>,y -*yv>,^ * - m, A, ^,/ j fc—1 7C / fc—1 fc 7 —TO ?—TO *m

C=1 fc=l

multipliziert sie darauf mit den ihnen zukommenden
Wahrscheinlichkeiten P, und lässt nun die Produkte

' fc=Z—TO fc=Z—TO \ ^

p [ y y -y y, py - y.. p,<^
fc=l

alle nur möglichen Werte durchlaufen, so stellt, wenn
dieser Summationsprozess durch angedeutet wird,

fc=Z—TO

(V)(*A)'=sf 2»A.c,
fc=xl

-2 m
fei /

das Quadrat des ferneren mittleren Risikos dar.



— 216 —

Um demselben eine leicht berechenbare Form zu
geben, führe man die Potenzierung mit 2 aus, wodurch
man erhält

Yermöge der in den soeben angeführten Werken und
wohl auch in anderen Schriften erläuterten Kunstgriffe

- (K-i)*=* (*— i) (Pfc-/+

—i)jp£—i

s P»^, n»^_i 8(8—1) p£-i *£-i '

zu deren Auffindung bereits Laplace beigetragen hatte,
findet man nun



7c=Z—n

V-
7c=l
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[«(«-!) + (cD*

fc=7—n

+2[«(.-D(î.,)'+»?«,]«')+
fc=l

+ [»(>-1) (»•/+»*£,] (E;;:',)'+

+î'(«-')fiit.cc+
7c,^.fco=l

7c i A.*«—7—77

+2.(.-I)2K;upïl,^;'-E;;
fcigA-2=l

,(2) TP(^) p(F)

7C=Z—77 7t—Z—77

7c=l 7c—1

7C—1

+2'C-i)lSi-, «7C—1

7c=7—77

y, ,y>

Ar=l 7c=i

(in)

+

+ s(«-l)
7C=7—77 7c—Z—77

fc=i fc=i
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Nun ist aber in Übereinstimmung mit der Gleichung

SAc -2*»•<-. « »

7r=l

auch

A.'=Z—w

A:=l

7c=Z-

2A, Cf-2A<' -A.«=».
/d=l /i — 1

daher ergibt sich

(«Ä' «

A*=Z—?z

2A,(0'+
£=1

Ä'=7—»

+ 2A, W+A,OÖ'
A=1

(IV)

Setzt man für die Zeichen

Cf>, -Ëpj die Werte, so erhält man die Formel

s il/ =1/ s
CC 71 y ?/> (/N/ .ft—l|/jC+7l\" "i

1 A* v 2x-pWUa? ?i œ ^ 2;

A*=/—n

+ 2_| i-li-^L+n (as ^«+ l__y +
A-l

/ 1 '"\2
_L (yip i ^ j

l Z—cc+n y» w » ® 1 -y /
(V)
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welche der Formel (VII) des Abschnittes B des ersten

Kapitels entspricht.

Aus den Überlegungen des vorigen Abschnittes

folgt, dass die Formel (V) auch die mittlere Ab-
weichung von der rechnungsmässigen Reserve darstellt.
Da aber diese Eigenschaft der mittleren Reserve-

abweichnng von grösster Bedeutung ist, indem sie uns
ein Mittel an die Hand gibt, den Fehler zu umgehen,
welcher bei der Anrechnung der gar nicht mehr in
voller Höhe vorhandenen Deckungsmittel Fr* -f-

y (yk— j\
—(— JPj,—) —auf die auszuzahlende Summe

scheinbar begangen wird, so folge noch die unmittelbare
Berechnung der mittleren Abweichung der Reserve.

Da die letztere durch den Ausdruck dargestellt
wird

(/C=Z—%

/C=Z—7i

1=1 fc=i

(VI)

V -g F
t—7i t—a? 7î

in welchem gesetzt wurde

und

-J
fc

/.A _p *
C,

1 fc

p --—— pX 1 ^ fc

so handelt es sich um eine der vorangehenden Ent-
wicklung ganz ähnliche. Durch Auflösen der Quadrate
erhält man zunächst

15
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vp
//c=Z,—72 7c=Z—72

y m'" a — y mf', P, - - m® P,
Ac—1 fc A:—l A: Z—72 Z—72

Ac=l fc=l

/7c=Z—72 fc=Z—72

2 I y »n® a — y »I® P, — m® P, (s 7 +1 7c—1 fc /^j w—1 7t. Z—72 Z—72 I ^ a; 7K '

fc=l fc=l

+ (s 7)*I v # 72''

Nun findet man aber durch Berücksichtigung der

Gleichung

7c=Z—72 ZC=Z—72

y «0) Ç- _ V p(2) _ „(3) ^ _ y/ 7c—1 fc 7c—1 fc Z—72 7—72 » 22

fr—l

erstens

f 7C=Z—72

fr=i

fc=Z—72

V c 2 c.-2< ^
7c—1

/C=Z—72

fc=l

7C=Z—72

+ 8(8—1)

2riv;+2PP+fi-«-E«_,
7c=l

Z-—72 fc=7—72

7c=Z—72

fr=l fc=l

À*—Z—72

fc=l 7c=l

+ «(»-i)W
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und zweitens

/ fc=Z—w A:=Z—ft

2 s p 2 ^-2 *-». (»,o
fc=l jfc=l

/ —ft fr—7—ft

2s 2 j£> <?»-2 J>su«i-Ä,«I- c.o
fc=l 7c=l

Drittens folgt

2P(s Ff (s 7)1—' ^ œ ft' ^ cc ft/

Daher gelangt man zu dem Ergebnisse

(s M,)* s
a: ft^

fc=Z—ft Zd—Z—ft

2d°-,c,:+2d-,E,:+ÄEL
/c=l

oder

(»A)' (VII)
' fc=Z—ft Zc=Z—ft

2A^+2dl4+«,«L -CO'
fc=l /tel

Hiernach liegt aber die wahre Gesamtreserve inner-
halb der Grenzen
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£=?—TO

E~°'
À—1
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(s 7)' .s 7 +^ a: r ce to —

£=Z—72,

(VU!)

rfi, ci+EÏ ®; +-!*!-« v, - D*
/i-=i

Weiterhin hat man umgekehrt zu zeigen, dass die

mittlere Abweichung der Reserve gleich dem mittleren
Risiko ist. Zu diesem Zwecke braucht man aber nur die

Umformung vorzunehmen

cA>"=» E & +E 7+AV. -
Ä=1 *=1

— 2 7 V 4- 7to' i 7iz

s<

72 A*=Z—%

E cj+E p. +d"„c.
£=1

ât=Z -- to

Ar=l

Ä=J—m

ErA^-Ep*->E,-)'A-E,
tf=i /i=l

+( E^+EAh+Ä)on,)'
Ar=l &=1 /

Ar=Z—to

Ed'h(e;-2e,„r+(,rt)+
£=1

A'=Z—-to

+ Edï-,(^' + 2i;,F, + (,Fj)

7
a?
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+»e, K,-ä«,_„v,+(,7„)']

n>*+2 ri-, <*»+-^S +
Ar=l /»*=!

_i._pW (R + 7 V
• -*-£—?i V Z—7i I a: 7Î' (IX)

Führt man abermals für die Zeichen
>

C E^, die dem Yertrage eigentümlichen
Grössen ein, so erhält man wiederum die Formel (Y).

C. Die Herleitung der Wahrscheinlichkeit eines
Yerlnstes oder Gewinnes auf kombinatorischer

Grundlage.

i. Das iümüeo aw/' GVuwd der TFa/w'SG'/ieinZ«c7i/cei<en

a priori.
Eine Abweichung yon der Gewinn- und Verlust-

gleichung
(5 Gr —— 0^ a; n'

findet man, indem man in der Gleichung

(s G )'k a? tî'
&=Z—n

£=1

setzt

m'

Ar=Z—

Ar-—1

(i)O „ „(1) I ,,'U „W I ,/*)
A:—1 2 A—:1 I A—1 ' A-1 "T ;

/ 1 A—1 A

Ä-l

Y> «„(2)

- w (i)

m
(3)
Z —71

" SP®, + M
(3)
Z—71 (2)
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und darauf die Gleichung

(s G^ iC

A=Z—77 A=Z—w

=»2Äcf-»2d".<'-«itc;=» (3)

A'=l A=1

abzieht, es ergibt sich sodann

^", (8 j'- O &
1 ^ a; 77' ^ a; 77/

A=Z—w A=1—77

=2<-.C'-2",mA—1 A=1

Anderseits gelangt man zu einer Beziehung der

Abweichung von der rechnungsmässigen Reserve, indem

man von der abweichenden Reserve

A=Z—77 A=Z—77

(s 7 )' V fflf C»-V mf - X (4)\ a: 7?/ A—1 A A—1 A t—77 t—?7 ^ '
a=I A-i

die rechnungsmässige Reserve

A—?—77 A=?—77

<», r.)=s2 ?r, <v-'2 d-.i (5)

,{-=i *=i

unter Beachtung der Gleichungen (2) abzieht. Man er-
hält auf diese Weise

Z=(s F )' —(s 7)2 ^ a? 77' ^ 03 7id

A—Z—77 A=Z—77

2 "F.1-2 «*. (II)
fc=l A'=l
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Beachtet man weiterhin, dass die Beziehungen
stattfinden

(7 7 K + 7 + 7 :
A A a; « ' A A ' a; tï

* Z—w Z—» » a? n '

und dass wegen

A=Z—7? A=Z-—ra

(3)

und
A=1

A=Z—w

A=1

7c=Z-

2a+*Z =*
/f-1 /i-=i

stets sein muss

A=Z—tt A=Z—w

A-l A=l

(6)

2 »L",+2 «7+<*!-,=». (in)

so findet man, dass immer die Gleichung besteht

jt, *, *:. (IV)

Um nun die AVahrscheinlichkeit der Abweichung
/y' zu finden, gehe man von der Wahrscheinlichkeit aus

S!
fc—Z—71

P^iD ffHliO 0»i_L,0
A=l A=l

A=Z—7i A=Z—n

IV (V)
7c=l A=1

und setze in derselben
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so ergibt sich

p (»^, -«[-„)

'Il (s^+ îW il5

A-

^(3)

(«Ä+«!üjr '

Wie beim einfachen Bernoullischen Theoreme

verfahrend, wende man zunächst die vereinfachte

Stirlingsche Formel

.c y 2 TT £ P' e
*

an und beachte, das» stets ist

e-> — e~S ("H--I+4-I)-2
* ^ *=l A=1

Man bekommt sodann

p(,;>, «!»»)

]/2tt:S U
*=*-» (g^_) y^i+4-i)
»-'l/2»(,e,+„<»,) pe-.+fi.)

/t=£—n

Ji -|/a»(«j>®,+«",) <«k",+»",)Wï-,H\)

(„<» )(»£,+«

y 2 « MV4D
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Weiterhin entwickle man die leicht darstellbare
Reihe

,(«) 1 /1

l-w —^- +
®2V-1 " %-l \ *JV-i

(a) \ 2 _ / (a) \ 3
1 • 3f \ 1 • 3 • 5 / ^

2 • 4 \ / 2 • 4 • 6 \ +

Nimmt man darauf an, dass die Abweichungen
von der Ordnung ]/ s sind, so kann man in der

Voraussetzung, dass s eine sehr grosse Zahl ist, setzen

' '' '
1 und mithin

«
' y

y^/r~i

Es ergibt sich somit

p(««, u«,

i" hlSW" »TO h" 'Ap (3)
£— 71

A=Z—n y

ÏÏ +
(1, \-(«D»Li+"i^)

c 90^

Ä'=l—W

]I('+h£)
(8)
i—TZ

«Ä.
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In dieser Entwicklung setze man zuvörderst

/
^ j #—1 J —) Zwl 1-] 1

v ^ '

Weil nun aber näherungsweise ist

-(•A+«r,)^(i+^-)=
\ ® Pa—i /

- (« p» + c,) (^£r -T (^?) +

y
fa)

so erhält man mit Berücksichtigung der Bedingungs-
gleichung

Ä*=l—7Î A'=Z—-71

2 M^-l +2 + #11, 0

Ä—1 /f=l

den Ausdruck

P(u«,u«,..., «ÜL)

_
1- (1/2^5"»-"' VrfW'TTrf'iW-A,".

4=t~" (44/ **=£-» (4,4/
_

(»14,/
®

A=1 /.'=1 ~*44„ ' ^ ^

welcher zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit der

Abweichung
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A—Z—A=Z—to
v=2 <i, c, - 2 k- »A

a-=I Ä=I

jedoch nur verwendet werden kann, indem man zur
Yereinfachung setzt

v <-i+2^=2 **=° '

A'=Z—-ro A=Z—to

2 k"
A—1

Ar=)'

k + 2kk+kl=2^='
und

if
A—Z—to

— ^ C

A-l

A'=l

A—Z—to

A'=l

A'-v

V«® i - u® -B, =yA—1 A Z—to Z—to / i ** V
A-l A—1

Durch eine Reihe bekannter Berec.hnungsvorgänge,
auf die der Verfasser infolge ihrer Weitläufigkeit hier
nicht eingehen möchte, findet man alsdann für die
Wahrscheinlichkeit der Abweichung A das bekannte

Exponentialgesetz

V) / Trr\ ^

P(A)=-—e
]/Vt

in welchem die Präzision fZ den Wert hat
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Die Punktion A als beständig veränderlich be-

trachtend, kann man nun mit der Wahrscheinlichkeit

annehmen, dass A innerhalb der Grenzen liege

Dieser Ausdruck heisse fortan „Ferneres Risiko".
Bereits von Laplace aufgefunden, hat er zunächst
Laurent und später auch Hausdorff zum Ausgangs-
punkte ihrer Untersuchungen gedient.

Im vorliegenden Falle tritt an die Stelle der
Quadratsumme

0

(VII)

der Wert

A—Z—w #=Z—n
2 I V „(2)

während man für

zu setzen hat

Ar=ï—«

A, 7Ï—n 6—'/t £C n
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Man erhält also wiederum

8 Jf + lM( "Ä )*—( Ffi»71 y L 77/ V# 77/ J

und daher

(s G V + y t/27 if 0 0)V CC 72/ — ' r a? 72 72 /
oder

(s 7 )'=(« F) + r T/27 ifva; 72/ va;«/ — / k a; 72

Das Dm&o aa/' Grwwf fer Wa/irsc/tei«7ic/i/reite?;

a posteriori ').

Zur Darstellung der Wahrscheinlichkeit eines

Verlustes oder Gewinnes bei Anwendung der Wahr-
scheinlichkeit a posteriori ist es zunächst erforderlich,
die bekannte Formel von Condorcet zu verallgemeinern.

In der Voraussetzung, dasx die Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen Ereignisse a:^ a:^_ be-

kannt seien, würde die gesuchte Wahrscheinlichkeit
gegeben sein durch den Ausdruck

P #—£—72

5!
&=Z—72

;

| (o<i 0 1J W-i 0 CA
Ä-l fc=l

Ä'=Z—72 /j\ fc=Z—72 /c)\ (q\

ïï G-,)"" ïï (V.)""" (V,r* "

A-=l /.-=!

') Siehe hierzu auch : 2?. ifa.scMe, Vorlesungen über mathe-
matische Statistik, § 46. Die Versicherungsprämie.
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Da nun aber die Wahrscheinlichkeiten der ein-
zelnen Ereignisse entgegen der zunächst gemachten
Annahme unbekannt sind, so hat man die Wahrschein-
lichkeit zu bestimmen, dass die Kombination

X" • • • » o'X > • • • ' stattgefunden hat,
während den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Er-
oignisse die Torausgesetzten Werte zukamen. Diese
Wahrscheinlichkeit beträgt nach der Lehre von der
wahrscheinlichsten Hypothese

Z-Z—w f-,\ A=Z—n

fc=i fc=i
l

A-Z—« /i\ £=Z—n /o\ /o-, A=Z—w 7r=Z—w

it (-Ar*-' ir<. iK.*
A'=l A-l A'=l A—1

'2(7—?2)+l

A*=Z—n A=Z—

2W, + I>L+W,=i
A=1 A=1

denn der Faktor

H
Ar=Z—w A*—Z—

TT WA) ÏÏWLOWko
A=1 A=1

kann aus dem Zähler und dem Kenner durch Heben
entfernt werden. Um die Integration des Kenners
in möglichst einfacher Weise zu bewirken, suche

man zunächst nach dem Ausdrucke, welcher die

Bedingung
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&—Z—71 ^—Z—71

Ä'=l A'=l

befriedigt.

Zu diesem Zwecke multipliziere man das den

Nenner an Grösse zweifellos übertreffende Integral-
produkt

0

in Anlehnung an Natani (Die höhere Analysis, Berlin,
1866) mit dem Diskontinuitätsfaktor

oo

«=1/«Ti'Ti-'+T'^ ^.
o

welcher den Wert 1 hat, solange die obigo Bedingung
erfüllt wird, und zu Null wird, sofern die Ungleichung
besteht

7,-=Z—n Ar=Z—7»

2 4b+ 2^1,+«£»>«
&=1 A"=l
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Nach Ausführung der Multiplikation hat man

oo

fc=3
0

7t=Z—«

IT

(»'» /"ihildz,
2

0

und da bekanntlich ist

oo

/ W ^ Œ3Ï 7

/ cc e a aj
m —cm 7 ^ •

so folgt ferner
Z;=Z—w fc=Z—

2
«7(0, £) — ]J 11 (XL 0 (oK-„ 0

t=i /.'=i

-[,+2(l~n)+l] ^(«»7

Um das noch vorhandene Integral zu entfernen,
wende man die Methode des Diskontinuitäsfaktors auf
das einfache Integral an

Z7= / | Ä*.
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Es ergibt sieb sodann

-U' fA'fai/,--.'"' i*:
/£ y TT y 2

0 0

V-'e—'Âsi./'.iiïAi-i*
TT / £

(fe— *)! 2_ /" sin_Ä z_
(z if * T «

woraus folgt

• fc
2 /, -x—/.- sin A z /«'——** ÏTTT i

0

Mit Benutzung dieser Formel erhält man aber
den Integralwort

Ä'=?—72 fc=Z—

IT «1,0 II «L!)(„<»!)
T/rv fc\ ^!nl * £[s-f~2(i—'72)-j-1 ]

•

~

[s + 2(Z —w) + l]!

Da jedoch nicht nach dem Integrale gesucht wird,
welches der Summe

»<ZV,+2V,+^,<i
A—1 A=1

entspricht, sondern nach dem Ausdrucke, welcher der

Bedingung
10



— 236 —

A*=Z—71 A'=Z—71

y®*),+y4",+»ü =--i/ j Ar—1 ' / i A:—1 I i—7i

fei Ä=1

genügt, so muss man noch nach f differenzieren. Es

ergibt sich dadurch der Wert

II W-i') ]JW,-iO W~»o
rm — *=i _ t[s+2(i—»)]"

[8 + 2(Ï—»)]!

welcher die Bedingung

Är=Z—77 Ar=Z—77

V W> 1 V <"'> I «(3) __ £/ ^V-l "A-l ^ — £

A*=l Â-1

befriedigt. Setzt man daher noch f — 1, so ergibt sich
der gesuchte Ausdruck

7t"=Z—77 Ä"=Z 77

J(l): fc=l 7c=i

|> + 2(Z-»)]!

und die gesuchte Wahrscheinlichkeit hat somit den Wert

[s + 2(i—«)]!
7i.'=Z—77 fc=Z—77

II CX-iO ITWLO W-nO
fc=l fc=l

Zt—Z—77 /1 \ fc—Z—77 /o\ /o\

(A/"'-' IT < A,(tkfc=i t=i
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Bei Yorausschickung der Wahrscheinlichkeiten
£c^_ a?|^ beträgt die Wahrscheinlichkeit, class

die in Frage kommenden Ereignisse bei c weiteren
Versuchen beziehungsweise /.c'^ mal in

beliebiger Beihenfolge eintreten werden

r I

fc=Z—w Z:=Z—w

IWIïoe,oo«.!)
fc=i /c=i

ïï«3-ïï«,r«33)'-.
S=1 1=1

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit der
nacheinander stattfindenden Erscheinungen beträgt somit

[g + 2(Z-»)1!
fc—îj—W —W

IT«30 IT«30«30
fc=i te=i

/e=Z—w fc=Z—w

te=l fc=i

/t—7—W .'il /i\ 7c=Z——w

«30 T[«30W30
fc=l

l'=1 fc=l

Da man aber die Wahrscheinlichkeiten cejj^_

a:?' nicht kennt, so hat man diesen Wahr-
ft"—1 ' t—W '

scheinlichkeiten alle nur möglichen Werte zu erteilen,
welche der Bedingung

fc=Z—w fc=7.—n

233+2«,+33 i
fc=l Je=l
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genügen. Um die dadurch erforderlich werdenden

Integrationen auszuführen, braucht man nur die bereits

yor Augen geführten Berechnungen zu wiederholen.
In Übereinstimmung mit dem obigen Ergebnisse findet
man sodann

^ (i) x«»£U-M£Li/ ÏTW
fc=i

H (^)° «-.+<

II j[

A.—i—«

fc=l

fc=i—A=4—w

fc=l 7c=l

fc=£—n fc=£—7»

j[ +Ä) 11 (<ü4w +A) WL+ *41.) •

|>+ç + 2 (/-«)]! '

Für die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich
also der Ausdruck

[8 + 2(J-«)]!F :
fc=£—n fc=/—n

ÏÏO'AO ||(„.»A!)(X»,!)
fc=l fc=l

A:=Z—7« &=/—

pe,o Ii Ai.o«ko
(i)

II II C-A+fA)'«l+A,)'

fc=l 1=1

Ä:=l—w A=ï—n

fc=i fc=i

[s -f- -f- 2 (7 - n) ]
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Zwischen den Zahlen WP,, „mf einer-

U /C—I ' U /£—1 ' U (•—Tfc

seit» und s andererseits bestehen dabei die bekannten

Beziehungen

»A > oA «A ' oA 'A > (»)

während man zwischen den Zahlen /«j—i »

einerseits und e andererseits die Beziehungen zu
bilden hat

,,(D _ (1) (1) _|_«Wi"*-l ~~ O^fc—1 » ^ fc—1 1 I %-1

,/2) _ (2) I (2) »,C2) I „(2)
1

" Ü^fc—1 ^ "fc—1 — 1 n

,/»> — ,/8) _-„(3> I J,(3)
' Z—n 0^Z—w Z—w * Z—7& Z—n

(b)

Setzt man die "Werte (a) und (b) in die Formel
(1) ein, so erhält man die Wahrscheinlichkeit der

Abweichungen

[s + 2(7—»)]!
11"

fc=Z—w

(*Ai-) f[(»A 0 (*p£L 0
Zc=l 7c=l

r Î

[* + <:+2(Z-»)]!
fc=Z—« 7c=Z—n

]J [(«+?)A+A] ' 11 [(«+?)Ai+A] •

7i=l fc=l
7c=Z—w fc=Z—w

i| (cri'i, + »1",) ' Il + <!,)!
fc=l fc=l

[(«+c)?£,+»!!]!
Ml+A)!
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Um diesen Ausdruck in einen für die Integration
geeigneten Näherungsausdruck umzuwandeln, hat man
auf sämtliche Fakultäten die Stirlingsche Näherung«-
formel anzuwenden und darauf wie bei der Darstellung
des einfachen Bernoullischen Theorems zu verfahren.
Nach Vornahme mehrfacher Vereinfachungen findet

man sodann für die Wahrscheinlichkeit der Abwei-
chungen das Gebilde

TT«',
1

'** (* + -f) ^
1 A'tv" ("fc-i)' *^7* ("fc—i)" OffU* \

« s(l+i) \ tel
'

*4-» /' ^
welches eine grosse Ähnlichkeit mit dem Ausdrucke

(VI) des vorangehenden Abschnittes aufweist.

Die vorstehende Wahrscheinlichkeit kann nun
ebenfalls dazu verwendet werden, die Wahrscheinlich-
keit der Abweichung

fc=l fc=i

darzustellen.

Setzt man wie im vorigen Abschnitte zur Verein-
fachung

Ä=Z—m —n fc=v

ZW + 2>A+«il=ZS=°.
7c=i fc=i fei
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fc=Z—ft fc=?—ft

y„<» I v„W : „m _y„ -1^ -1- ^ ^fc_i -I" lh-» — ^ W/, — * ;

fc=l A—1 A—1

und

fc=£—ft à:=Z—ft fc=r

A= y <t, c;-2 <4 ^.-- «s.*u =2 «* ».
A—1 fc=l A—1

und eliminiert noch 2 vermöge der Bedingungsgleichung

/ ^. 0, so wird die Aufgabe wieder darauf zurück-
fc=l

geführt, mittels des Wahrscheinlichkeitsgesetzes

/'i /> 2«fc i
fc,fc=l,2,...,*—1

das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Funktion
fo=ry—1

-^=2 - **
fcsl

darzustellen.

Dieses hat aber die Form

P(W) ^L<U^,
wobei .ff nach der Formel zu berechnen ist

//' ' - (IV)
2^(-lf+'y,y-c)(c_c,.)
A, A—1, 2,, j—1

Hierin bedeutet H die Determinante der Kootfi-
V—1

zienten zlj. j,
die aus -D,_j hervorgehende Unter-

déterminante von a^, und die sich aus D ^
ergebende Unterdeterminante von

,•
•
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Weitere Untersuchungen ergeben, dass man im

vorliegenden Falle auch setzen kann

JÏ-

M'+t)
/C=r—1

2
Ä=1

—c,)
>' 1

2 V"
A"

*$2=1

Durch Entwicklung der Quadrate (c^—c,)~ und
der Produkte (c^,.— c.) (cyc) geht aber der vor-
stehende Ausdruck nach zweckentsprechender Yer-
einigung zusammengehöriger Glieder über in

JZ'
1

/ A=v \ -

"C+t) ZX«*- 2>.)
Ä=I \ Ä=1 /

(VI)

Mit der Wahrscheinlichkeit

y

2
<£(/):

y
e

kann man somit erwarten, dass die Abweichung W
innerhalb der Grenzen

±yj/ 2 -' 1 -1 - f)

liegen werde.

#=)<

y w* V
A=1

(VII)



— 243 —

Für die hier in erster Linie betrachtete Yer-
sicherungsart war

v #=l—7i &=Z—w

y 4=y^, c*+yi^^/ j £ # / 1 £ ' Ar—1 ä* ' -*t—Z—7i » n

4=1 4=1 4=1

Â:=v Ä=L—n £=l-—w

F », », 2 fïi, C,-2Ä -f -3-=,r„
4=1 4=1 4=1

daher beträgt das Risiko auf Grund der aposteriorischen
Wahrscheinlichkeit

±'l/^(l + -f) (^-(,F)')

±7|/2s(I +T)A- (FHT)

Ist die Zahl ç im Yerhältnis zu der Zahl « nur

klein, so wird man den Bruch — vernachlässigen

können. Alsdann geht aber die Formel (YIII) in die
verbreitetere des Abschnittes 1 über, welche sogar
ungeachtet ihrer einfacheren Entstehung als die be-
deutsamere anzusehen ist, weil in der Praxis eben

nur Fälle vorkommen, in denen ç weit kleiner als s ist.

D. Das Hattendorffsche Risiko.

I.
Nimmt man an, dass während der (k—1) folgenden

Yersicherungsjahre irgendwelche Abweichungen von
den wahrscheinlichen Ereigniszahlon stattfinden können,
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so erscheint es unstatthaft, die yon s im Alter (A-f-w) vor-
handenen Teilnehmern in das (w-j-fc)'® Yersicherungsjahr
Eintretenden durch die wahrscheinlichste Zahl ,s\

Ar—lw cc-f-'M

auszudrücken. Zieht man aber in Erwägung, dass die

Yerwaltung eines Bestandes von Yersicherungen in
der Weise erfolgt, dass alljährlich nur die Abweichungen
von den rechnungsmässigen Ereigniszahlen betrachtet
werden, ohne dass auf die Gebarungen der ver-
flossonen Jahre zurückgegriffen wird, so genügt es

zweifelsohne, auch bei Schätzungen künftiger Yorgänge,
immer nur jene Abweichungen zu bewerten, welche
in den grade betrachteten Yersicherungsjahren statt-
finden können. Diese Anschauung leitete Hattendorff
bei der Herleitung des Risikos der ferneren Dauer,
und es gelang ihm auf diese Weise, den nach ihm
benannten Ausdruck des Risikos der ferneren Dauer
herzuleiten. Folgt man dem Yorgange Hattendorffs, so

kann man die Berechnung des Risikos des kommenden

('/i -f- Zc)'®° Jahres auf die Berechnung des jährlichen
Risikos zurückführen.

In seiner früheren Arbeit hatte der Yerfasser bei

Benutzung einer etwas einfacheren Bezeichnungsweise
gezeigt, dass die Abweichungen des Yer-
sicherungsjahres einer hinreichend grossen Gruppe
von Yersicherungen der hier beschriebenen

Art ein Fehlergesetz von der Gaussschen Form

]/^:

befolgen. Die finanzielle Abweichung des (» -j- &)">"

Jahres ergibt sich dabei aus dem Ansätze
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^w-f-Ar —1
^ ^ n-f-A*)

~~ (®;c+»+J—1 ^.J-f»+i_l "4" '\) (h
a;

^ «-(-/,-)

w+#—1 Ce^M-f/f)

<*, ?'
_0 _Lz — I '

J.J — «Î. (*> ^ _LZ •1 ^ œ+w-{-A a; /2-f-A"' 2 ^ a; «-}-Ay

Die Präzision kann nach der Formel be-
rechnet werden

*'«+* * ®z+m+A—1 [i'i+w+j^-i (® ^aj+M+A ''
œ

^
n+A

— # u,)"+p'i^z ,0 F _i_z-
—i— #.,)* +a; «-j-Av ' -^aH-w-j-Ar—1 ^ a; w-j-Ar ' # /i-j-fc' '

+ 75® f // fl' -* aj-j-n-j-fc—l Va; «+»/ J

1 :]/2s (t> m ,,)".I' a?-f-w +fc—1 ^ cc n-|-Ä/

Hierbei beziehen sich sämtliche Grössen auf den

Beginn des (re -}- A)'®° Jahres.
Damit ein Ausscheiden der Versicherten im (w-f-A)'®"

Jahre überhaupt noch stattfinden kann, ist es Be-

dingung, dass ein Teil der Versicherten in das (w-f-A)'"
Jahr eintrete. Da man die Zahl dieser Versicherten
nicht kennt, so setze man für sie ihren wahrschein-
liebsten oder Mittelwert. Dieser beträgt nun

^V-|-n-|-A—1

V* V'2 « A-Ä« (1 — A-IPL+„)

2

ht—i
e 2-u~ip^L„(i-a-ÄJ («a_iPL+„+^i)^®a~i

x-fw V * cc~y?i'

A—D r-f-n



— 246

Durch Einführung dieses Wertes nimmt dann die
Präzision die Form an

W+7<
1

* I/2 S (I)

Ist aber zl die fingierte Abweichung des
"+* " (o, "

kommenden /r'®" Jahres bei W—i?x+» Versicherten,
und erstreckt man die Betrachtung über die ganze
Restdauer des Yersicherungsstockes, so kann man den

Ausdruck
A=Z—n

(a)
A-=l

als den Barwert der fingierten Mehrausgaben oder
der fingierten Ersparnisse ansehen, welche bei einer

Gruppe von s Yersicherten gemacht werden, wenn
sämtliche Versicherungen in allen Stücken einander

gleich sind.

Um nun das Wahrscheinlichkeitsgesetz des unbe-
kannten Betrages zu bestimmen, erinnere man sich,
dass die Präzision des Gesetzes der homogenen Gleichung

A—m

"=
fei

deren Veränderliche 2,. Gesetzen von der Form

unterliegen,
]/G

A —A^ s*
e a- fc

P(M)
w _—— e

y 7t
(III)
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lautet. Die Präzision dieses Gesetzes hat man nach
der bekannten Formel

--
//C=7T< 2

*=> I/2-3- cur,

zu ermitteln. Bestimmt man nun die Präzision des

Gesetzes der fingierten Gesamtabweichung nach der
vorstehenden Formel, so ergibt sich für diese der
Ausdruck

/Ä—?—W^ ^1/2 A-Ä«
/c=l

7c=Z—w

(3) 2A- / x2

0„+*)T'&-
1 :

(V)

:y2«(A)'.
Zu demselben Ergebnisse käme man aber auch,

wenn man das Produkt von Integralen

7c—7—n 00

|[ i (vi)
7c=l

mit dem Diskontinuitätsfaktor

5* /fc=I—71/7c=7—rc \

~ / e l /Ii ^*+7 " • cos Ä z d 2 (VII)

multiplizieren würde, welcher den W ert 1 annimmt,
im Falle die Gleichung



2

— 248 —

/»"— /—71

A=1

erfüllt wird, und zu Aull wird, sofern die Ungleichung
besteht

/r=?—w

A=1

Für die Wahrscheinlichkeit des Zustandekommens
des Wertes S ergibt sich somit der Ausdruck

P(Sf)
(VIII)

A-J— >i ^
jT ye~''«+A "hl-t-A^ ^COS 2 (/2

aus dem man durch eine bekannte Umformung erhält

2.T

Dehnt man noch die Grenzen —2.t und —|— 2

bis — oo und -(- oo aus, was bei Berücksichtigung
der Eigenschaften des Integranden ohne Bedenken

geschehen darf, so kommt man mit Anwendung der
bekannten Formel
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-aa;2 "1 /IT k_
e cos o a? a a; 1/ — e 4a

wiederum zu dem Ausdrucke

Die Wahrscheinlichkeit, dass der gegenwärtige,
uns unbekannte Wert der während des Verlaufes der
Restdauer eintretenden Abweichungen zwischen — AT

und -j- Al liege, beträgt daher

3>(y) AyV-«'df,
0

wenn Ai ;'j/2s/„ iist.

5.

Wegen ihrer Merkwürdigkeit werde noch eine
andere Methode kurz erwähnt, die ebenfalls auf die Wahr-
scheinlichkeit der Barwerte der künftigen Gebarungen
führt. Man findet diese im Abschnitte „Vermischung
von Bcobachtungsreihen verschiedener Genauigkeit"'
des Helmertschen Werkes „Die Ausgleichungsrechnung
nach der Methode der kleinsten Quadrate" beschrieben.

Bildet man die Hilfsgrössen

(xi)
«=i

so lässt sich zeigen, dass sich der einen Mittelwert
darstellende Wahrscheinlichkeitsausdruck
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/A-l— re (3) (3) o

P (m) —p=- > -W e 2S ^2 -f

p®
Z—72^ X-f-W

]/2 s */h
(XII)

durch Yornahme einiger Entwicklungen und Yeroin-
fachungen in die gesuchte Wahrscheinlichkeit um-
formen lässt.

Beachtet man nämlich die Gleichungen

A=Z—72

2 k
A=1

/c=Z—

(3) _L «(3) — 1

Z—tc-4-72 '1 ^at-j-M ^ ~T z—n-^ aj-f-72

(XIII)
(x^n) " ^ (&—lPg+n APx+n) œ/Y+A-~(~i—«-^x+Ti a/h

A=1

und setzt

A* (A)' +^' (XIV)

so kann man aus der Summe von Gleichungen

A=Z—72

V( p<" — U* 4-—1 •* cc-j-w A-t tc-j-n' tc' n-f-A Z—n-t tc-f-n a> Z

A'=l

/r=Z—n

2( — «k) i „(»)
—1-* tc-{-72 Am œ-j-n ^ Z—

4-

A=1

A'=Z—n

/* Cc—l^x+n A'-^x+n) ^n+Ä- 4" I—?i
(5

!—72 Z X*-f-?2 n-j-A
&=1
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folgern

2 k-A-ÄI '-+*+«<=» <*»)
£=1

Den eingangs gebildeten Wahrscheinlichkeits-
ausdruck forme man nun um in

P(u):

" „(8) „(3)
/-—i"£ -r ai-j-w

v» \ t; V2»fw+ä
e 2<(A)*+Va) +

n-f-&

pW

V2si/yi?H

1 /*='~" «(3' «(81y £—1-^ ts-f-re „ —

I « ygj+ *"'('*#)
L /'

i
CA)

p ^—\
"«>'('+w) )'

17
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Setzt man darauf näherungsweise

1 1 <3

1

(5

1
72~f-&

72-{-£
2 if )*

MrVa? 72/

i 72-{-&

1 + 72+/?

M )"^.C 72/

M )*
Va: 72/

so kommt man nach Ausführung einiger Verein-
fachungen zu dem JVäherungsausdrucke

P(«):
1 •' I 2>'(.,,1/J

P 23 (Ä)-'

£=£—22

V C „(3) _ ,„(3) Ï
Vi'—1-^aj+72 5C+72/

/e=l

/2+À'

2 ilf V
Va; 72/

+•• i 72+A-

2 m yV& 72/

^ +-Vl+ ^ ^2( if )'
Va: 72/

2 if rVa: 72/

In diesem entwickle man noch die Produkte

Hr+-^ lW±V»'
2 if / V 2 if )'

Va? 72/ / \ Va; 77/

und vernachlässige die höheren Potenzen von ; es

folgt alsdann
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P(H): e 2s(j,ar„)"

V'( y Wi +/ j Vf—fd:-{-« Ä
*

œ+n' \ o / !/f Y* w-}-/f / '
2 i¥ )'

Va; ?i'

(A)'-«'_L «(») I 1 _ ^ "1 ,5|- _„i \ r, / j» n4 i
^ Va; .»/

Führt man schliesslich die Summation nach Ä aus,

so ergibt sich mit Berücksichtigung der Gleichung (XY)
die bekannte Formel

1 _ »

P0) —_ J

i •' I M.A)
wobei wie uns dieser Abschnitt zeigte, auch
nach der Formel berechnet werden kann

Ä,—?

f i¥ )*= V »<"+"" u* 4- »<« u"

Bemerkenswert erscheint noch, dass sich der
Nachweis für die Gleichheit des Bremickerschen oder
AYittsteinschen und des Hattendorffschcn Risikos kaum
ohne Zuhilfenahme elementarer Darstellungen führen
lässt. Letztens werden wohl immer Berechnungen
notwendig sein, welche gleich oder doch verwandt den
im Abschnitt G des ersten Kapitels gegebenen sind.
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Aus den vorhergehenden Untersuchungen geht
hervor, dass das Wahrscheinlichkeitsgesetz dos Risikos
für die nächsten 7r Jahre durch die Punktion

1 "*

7v 1/2 s if,' ' cc («|fc)

dargestellt wird, in der nach der Formel zu
berechnen ist.

(A.I«)"=2 --Ä pA)'+

« \ 2

' 2 *_] jPl+tt (a
| j +

X=1

/ 1 Ä \ 2
(3) / A' TT TT TS l ^+ ,Pi U' U i — 7 — P

• A' * a)4-w \ a? w-Wfc a; w ;A' "œ-|-rc \ a? rc-|-Äi a; w a? ^^
Ferner werde auch noch das Wahrscheinlichkeits-

gesetz des Risikos des (w —(— 7c —f- 1)'®" Jahres, bezogen
auf den Anfang dos (« -f-1)'°" Jahres, als bekannt

vorausgesetzt. Unter Beibehaltung der bereits be-

sprochenen Annäherungen wird dieses durch die Formel

1

^ 2s a^tt-{-Ä'-{-l)^
|^l/2s._p^l m' ' cc+n a?

zum Ausdruck gebracht.

Vermöge dieser beiden Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen soll versucht werden, das Wahrscheinlichkeits-
gesetz der folgenden (/c-f-l) Jahre zu ermitteln.
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Liefern die kommenden (/f —|— 1) Jahre beispiels-
weise die Abweichung m und das (n —(— 7c —(— 1)'® Jahr
die Abweichung z, so müssen die vorhergehenden
/c Jahre die Abweichung m — s hervorgebracht haben.

Daraus folgt die Gleichung
oo

-P/,+1 (") =/—») ^ *

OO

Setzt man zur Abkürzung

p, («.) ^ p" «' und iß (z) ^ e "in *,
|/tt

so geht die vorstehende Gleichung über in

oo

A-+i (") ^ ^ /"ß "'da.
TT

—oo

Die rechte Seite lässt sich leicht umformen. Man
findet auf bekannte Weise

(«)

oo
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Hiernach ist die Präzision des AVahrscheinlich-
keitsgesetzes für die folgenden (/e —(— 1) Jahre gegeben
durch die Formel

1 1,1
72 7 2 I 2 '

">+1 /.• ''4+1

und es muss sonach sein

Cr^(»!*+l)) ~(^(»l«) + A+» ® «+Ä'+l) " CO

Indem man f df. V als unbekannt ansieht und k
V.T.- (n /,')/

alle Werte von 0 bis /c durchlaufen lässt, erhält man
(A: —(— 1 Gleichungen, deren Addition auf die Hatten-
dorffsche Formel führt

«=/,-+i

C ^ 17 I 77 V= y P'l e )"• (II)\a? «—1|-^ ai-j-rc Va; v /
*=1

Hiermit ist aber nicht gleichzeitig auch die ältere
Form dos Risikos begründet. Zur Durchführung des

vollständigen Nachweises muss die rechte Seite der

Gleichung (I) umgeformt werden. Denkt man sich also

für und für (k ,lw,i+/,-+i)" ^ie Werte gesetzt,
so erhält man nach zweckentsprechender Umformung

(ù F,, — y— p
y œ n-f-^ a? w a? / > V ai /ï-f-A'—}-1 ^

/ 1 2

=„idj, («*+' «,+,+,-, r.- c, UUr) +

+,,!>;+, (w,+c,'
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/ 1 Aî-j—1\ 2

+ /.+1-^1+»
'

a- ^»+/,-+l X^». ^x +

+* »«. * n+*.t **'.V»

(»^w-|-&-{-1 a?^ft-f-£-|-l) '

Da aber das an letzter Stelle stehende Produkt
null ist, so findet man

*=*+!
^ ^,2

A,,+„ )'- 2J -A (»" »,+,+,- J'„ - i', 1^7.) +
*=1

*=y-i «V 2

+2 l|-P®+n (.^'»+^xyzyr) +
*=1

/ 1 _
yfe—|—1\ 2

J- /+* ]7 7 p ~~
|

I

y a? a; n a: J -y /

E. Bemerkungen

zur Anwendung der Bisikotheorie.

7.

Je nach der Wahl der Grenze der Wahrschein-
lichkeit

y

2>oo=^L-/V^
n y

o

pflegt man das Risiko in Analogie zur Fehlertheorie
verschieden zu benennen.
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Für y 4 0.70711 heisse das Risiko mittleres,
J/2

1 '
y —= 0.56419 ri » n durchschnittliches,

J/Vr

„ y 0.47694 „ wahrscheinliches,

„ y =4— 0.28209 „ „ mathematisches.
2|/?T

Um die so benannten Risikoarten zu erhalten, hat

man also die absoluten Risikobeträge

|'.s' beziehungsweise 9JÎ ~|/ç ^1 -f-

mit den Koeffizienten

y[/2 l (mittleres Risiko)

y |/2 ~j/~ — 0.79788 (durchschnittliches

y |/2 0.47694 j/2 — 0.67449 (wahrscheinliches

y|/2 ^,4 0.39894 (mathematisches „

zu multiplizieren.

Die Wahrscheinlichkeiten, die den hier angeführten
Werten von y entsprechen, haben der Reihe nach
die Grösse

$ (0.70711) 0.68467

(0.56419) 0.57505

0(0.47694) 0.5

0 (0.28209) 0.31005.
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Yon den aufgeführten Risikoarten kann die erste
dargestellt werden durch das Integral

•W* ^ - V. :

j/yr y 2 A

die zweite durch das Integral

jb=—|L- /"e '''"Vi^
J/'tt A ^ '

—oo

die dritte durch das Integral

/i

2B -^- /"^"«"lœlda:A /" 2, 0.47694 1

A 2.09678-A'

worin /y den Wert hat 1.36624 und durch die Formel
bestimmt wird

y=l/-'°^Lg (<>=°«694)

welche sich aus der Gleichung ergibt

^ A |/yr

die vierte endlich durch das Integral

oo
1

i?= " / 6 * ® a;«Za;
j/yr y 2 A J/Vr

0
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5.

Da eine positive Abweichung von der Gewinn-
und Verlustgleichung s 0 beziehungsweise von
der Reserve s P einem etwaigen Verluste entspricht,
eine negative aber einem zu erwartenden Gewinne,
so kann man folgende Sätze aufstellen:

aj Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schaden
höchstens die Summe A erreicht, beträgt

-ZT

' /'e '"•// ' AG-.VaWj/2/ [A./ 2 VäJf 2 /
0

Ebenso gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Gewinn höchstens die Summe AT erreicht.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schaden

grösser als die Summe AT ist, hat den Wert
oo

(^7=) /'^ W|/2/ ^ / 2
fr

seyv

Ebenso gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Gewinn grösser als die Summe AT ist.

c) Rechnet man mit einem Gewinn beliebiger
Grösse, gibt aber der Möglichkeit Raum, dass allenfalls
ein Verlust bis zur Grösse von AT Mark eintreten kann,
so hat man die Wahrscheinlichkeit anzuwenden

A*

an yT

0
AT

DJc 2
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Erwartet man in erster Linie einen Verlust be-

iiebiger Grösse, glaubt aber, dass auch ein Gewinn
bis zur Grösse von VT Mark eintreten könnte, so hat
man dieselbe Wahrscheinlichkeit anzuwenden.

Glaubt man annehmen zu können, dass der
voraussichtliche Verlust zwischen den Summen 7f und
AT, liegen werde, so beläuft sich die Wahrscheinlich-
keit dieser Annahme auf

*2

TO |/2

Von der gleichen Grösse ist die Wahrscheinlich-
keit, dass ein etwaiger Gewinn nicht kleiner als A^
und nicht grösser als AT, sein werde.

e) Schliesslich beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass

die Gebarung sich innerhalb der Grenzen — W, und

-|- -5"., halten werde,

-ft2

to ys

und dieselbe Grösse hat auch die Wahrscheinlich-

keit für die Gebarung innerhalb der Grenzen A,
und — AT,.
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F. Die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes oder

Gewinnes nach der Methode des Laplace.

Um die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, das»

das endgültige Versicherungsergebnis um +_ ZT Mark
von der rechnungsmässigen Schätzung

(S ö : 0
k œ ft'

beziehungsweise von

abweichen werde, vergegenwärtige man sich, dass eine

abweichende Gewinn- und Verlustgleichung durch den

Ausdruck

—n

t« ß v -V«,wS „CrJ — / ^
£=1

n(V)

(s G + ir=W

(1)

a; ft'

eine abweichende Reserve aber durch den Ausdruck
&=£—ft £=Z—n

F )' ^ Y (7, - Y mf W
A a- / i A'—l /.' / i Ä-—1 /i

A=1 &=1

£—ft i—ft

(2)

veranschaulicht wird.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, die diesen heraus-

gegriffenen Werten entspricht, ist daher zweifellos in
der alle möglichen Fälle umfassenden Wahrschein-
lichkeitensumme enthalten, welche man durch Auf-
lösung des Polynomen
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(&=£—n

£=£—7Î \ »

2ri2,+ y>L+Ä ==1
A=1 *=1 /

erhält. Daher bilde man zur Darstellung der Wahr-
scheinlichkeit der Gleichung (1) die erzeugende Funktion

r=fl>»,W'"+
\ *=1

+2^"+»E.H2-)'
A=i /

und entwickle dieselbe in eine nach Potenzen von e

fortschreitende Reihe. Sodann multipliziere inan diese

Reihe mit e~^ * und denke sich die reellen konstanten
Faktoren der Exponenten von e auf ganze Zahlen

abgerundet. Integriert man darauf jedes Glied der

Reihe nach 2 zwischen—tt und -j-jr, so bleibt die

gesuchte, mit dem Faktor 2 tt behaftete Wahrschein-
lichkeit übrig. Die Begründung ergibt sich aus den

Beziehungen
JE JE

y"^3 2 TT undy sin ayr 0.

JE JE

Räch dieser sinnreichen, von Laplace herstammen-
den Methode wird daher die gesuchte Wahrschein-

lichkeit durch den Ausdruck

JE

P A) X <r^ d 2 (I)

—JE

dargestellt.
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Um die Wahrscheinlichkeit der Gleichung (2) zu

finden, bilde man die erzeugende Funktion

Ä'=l—

/t'=l

Yerfährt man nun wie im vorhergehenden Falle,
indet ]

Ausdruck
so findet man für die gesuchte Wahrscheinlichkeit den

Weil nun aber die Gleichungen bestehen

— G, - F if =P, + F + F
À' À- ai w > A- A' ' œ il ' £—n £—n ai n *

sowie
ft s F 4- 7F,

œ. 9Î 1 '

so erkennt man, dass stets ist

z=x e

und man kann hieraus folgern

P(/i)=-P(ft).

Zum Ausgange der Entwicklung kann man sonach

stets den Ausdruck wählen

1
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in welchem für X zu setzen ist

(II)

Um nun für die Wahrscheinlichkeit P(X) eine

leicht anwendbare Formel zu finden, hat man die

erzeugende Funktion X' durch einen geeigneten
Xäherungsausdruck zu ersetzen. Zu diesem gelangt
man aber, wenn man die e-Koeffizienten unter Xor-
aussetzung eines sehr kleinen Wertes von s zunächst
in Reihen entwickelt. Man bekommt dann, sofern man
alle, den zweiten Grad von 2 übersteigenden Potenzen

vernachlässigt,

A—£—n

*= lÄ(»+ ef»<-T«r)V+...)

—w

+ 2X,(I--et ' «')V+...)
1

+ *2L (1—E W **+••)



266 —

f £=ï—n &=Z—n

A'=l &=1

+
/A'=î—n

y,«z_j i

A'=A—«

£<F) V
A*=l £=1

2^-i £ IF)
- pi"i'l—W JB (F)

Z—« g«-

Weil nun aber stets ist

A?=Z—n &=Z—n

^A+.2a+Ä
Ai—1

i,
A?=l

V „M r-(F) _ V n® 7?l^— — 04>*-l A ^/j PA-1 W, -^F-n ^

und

2 e, «o*+2ÄW+AW -w.
A'=l A'=l

so findet man den Näherungsausdruck
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aus welchem die weiteren Annäherungen folgen

Setzt man nun den vorstehenden Näherungsaus-
druck in die Formel für P(Ä') ein, so ergibt sich

In der Annahme, dass der Integrand des rechts-
stehenden Integrals bereits für massige Werte von 2

sehr klein wird, was bei grossen Werten von s stets
der Fall sein wird, kann man die Integralgrenzen
bis — 00 und -f- 00 ausdehnen. Will man vermöge
der so ex-haltenen Näherungsformel sogleich die Wahr-
scheinlichkeit herleiten, dass der etwaige Yerlust
zwischen AT und AT, liegen werde, so hat man zu

berücksichtigen, dass ist

K=2To < 7T 'M «i — f «7!

Durch Anwendung dieser Beziehung gelangt man
sodann zu der Formel

(III)

(IV)

18
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i&Jfs
1

TF(Zj, ^) _L /",e~T <»*»>' £ ß-*«< d 2

&Ï,
'

(Y)

~ (Xi—7j)«!_ —(A's—

e~ww' *' * —_ d 2.
ßT"'— ß~T"'

Um diese noch weiter umzuformen, setze man

C~ cos (2^ — '/a) z — i sin (Ü^ — YV 2

ß-(^+'/*)"= cos (Z,+ Va) 2 - Î sin (J^+ Va) 2

1 1 1„—„ 2:2 o • -*-

ß 2 =2i3IIly2,
so folgt

TF(^, JQ=

1 V « 2 a ^ '+ Vs) 2 — sin (g — '/a) .2

r2 ^
2

'

4 7 sin —- 2
M

oo
^

COS + VO 2 — COS (7V - V») 2

4 -n J sin —-,s
—00

Wie sich zeigen lässt, verschwindet aber der

imaginäre Teil der rechten Seite ; denn es ist stets

00

J sm c #



— 269 —

In dem verbleibenden Ausdrucke

sin A 4- Va) s — sin (AI — Ys) 2* -^2 (VI)1

sm — 2:

setze man nun

sin (A„ -f- VO 2 — sin Jt„ 2 cos y« 2 -(- cos AT, 2 sin Ya 2

sin (A — 1/2) 2 sin A^ 2 cos Ys 2 — cos A^ 2 sin Ys 2,

so ergibt sich die weitere Formel

1 Y ' ir a2 2 sin A, 2 — sin A, 2

*>>= 2v/«"Va« ' "+
—00

2

1 /"g-}(**«>'(cos A,2 + cos AI 2) d 2 (VII)
JT

In der letzteren zur Vereinfachung A? Y* # durch

Y2 2 ersetzend, wende man ferner die Formeln an

2i/a00 K

/* -m® sin Ar / _t*/e —-—re 2 27: y e

g cos & » da; !/ F
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^2 6i &2

2*j/a 2-j/a 2-j/ô~

2 [AT /"g~' u!t— 2 |/jt /*c^i=2(/jr /f

Man bekommt soclann die Näherungsformel

-j/2 s

iF(/y, /Q -^ /e~^ +
l' er /

"j/2 s

^ |S]/iî(N7 *""«* I ' <"">

Würde man in der Formel

00

/m/O /"
2u-y

—00

setzen

— cos AM — 7 sin il a,

so ginge dieselbe infolge der Beziehung

00

/*£—'gijj & a? c/ 2; 0

über in



p(X) J- / e~T'ww * cos Z2 (is)
A 7Z /

und man erhielte

TF(Z), Z,) -L / g~y«V V cos Z2 d 2. (IX")
A=Ä",

Sun ist aber

ifcS'ü

2 COS Z2 ---

A=A,

sin -^- (Z^+ l)2cos~/^2 — sin yZ^ 2 cos ~ (Z^ — 1) 2

sin — 2
£

sowie

1 1 if 1
sin — (Z+l) 2 • cos ~ Z'2 — sin (Z —7») 2 + sin — 2

J J Ä

sin-~Z2 • cos~(^~l)2=~ sin (Z— V2) 2 + sin ~ 2
-j

Mithin ergibt sich auch

2Q
(X)

1 7 »in (Z^-f1/2) 2 — sin (Zj — »/i) 2

2 ^ J sin — 2
—00
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AVeil man nun aber auch setzen kann

sin (Z, -f-1/2) 3 sin Z„ 2

sin V2 2 ,1 4- cos z>z,

sin (Zj — V^) s sin Z^ ,2

•—Ï7 — r~T7 CO® *
sm 72 z (9 '/sz *

1 1

4 y 2 CV3 y Z

so wird
00

1 f 7 »i> „2 sin Z„ z — sin Z z
hF(4, /g= 24 /^ — ^

(XI)
00

-f- /éTZ " (cos Ii, z + cos Zg z) d z,

woraus das bereits oben mitgeteilte Ergebnis

g*

l/2 s a» .3^

4
|4

IF(Z,, ig=— / <?-' dt+
ff.

21
'

.-T |/2 s Jf
-g; g;

(1 2s(~ar„)^+ß 2«(a.üf„)"i (^11)

folgt, welches Eggenberger und Moser durch andere

Betrachtungen gefunden hatten.
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Aber aucli das Restglied

< Y \
e MA)* + e 2s(„ar„)21

kann man bei Berechnungen der vorliegenden Art
hintansetzen. In Übereinstimmung mit der oberfläch-
lieberen Darstellungsweise findet man sodann die Wahr-

scheinlichkeit [<?> (j^)—dass ein etwaiger

Yerlust AT zwischen den Beträgen

i' ['2 s AI und /„ j/2s HA
' 1 ' » 7Ï ' 2 ' iC B

liegen werde.

Indem man weiterhin A^ — — A^ setzt, kommt
*. 1

man auf die Wahrscheinlichkeit
-g- [#(7j) -f-

Endlich noch die absoluten Beträge von — A,
und Ag gleich A setzend, gelangt man zu der be-
kannten Risikoformel

A< + 7 J/2~s JA— ' ' œ « "

welche der Wahrscheinlichkeit <£(7) entspricht.

Wie bereits mehrfach erwähnt wurde, zeigt aber
das negative Yorzeichen einen Gewinn an. Sohin

beträgt die Wahrscheinlichkeit eines Yerlustes AA bis

zur Grösse 7^2s^JA^ nur -^-#(7).

Um nun sogleich die Wahrscheinlichkeit -i-

eines Yerlustes zwischen 0 und A Mark herzuleiten,

genügt es, die Summe der Wahrscheinlichkeiten
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F(0, i)=2P„,=
J=0

J=Ä"

y(A)' V cos Zl 2 ^ 2 (XIII)
zl=0

Es ist aber

cos -J- £"« »in 4(^+1) 2

sin Y2 0

2 1 „ 1 sin Z2
C» +

und da man in der Voraussetzung, dass 2 nur klein
ist, für b/ Y2 2 wiederum Ya 2 setzen kann, so kommt
man auf die Xäherungsformel

(XIV)
oo

lf(0, Z) g"l ^mZg _|_ ^ ^ ^.
—oo

Diese geht durch Anwendung der bereits mehrfach

angewendeten Formel
&

oo 2]/a

/' 3» sin / g / ö \
/ g « a; 2 J/jï / g a t TT tf) ——

7 » y \2]/o/
—oo 0

und der wohl weniger bekannten Formel

oo

—oo

zu bilden.

Z|=Ä'

2 COS zf 2 —
J=0
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e""** cos= i- 6» die y|/^ (l 4- e"x) (XY)

über in

1K(0, X) :

' + T i^7x,7 (' + «"'«•')

Aber auch diesmal wird man das Korrekturglied
vernachlässigen dürfen, wodurch man wiederum erhält

TF(0, X) : M x
2 \|/2s M\ ' a? M

Awmerfemgr : Handelt es sich um einen Bestand

von gleichartigen Versicherungen, deren einmalige Prämie
durchgängig nach der Formel

—W

21 — V î/à9^ 4-4i-+« Ä--l|ri+» " ^as+n+/fc r
/c=l

£=Z—n

4^ Ä-—1|Xk+« " *V|-rc+/c
£=1

berechnet wird, so findet man die Wahrscheinlichkeit und
das Risiko aus der Formel

P(X)=-^/r*r*"d*,
—JT

in der man zu setzen hat
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/£=£—«

\/ =1

+*v" ' /.("* ^U+A~-^ ^ -Ö-) '
£—11 * #+W

Ä?=l

+ ,_„i£L g-(^"+^ ~î=^) "A. (xiii)

Awmer7«m(/ 5 : Bei einem Bestände von gleichartigen
Rentenversicherungen, deren einmalige Prämien durchweg
nach der Formel

£=Z—n

<i)| 3 „(i) ,,A-a^
I ^c+ra À-—l|-£Vf» ^ a-+n+A

£=1

berechnet werden, kann man zunächst wie im vorher-
gehenden Abschnitte verfahren, indem man in der all-
gemeinen Formel

1

Ai JT /

für die generierende Funktion X den Ausdruck wählt

Y—/ 1^ / -4-
I / F-i|-P-,-+?X -p

&=1

A=i—?! / 1—»A \
+

+ ^„Ä,e^* * " '")• (xiv)Z—

C F +P 1-"*-")-\oj ' » y
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Will man jedoch das durch die etwaige spätere
Rentenzahlung erwachsende Risiko von vornherein berück-

sichtigen, so hat man in der allgemeinen Formel

1

der erzeugenden Funktion ^ die Form zu geben

/ „ 1-Xl 1=^1 s,i
V® i-v ® " * l-W

Â-—1| Pœ+M 1| Ae+n+Ä- ^ +
A'=l Ä'i=1

ä-=I—« / i_ „&\
I pW + |

' &—11 A CC-{-7ï ^
A'=l

/ 1—l>^ \
^

+ (xv)

Den Wahrscheinlichkeiten und

sind dabei die erweiterten Bedeutungen des Kapitels I,
Abschnitt A, Anmerkung 2, beizulegen.

Awmerftwwgr 3 : Will man sich auch bei der Darstel-
lung des Hattendorffschen Risikos des Laplaceschen Yer-
fahrens bedienen, so hat man in dem allgemeinen Ausdrucke

TT

für die Erzeugende X zu setzen



278

X:
&=l ?7

&=1

I }jW X (j, F,j_|_£ + »" ajOn-J-D 2 i'
I

' -^oH-rc-f-#—1 ^ I

I jjG) pW -tx+M+A—1 C

oder in dem allgemeinen Ausdrucke

TT

P A' ^ /'re-®"'ds
iu 7t /

'«* ('' aA+ife) * ® ^ * * *»+"Ä—lA.(3)

(XVI)

für die Erzeugungsfunktion X das Cfebilde

£=Z—w

Y

_]_ jj(3) „~ A+n+A—1 ^

einzuführen.

|f (p1+„+a-I e "*^+* *' +

(3)
I J3) V * *+"W -A+m+A-l/ (XVII)

Die Grösse S£ wird dabei durch die Gleichung bestimmt
£=l—n

»=»• 2»-A»" .«„+*+<">
£=1

in welcher
&=£—n

ZA.!®) i/'~* 77 — 7i—lA+K ^ P «+£ Are
ÄT=1

den sogenannten Versicherungswert von Wright eines

jeden der s untereinander gleichen Verträge darstellt.

(Schluss folgt im nächsten Heft.)
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