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Näherungsformeln zur Kontrolle der Reserve

ganzer Versicherungsbestände.

Von Dr. Fi. Gering, Cö!n.

Versicherungsgesellschaften, die keine Gruppen-
rechnungsmethodo anwenden können, haben jährlich
für jede einzelne Versicherung eine neue Reserve zu
rechnen. Gebraucht werden aber für die Bilanzrechnung
nicht diese Einzelreserven selber, sondern ihre Summen

für ganze Yorsicherungsbestä.nde.
Eür einen solchen, aus beliebigen Versicherungen

(in einem Reserveregister) zusammengestellten Bestand
sei die Reserve „Mitte des laufenden Kalenderjahres"
mit l/m_1, Mitte des folgenden Jahres mit Vm, die

Kettoprämie mit P und die gesamte Versicherungssumme

mit A bezeichnet.
Die Bilanzreserve Ende des Kalenderjahres beträgt

dann

1) V 1 =4 \V ,+ V -fPl.' in—-- 2 m~* m J

Für den folgenden Kechnungsabschluss kann man
den neuen Bestand gebildet denken aus dem „alten"
(d. h. bisherigen) Bestand (mit derselben Summe K
und derselben Kottoprämie P), vermehrt um den

Zugang und vermindert um den Abgang. Umwandlungen
von Versicherungen können als Abgang der ursprünglichen

Versicherung und Zugang der geänderten
angesehen werden.
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Es sind nun für den neuen Bestand und das neue

Kalenderjahr die Grössen 7+ 7?'n+1, P' und K', die
den Grössen 7m 7m, P und K des vorhergehenden
entsprechen, zu bestimmen und die neue Bilanzreserve

ergibt sich zu

2> Y[r;+n,+1+-p-].

Für den Zu- und Abgang seien die entsprechenden
Grössen 7", F' P" und K'\ sowie V", F"m m-|-l' > m

* m-\-1'
P " und K". Dann ist

3) K=K+K-K,p' P + P"-P"'
und W W + AT" — K".

Addiert man schliesslich noch für den alten Bestand
die für das neue Kalenderjahr gerechnete Reserve-
kolonne und bezeichnet man die so erhaltene Summe

mit V so ist noch
7W-J-1 '

4) V' V -1- V" V"'
?n + l ?n+l » m+1 m-j-1*

Fehlt für eine abgehende Yersicherung die neu zu
rechnende Reserve, oder ist die Berechnung derselben

zu umständlich, so wird sie durch eine im Einklänge
mit folgenden Ausführungen gebildete Hülfsreserve
ersetzt, welche durch dieselbe Grösse im Abgange wieder
in "Wegfall kommt.

Kun bestehen zwischen den beiden, schon
vorhandenen Reserven 7 und 7 und der neu
gerechneten Reserve 7 des alten Bestandes einfache

m+1
Kähcrungsbeziehungen. Die bekannteste ist (falls mit
dem Zinsfuss 3 i/g % gerechnet wird)

5) V — 2.035 7 — 1.035 V
?ft + l m m—1
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Die allgemeinste Form einer solchen Näherungsformel
lautet, wenn noch die gegebenen Grössen P und K
mitberücksichtigt werden:

6) V L q V — h V ,4-7 P — s Kl' 7?i+1 * m m—1 1 •' '

wo g, h, j und s näher zu bestimmende Konstante
bedeuten.

Mittelst einer derartigen Näherungsformel kann
die neue Reserve des alten Bestandes stets auf ihre

ungefähre Richtigkeit geprüft werden. Zur vollständigen
Prüfung der neuen Reserve F+_t des neuen Bestandes

erübrigt sich also gemäss 4) nur noch die Betrachtung
der Reserven V",. und V'".,. Die Reserve F"' des

771—j—1 771+1

Abgangs besteht aus Posten, die in der -Summe Vm+1
enthalten sind, also gleichzeitig mit dieser geprüft
werden. Die Reserve Fj+ des Zugangs endlich (in
dem auch die geänderten Yersichcrungen enthalten

sind) kann am besten durch eine Gruppcnrochnungs-
methode geprüft werden. Alle Yersicherungen des

Zugangs werden nämlich gewöhnlich, um eine
Sterblichkeitsstatistik durchzuführen, nach Altersklassen sortiert,
und zwar ohne Rücksicht zu nehmen, in welchem

Reserveregister sie zusammengestellt sind. Für dieselbe
Altersklasse werden nun sämtliche Ycrsicherungssummen
addiert, für das Alter y erhalte man die gesamte
Versicherungssumme K'y.

Diese Arbeit muss schon zur Durchführung der
Sterblichkeitsstatistik erledigt werden. Man addiere

jetzt weiter, für die einzelnen Jahrgänge gesondert, die

Nettoprämien, sowie die Reserven am Anfang und am
Ende des laufenden Versicherungsjahres für den ganzen
Zugang und erhalte die Werte P^', VJ und V^+y Die
Änderungen abgesehen, werden die meisten Summanden
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von V" gleich Null sein. Will man die Versicherungen,
hei denen im Todesfalle nicht die Versicherungssumme
fällig wird, nicht aus der Zusammenstellung fortlassen,
ersetze man hier die Versicherungssumme durch
die auf Ende des Versicherungsjahres diskontierte

Leistung im Todesfalle. (Diese Modifikation hat
hauptsächlich bei den Fix-Versicherungen einzutreten.) Die
so korrigierte Versicherungssumme sei S'\ Dann ist

7) V' S" —\vS" — V" -f P'")l • u' y+1 y L y V 2/
1 v)\ y'

wobei v j ^ den Abzinsungsfaktor bedeutet und

1 -4- i D
81 u ~ —— — A; y P DFy y + \

der gebräuchlichen Bezeichnung gemäss ist.

Formel 7) ist auch bei veränderlichen Prämien, bei
denen die übliche Gruppenrechnungsmethode sich

kompliziert, wenn nicht gar unmöglich wird, anwendbar.
Durch dieses Kontrollverfahren wird die neue

Koserve des Zugangs für jeden einzelnen Jahrgang, damit
die Gesamtreserve des Zugangs und folglich auch die
Reserve W+1 jedes in einem Ileserveregistor
zusammengestellten Einzelbestandes geprüft. Durch 7)
wird endlich noch die Reserve V'm mitgeprüft, soweit
sie nicht null ist, damit Dt auch V kontrolliert, da" m '

V und V" im vorjährigen Bestände schon enthalten
m m J o

waren. Damit sind alle Reserven, die gemäss 2) die

neue Bilanzreserve zusammensetzen, auf ihre ungefähre
(resp. absolute) Richtigkeit nachgeprüft.

Die Formel 7) könnte auch zur Prüfung des ganzen
Bestandes verwendet werden, wenn die Grössen V"*

y-^ 1 *

V', Py und S'y sinngemäss durch die Grössen
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V P' und S' ersetzt werden ; ia die Reserven könnten
?/' y y ' J

überhaupt dadurch gerechnet wenden, dass alle
Bestände nach Altersklassen zerlegt werden und für jede
Altersklasse die Reserve aus der vorhergehenden
bestimmt wird.

Zur Ableitung einer Kontrollformel von der Form
6) denken wir uns ebenfalls den bisherigen Bestand
nach Altersklassen zerlegt, ohne jedoch diese Zerlegung

effektiv ausführen zu müssen. Für das Alter y
erhält man, dem Frühem entsprechend, die Reserven

Vy und die Nettoprämie Py und die korrigierte
Versicherungssumme S Dann ist zu 7) entsprechend

wo u durch 8) gegeben ist und v wieder den Abzin-
sungsfaktor bedeutet.

Diese altbekannte Gleichung entspringt folgender
Überlegung: Es ist

10) K+1 (1 + 0 (P + F) - % (Sy - F+1),

woraus folgt, wenn diese Gleichung nach F^
aufgelöst wird und 1 — c[y=py gesetzt wird,

eine Gleichung, die an Stelle von 9) gebraucht werden
kann. Durch Umformen erhält man hieraus

9) F $ — [~i> <S — (V P )] u' i/+i y \_ y \ y
1 y>J </'

1 -L j Q

11) V — —[P -f- F ] — s' v+1 n L v
1 y\ « y

v y

V„,,=s
1 + i\ 1

& —(P + F)v \ y
1 y/y Py il + i '

v

Setzt man hierin noch ;
1 + t

so erhält man direkt Gleichung 9).

1 -j- i
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Die Gleichung 9) könnte man näherungsweise
direkt auf einen nicht nach Altersklassen geordneten
Bestand anwenden, indem man y durch ein mittleres
Alter 2 ersetzt. Man erhält so, wenn zunächst S wieder

y
durch Ky ersetzt wird, näherungsweisc

12) K-c+jy].
Um den Mittelwert z nicht willkürlich annehmen

zu müssen, kann man weiter setzen

13) V„ K-[«-K-(P+ Fm)]
indem man in 12) alle Alter um 1 verkleinert. In
dieser Häherungsgleichung sind P, K, 7m und Vm

aus der vorjährigen Reserveberechnung bekannt, also

kann z näherungsweise ermittelt werden durch

K — 7,
H) v-K-(P+ Fm) '

Hieraus ergibt sich uz_, daraus 2—1, also auch

z und u wodurch aus Gleichung 13) z ohne Willkür,
aber trotzdem nur näherungsweise bestimmt ist.

Diese Methode liefert um so genauere Resultate, je
weniger die Alter y der Altersklassen, aus denen der
betrachtete Yersicherungsbostand zusammengesetzt ist,
voneinander abweichen; in der Regel wird aber eine

Häherungsformel von der Formel 6) und auch die
einfache Formel 5) genauere Resultate liefern.

Analog zu 9) kann gesetzt werden:

15) V =S — \v-S —(V ,+P VI.«>
11 a-1 L y-1 tj—i 1 y-i'i y—i '

dabei beziehe sich V' in dieser Gleichung auf
denselben Versicherungsbestand wie in Gleichung 9) (nur
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\

um ein Jahr früher betrachtet). Diese Gleichung addiere

man mit einem willkürlichen Paktor A multipliziert, zu
Gleichung 9), dann erhält man

7 _l A • V S +XS t — \vS — (V + P )]y+i 1 v v
1 y—i L v ^ !J »'A

— AI"vS — (V ,-f-P I w
L y-i \ v-1 ' .'/-i.'J y—l

oder

16) ^+1 (Mjy-A)P,y + A • Vly_,
+ (uy ' Py + ;k?Vi ' P2/~i) + ['S2/ + AiVi

— v (u S 4- Am- $ ,)1.
\ v y > y~i ?/-i/J

Setzt man hierin P P und V
^

S — K
v—i ,v ;/-i 2/ !/'

d. h. nimmt man an, dass die Prämie für den alten
Bestand gleichgeblieben ist und das im Todesfalle

fällige Kapital wieder gleich der Versicherungssumme
ist, so ist hieraus

171 V j-I — (u — A) F -I-Am V11J y+1 V y u
1 y-i j/-i

-f- (u 4-An P —[?;(» Xu T—-A—l] A"
1 V y

1 «/-!/ 2/ f V y
1 2/—ll J IJ

Man wende nun näherungsweise diese Formel auf
den nicht nach Altersklassen geordneten Yersicherungs-
hestand mit der Versicherungssumme K, der
Nettoprämie P und den drei aufeinanderfolgenden Reserven

i V und F an und erhält:m—l " m ?JZ-|—l

18) Fm+1 (o + c) Vm - c -J Fm_1

-j- (a — c b) P — [v (a — c b) -f- c — l] • K.

Hierin bedeuten a und b geeignet gewählte Mittelwerte
für uy und » und der Wert c, der für — A gesetzt
ist, ist noch näher zu bestimmen.



- 18 —

Setzt man noch

<7 a + c, h c b, j a —• c • b
19)

und s v (a — c • b) -f- c — 1,

so geht Gleichung 18) über in

V g V — h V ,-4-j-P-s-Km-fl J m m—l ' '

also in Gleichung 6).

Aus den Gleichungen 19) ergeben sich noch die

Beziehungen

20) s v j -)- c — 1 und g — h =j c

und aus diesen Gleichungen

21) s g — h — d j — 1,

wobei d= 1 — v.

Soll die Aäherungsformel 6) brauchbar sein, muss
sie näherungsweise für alle Altersklassen gelten, d. h.
die Differenz

22) Ay {y Vy - h F +, • Pu - • K) - F+1

muss für alle y klein bleiben.

Für 7 den Wert aus 17) eingesetzt, erhält man
aus dieser Gleichung

Au uy + X)Vy~ Cl + X
uy i) Vs-i

+ {j~Uy — * Uy-i) Py—\S — V(Uy-\-X Uy-1) + X 4" l] Ky

Setzt man hier 1 — u — q, so fällt das G lied mit
y V'

7 fort, und man erhält einen Ausdruck von der Form
y '

23) Ay x py + <p yy_1 -y>-Ky
Darin ist

24) X^j — »„ + (.</
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ferner

25) <P=(ff — «„)«„-! ~h
und

26) iP s — v («„ — [9 — «„J V,) ~ 9 + Mj/ + L

Aus 24) und 25) folgt

27) % — (p + h — uy

und aus 24) und 26)

28) yj 7= v(x — j) -f- uy + s g -1— 1,

und aus den beiden letzten Gleichungen

29) d x — <p + y s — (# — h — ^ • j — 1) >

wobei wieder d—1 — v gesetzt wird.
Ist nun Gleichung 6) aus Gleichung 18) durch

Einsetzen der Werte 19) entstanden, so gilt auch
Gleichung 21), und es ist dann

30) d'Z — <P V ^

und Gleichung 28) kann transformiert werden in

31) yj=7ix-\-uy—h—j.
Man setze nun in Gleichungen 24), 25) und 26)

für g, h und j die Werte aus 19) ein und setze zur
Abkürzung

u — b

32) -»=-! co

uy — a »'

dann ergibt sich

"Z gi c • b ~|— (ci —G ^y) uy-1

g (a + c ~ Uy) uy_1 -c-b
y v(a — c-b-u!/ + [ciJrc — Uy\ u^) +
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oder nach einiger Transformation

33) x (1 + Vi — c ' my) (a —uy)

34) rp — c • <oy) (a — uy)

35) w =[«(! + mb_1 - c • coy) — l] (a — uy).

Setzt man diese Werte in 23) ein, so erhält man

36) Ay [(-?„ + A Ky)

- (V Ky - Py—Vy-1) (%-! ~ C ' %)] («

Für u —a verliert 32) und damit Gleichung 36)
ihre unmittelbare Bedeutung; nach dem den Gleichungen
33) bis 35) vorhergehenden Gleichungssystem ist dann

Z=c- b) <p c (m^_j — b) und

W v c («^ — b).

Ist dann ebenfalls uy_t b so ist x — 0 <p 0
und yj 0 und damit nach 23) A y Wird uy als

kontinuierliche und stetige Funktion gedacht, so geht für
w — b

a u und b u der Wert m =— über in
y »-1 y u — a

y
du

<o z—~— [wo an dieser Stelle d als Differentiations-
v du 1

y
zeichen gilt], und es wird für diese Werte auch nach

Gleichung 36) A y 0.

Sind also a und b so als Mittelwerte von u und
y

uy-1 aufgefasst [s. Erläuterung zu Gleichung 18)], dass

es ein Alter 2 gibt, für das

37) u a und tie_l b ist, so ist

38) 4 0;
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d. h. für das Alter z stimmt dann für jede Wahl von c

der durch Gleichung 18) gegebene Wert von F +]
[wenn die Gleichung speziell auf die Altersklasse y
angewandt wird] mit dem richtigen überein. Dieses
Resultat geht auch unmittelbar aus der Yergleichung
von 18) mit 17) hervor.

Ist y s, so lässt sich bei willkürlich gegebenen
Werten von K und V .für P ein Wert P* bestimmen,

y y—i y y '
der so beschaffen ist, dass

39) (P; + d-Ky)

- (« ' Zy - P] ~Vi) ("»-i ~ c ' %) 0

ist. Es ist dann für P P* ebenfalls A y 0.
V y a

Wird Gleichung 39) mit (a — u multipliziert und
von Gleichung 36) subtrahiert, so erhält man für die
Differenz A y

40) A y (1 + Vl — c-a>y) (P, - PJ) (a - uy).

Die Konstante c kann nun so festgesetzt werden,
dass man in Gleichung 39) bei einem vorgegebenen
Alter yl und gegebenen Werten Ky und Vy A

ein

bestimmtes P* festsetzt. Dann ist für diese Werte ge-
3/i &

mäss 39)

P* + d K
1 s 3/i

1

3/i
41) —c-o)'f.-1 2/1 V K —P* —V '

3/i 3/i 3/i—1

und da auch a u und b — u und damit auch <x>
Z Z- 1 J/i

gegeben sind, ist hiermit die Konstante c bestimmt.

Für andere Werte von K und V und für andere
y 3/—i

Alter y ist dann wieder aus 39) P* bestimmt durch
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42) P*
(v K —V (it — c • o) — a KV y y—x) \ y—x yI y

43)

y l —|- u — c w1 y—x y

(K —V (u — c • toV y y—x) \ y—x yj_ ft %
1 -|- u — c to y'

1 y—x y

Hieraus ist weiter

P* -)- d K u — c • mII I il II — 1y-x y

K —V 1 -4- u — c co
y y-x 1 y-x y

Wird bei demselben Alter y für eine weitere Zusammenstellung

von K und V nämlich für XK und 1V
O y y-\l y —1

der Wert 1P* so bestimmt, dass für K lK V
y ' y y' y—x

1V und P 1P* ebenfalls A y 0 wird, so ist
y—x y y a '

nach 43)

XP* 4- cl -lK u — c • co
y

1

y_ _ y—x y

XK — 'V 1 + Vi-" C ' 0Jy
y y—i & y

In Verbindung mit 43) ergibt sich hieraus die Proportion

44)

also nimmt bei gleichbleibendem Alter y und

Versicherungssumme Ky der Wert P* ab, wenn die Reserve

F durch eine grössere ersetzt wird. [Man beachte,
dass eine grössere Reserve bei gegebenem
gegenwärtigen Alter und gegebener Versicherungskombination
auf eine längere, schon durchlaufene Versicherungsdauer
und damit auf ein niedrigeres Eintrittsalter und eine

kleinere Nettoprämie hinweist.]
Untersuchen wir nun den ungefähren Zahlenwert

der Grössen, die in Gleichung 40) in Frage kommen:



— 23 —

Die Prämie P ist gegenüber der Versicherungssumme

Ky eine kleine Grösse, also wird in Gleichung 41) der

Wert (uy _)-c-coy^ gegenüber der Einheit auch klein

sein, solange die Reserve Vy _t nicht beinahe gleich

der Yersicherungssumme wird. Da ferner

1 + i uu —1— und co
yi-1 p vi u — a1 Vi~ 1 Vi

Grössen sind, die nicht sehr von der Einheit abweichen,

ergibt sich aus 41) ein c, das ebenfalls der Einheit
nahe kommt. Der Wert c • co kann dann näherungsweise

ersetzt werden durch co -\-c — 1, wo also (c— 1)
eine (positive oder negative) kleine Grösse ist. Die
Gleichung 40) geht dann näherungsweise über in

45) /l y [l + («#_1 — coy) — (c — 1)]

wo (w j — coy) ebenfalls eine gegen die Einheit kleine
Grösse ist.

Wir kommen so zu dem Ergebnis:
Setzt man für ein Alter z a — ii und b u

Z Z — 1'
und wählt man die Grösse c (nahe der Einheit) so,
dass für ein anderes Alter y die Gleichung 41) gilt,
bestimmt dann gemäss Gleichung 19) die Grössen g,
h, j und s und rechnet aus der Gleichung

46) V" — g - Y — h - V -f ji • P —s K' y+i & y y i 1 J y y

ein Näherungswert für die Reserve so stimmt
für das Alter z der Näherungswert mit der wirklichen
Reserve überein; ebenso trifft dies zu für irgendein
anderes Alter y, wenn die Nettoprämie Py — P* ist,



- 24

wo P* durch Gleichung 42) bestimmt ist. Zur Bestimmung

von c konnte man hierbei für ein Alter y ein

zu den Grössen K und V gehörendes P* willkürlich
V\ Vi ° 2/1

annehmen. Ist y \ z und P 4 P*y 1 so ist der Fehler,
den man begeht, wenn man statt den Näherungswert

F*+1 setzt, durch Gleichung 40 bestimmt. Dieser
Fehler A y ist gemäss 45) nur um wenig grösser als
das Produkt (Py — P*| (a — u;/).

Können hei den einzelnen Altern y die Fehler A y
vernachlässigt werden, kann auch die Reserve Fm+1
eines Yersicherungsbestandes, der nicht nach
Altersklassen getrennt ist, ersetzt werden durch dem

Näherungswert

47) F* =q>Y — h-V Ll+i- P— s K.' m-j-i J m w-f-1 1 J

Betrachten wir nun den eingangs erwähnten Spezialfall

dieser Gleichung, nämlich die Gleichung 5):

V 2,035 V — 1,035 V
w-f-1 ' m m—l

Hier wird also

48) g 2,035, h 1,035, j 0, s 0.

Wie man sofort sieht, ist durch diese Werte
Gleichung 21) erfüllt; aus den Gleichungen 20) folgt:

49) c= 1.

Aus den beiden ersten Gleichungen 19) ergibt
sich noch

50) a 1,035 und b 1,035.

Die beiden letzten Gleichungen 19) sind dann auch

erfüllt.
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Gemäss 32) ist dann

u x — 1,035
51) co

y u — 1,035 '
v '

und gemäss 42) ist

(K —V (u — co

52) P y v
„ r K y-± vi — d • K' y 1 4- u — CO V

1 y-i y

Endlich geht Gleichung 40) über in

53) A y (1 + uy l — coy) (Py — F'y) (uy — 1,035).

Es gibt nun zwar keinenWert z, für den u 1,035
und u 1,035 ist, und für welches Alter stets

Z— 3 7 7

A 0 wäre. Hingegen ergibt Gleichung 52) für alle
Alter y einen "Wert P*, der für die Nettoprämien P
der wirklich vorkommenden Versicherungen einen guten
Mittelwert darstellt. Deshalb ergibt doch

54) V* 2,035 V — 1,035 V
1' 3/+1 ' y ' v-1

einen guten Näherungswert für E und also auch

55) V,, 2,035 V — 1,035 V' m-fl J m ' m—1

einen brauchbaren Mittelwert für V nur muss der
Zinsfuss i °/0 betragen.

Die bisherigen Ableitungen beruhen auf der
Annahme, dass in Gleichung 16) wenigstens näherungsweise

56) P =p' y—i y

und

57) 8 S =K' y—i y y
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gesetzt werden kann. Trifft die erste dieser
Gleichungen, also 56) nicht zu, d. h. enthält der Versiche-
rungsbestand Yersichorangen mit während des laufenden

Kalenderjahres steigender oder fallender Prämie, die

man nicht durch Umwandlung richtigstellen will (durch
Wegfall der Versicherung mit der alten und Zugang
derselben mit der neuen Prämie), so setze man

58) P P — r.' y—i y

Trifft die zweite der obigen Gleichungen, also 57) nicht

zu, d. h. enthält der Versicherungsbestand Versicherungen

auf bestimmten Termin (andere Versicherungen,
bei denen das im Todesfalle fällige Kapital nicht gleich
der Versicherungssumme ist, kommen nicht in Betracht),
so setze man

59) S K — [1 — a 1 C
J y y L yi y

Hierbei bedeutet C das gesamte, in der Versicherungssumme

Ky enthaltene Kapital auf festen Termin und

a Cy den Barwert dieses Kapitals am Ende des

laufenden Versicherungsjahres (d. h. Mitte des folgenden
Kalenderjahres). Das in Gleichung 16 auftretende 8
ist dann bestimmt durch

60) S =K-\l—v-o]C.' y—i y L yl y

Setzt man die Werte 58), 59) und 60) in
Gleichung 16) ein, so ist auf der rechten Seite von 17)
ein Zusatzglied Q- zu addieren, das gegeben ist durch

61) Q — X u • t — f(l—a + A (1 — v a

- v K (* ~ °y) +A Vi (1 - V ' *»)}] c«
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und in Gleichung 18) ist das entsprechende Zusatzglied
G gegeben durch

62) Gm c • b t —|- [i> (a — c • b) -f- c — 1

— o {{a -)- c) • v — 1 — c • b -y2}] 0,

wo C das in der Versicherungssumme K enthaltene

Kapital auf festen Termin und a C dessen Barwert
Mitte des auf die Stellung der Reserve Vm folgenden
Kalenderjahres bedeutet.

Wird noch zur Abkürzung gesetzt:

63) (« -f- c) • v — 1 — c b • v2 q,

so erhält man, wenn weiter die Abkürzungen 19) gelten,
für an Stelle von 6)

64) V,n + 1 9 Vm — & • Vm-1 - T)

+ j P — s (K — C) — q • a C.

Hierin ist für a ebenfalls ein fester Wert zu wählen,
falls nicht c so bestimmt ist, dass gemäss 63) q 0

wird und damit das Glied q o C in Gleichung 64)
wegfällt.

Setzt man wieder, um auf die der Gleichung 5)

entsprechende Beziehung zu gelangen, « 6 1,035
und c 1, so ist nach Gleichung 63) die Beziehung
<2 0 erfüllt, und Gleichung 64) geht über in

65) K„+1 2,035 Vm 1,035 (Vm_1 r),
d. h. die Gleichung 5) erleidet bei Anwendung auf
Versicherungen auf festen Termin keinerlei Korrektur.
Wird sie hingegen auf Versicherungen mit veränderlicher

Prämie angewandt, muss auch bei ihr, wie bei

jeder andern Käherungsformel von der Form 6), die
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66)

Reserve Fm vor dem Einsetzen in 5) um die Prämien -

zunähme des Yersicherungsjahres, das der Stellung der
Reserve V vorangeht, vermindert werden.

In der nachfolgend gegebenen Tabelle werden einige
Zahlenwerte der Kontrollreserve V* nach drei ver-Wl+1
schiedenen Kontrollformeln mit der genauen Reserve

Vm+1 verglichen.
Nebeneinandergestellt, sind die aufeinanderfolgenden

Reserven Fm_17 Fm und Km+1, sowie die

Näherungswerte Vm+1(X), 7;+1(K)und F,;t1(Z). Hierbei ist

n;+1 W 2,035 Vm - 1,035 (F ;_1 - r)

F;+1(r) 2,08Fm-l,0814(Fm_1-r)
— 0,0365 Pm -f 0,00013 (Z — C)

— 0,00012 C

F*, (Z) 2,1 F — 1,1023 (F — T)
???-{-1 n ' ' m ' >• ?/?—1 7

— 0,0573 Pm + 0,00032 (Z — O)

An Stolle der Reserven von ganzen Versicherungs-
bcständen werden herausgegriffene Reserven einzelner

Yersicherungskombinationen betrachtet. Genügt eine

Kontrollformel für alle Einzelreserven, so wird sie auch

für die aus denselben zusammengesetzten Yersicherungs-
beständen genügen, besonders wenn die Differenzen für
die Einzelreserven verschiedene Vorzeichen haben,
sich also teilweise aufheben.

Angeführt sind Todesfallversicherungen mit
lebenslänglicher Prämienzahlung (Tod), alternative Versicherungen

auf verschiedene Dauern n (Alt. n) und Versicherungen

auf bestimmten Termin auf verschiedene Dauern
n (Pix n). Die Versicherungssumme ist Z=100
gewählt, und für die Absicherungen auf festen Termin
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sei ferner C — 100. Bedeutet t die bisherige Dauer
der "Versicherung, so setzen wir statt "F die Bezeichnung

t
V. Die Prämienzahlung sei jährlich und für die

ganze Dauer der Versicherung gleichbleibend, so dass

V — 0 und x 0 wird.

Als Rechnungsgrundlage ist die Tafel der 17

englischen Gesellschaften und der Zinsfuss 3A/2 °/o gewählt.
Die erste der Gleichungen 66) wird nun

67) (t+llV*(X) 2,035 tV- 1,035 ((_1}7.

Wie man sieht, stimmt diese Gleichung mit Gleichung
5) überein.

Die beiden andern Gleichungen werden für Todesfall

und alternative Versicherung zu

08) ((+1)P*(r) 2,08,7— 1,0814 ^7-0,0365 P

+ 0,013

und

69) (t+1)F* (Z) 2,1 ,7- 1,1023 {M)7— 0,0573 P

+ 0,032.

Für Versicherungen auf bestimmten Termin werden

hingegen die beiden letzten Gleichungen 66) zu

70) (4+1)F*(F) 2,08 ,7—1,0814^7—0,0365 P

— 0,012

71) {t+1)V*(Z) 2,l tV— 1,1023 (t_1}7— 0,0573 P.

Für Gleichungen 68) und 70), d. h. die zweite der

Gleichungen 66) ist

72) a~um, b — ii und c— 1,03509 gesetzt;
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für die Gleichungen 69) und 71), d. h. die dritte der

Gleichungen 66) ist ebenfalls

73) ltu b=nm, hingegen c— 1,05509 gesetzt.

In 68) und 69), d. h. für alle Versicherungen,
ausgenommen die auf bestimmten Termin, stimmt für das

Alter zur Zeit der Reservostellung z -j- 1 37 die
Kontrollreservc F*7(F), resp. V*7(Z) mit der genauen
V überein (kleine Abweichungen infolge der Abrun-
dung abgesehen). Durch die angegebene Wahl von c

orreicht man, dass für g sich die runden Werte 2,08,

resp. 2,1 ergeben. Die Werte von h, j und s sind (wie
sie aus obigen Gleichungen ersichtlich sind) hiermit
bestimmt und der Wert qo der Gleichung 64) ist in
der zweiton der Gleichungen 66) so gewählt, dass auch

für Versicherungen auf bestimmten Termin F*(F)
— V37 ist, sobald das Kapital auf festen Termin mit
dem Alter 45, also nach 8 Jahren, fällig wird. In der
dritten der Gleichungen 66) ist gemäss 63) fast genau
q 0, so dass also auch q o—O gesetzt werden
kann. Also gilt die Beziehung F3* (Z) V auch für
alle Versicherungen auf feston Termin fast genau.

Weiter berechnen wir noch für die drei Kontroll-
rcserven K*+1(X), F*+1(K) und V*+1(Z) die Werte
von Ay gemäss den Gleichungen 23), 24), 25) t

und

26). Im Gegensatze zu den Gleichungen 36) und 45)
gelten diese Gleichungen auch, wenn die Werte h, j
und s nicht genau aus den Gleichungen 19) gebildet
sind, was bei den Koeffizienten der Kontrollformeln

V*+1(Y) und V*+l(Z) infolge ihrer Abrundung in
Betracht kommt. Wir nehmen nicht nur an, dass r 0

ist, sondern auch, dass (7=0 ist, d. h. Versicherungen
auf bestimmten Termin sollen hier nicht in Frage
kommen. Für das Alter (y — 1) nehmen wir der Reihe
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nach die Werte 35, 45 und 55. Den Koeffizienten von

P [den Wert % in 23)] nehmen wir in den einzelnen
Ausdrücken für Ay vor Klammer, um aus denselben

auch unmittelbar die Werte von P==P:i: ablosen zu

können, für welche A y 0 wird.
Bezeichnet man noch 74) 7*+.j(Z) — 7^ <d^(Z)

etc., so ist

A26 (Z) — 0,00870 (P + 0,055 K,. — 0,0210 K)

75)U6(r)= 0,00174 (P + 0,04 7g5 - 0,023K)

A26 (Z) 0,00180 (P + 0,01 7g. — 0,003 K)

ferner

zLfi (Z) — 0,01056 (P + 0,062 F35 — 0,0279 K)

76) k8 (Y) - 0,00005 (P + 0,8 F35 - 0,05 K)

zl36 (Z) - 0,00004 (P + 1,3 F35 + 0,1 K)
forner •

zl46 (Z) — 0,01477 (P -f 0,089 74B — 0,0547 E)

77)\Am{Y) — 0,00412 (P -f 0,136 7W — 0,0927 K)

Aig (Z) — 0,00396 (P + 0,126 745 — 0,0821 K)
und endlich ist

AK (Z) — 0,02750 (P + 0,109 FB5 — 0,0753 K)

78) Ue(r)=- 0,01640 (P + 0,110 7M - 0,0735 JE)

zl56 (Z) — 0,01604 (P + 0,096 F55 — 0,0594 K)

Infolge der schon erwähnten Abrundungen
verschwinden die Ausdrücke Age (Y) und Ags(Z) nicht

ganz, doch sind die beiden, aus den beiden letzten
Gleichungen 76) sich ergebenden Worte hierfür so

klein, dass sie nicht in Frage kommen.
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Schreibt man für die Gleichungen 75) bis 78)
allgemein
79) Ay x{P-P*),
so sieht man, class [auch abgesehen yon y — 36] für
Vy+i(Y) nn^ ^4-1C^) der Wert von •/ bedeutend
kleiner ist als der Wert von /, der sich für F*+1(X)
ergibt. Für y 56 wird der Unterschied geringer als

für die jüngern Alter. Aus der beigegebenen Tabelle
sieht man auch, dass im allgemeinen die Werte

t V* (Y)
und t+1V* (Z) dem genauen Wert F viel näher
kommen als der Wert ^V* (X) es tut. Allerdings
zeigt die Tabelle auch Ausnahmen, wo der Wert

<+1
F* (X) ebenso nah oder noch näher an den Wert

(+1
F heranrückt als die Werte

(+1
V* (F) und

(+1 V*(Z).
Dieses Yerhalten erklärt sich aus dem Werte für P*
in Gleichung 79), wie er sich aus den Gleichungen
75) bis 78) ergibt. Dieses P* ist für den Ausdruck

Ay(X) für alle Alter y (die höhern vielleicht
abgesehen) ein mittlerer Wert gegenüber den in Betracht
kommenden P (vergleiche die Werte von P der

beigegebenen Tafel), wie schon bei der Erläuterung der

Gleichungen 44) und 45) erwähnt wurde. Für die

Ausdrücke Ay (Y) und Ay (Z) hingegen nimmt beim

Alter y 46 der Wert P* einen relativ hohen Wert
an, ohne dass sich dieses durch eine andere Wahl der
Konstanten c verhindern Hesse, ohne für die andern

Alter zu zu niedern Werten für P* zu gelangen. Wie
man aus 75) sieht, ist schon in F*^ (Z) bei der
getroffenen Wahl von c 1,05509) der Wert von P*
für das Alter y 26 gegenüber P stets klein.

Da die Kontrollformel Fm+1 (A) vor den Kontrollformeln

Fm+1 (Y) und Vm_ (Z) den Yorteil der grossen
Einfachheit hat und ohne Komplikation für Yersiche-

rungen auf bestimmten Termin anzuwenden ist, wird
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man ihr also vor den andern Kontrollformeln den Vorzug

geben.
Um auf die von uns gestellte Aufgabe

zurückzukommen, wird man zur Prüfung der neuen Reserve
des alten Bestandes die Kontrollformel Fn+1 (A)
anwenden. Wir setzen voraus, dass die Reserveberechnung

nach den zur Yergleichung unserer Kontrollformcln
benützten Grundlagen, nämlich nach der Tafel der
17 englischen Gesellschaften und zum Zinsfuss von
372 °/o, durchgeführt wird.

Zur Erlangung einer etwas sicherern Kontrolle
können die Formeln W+1(K) und F*+i {Z) in Frage
kommen. Bei kleinem Bestände an Versicherungen auf
bestimmten Termin kann man dabei (7 0 setzen.
Vach der durch diesen Aufsatz gegebenen Anleitung
kann eine unbegrenzte Anzahl von andern Kontroll-
fonneln hergestellt worden, die ebenfalls zur Anwendung

brauchbar sind.
In allen diesen Fällen wird aus den Reserven V und

m
Vm—i (eventuell unter Mitbenützung der Nettoprämie
P und der Versicherungssumme K) ein Näherungswert

für die Reserve Fm_[_1 hergestellt, der
bis auf einen kleinen Bruchteil der Nettoprämie
dem genauen Wert der Reserve nahekommt. Aus der

guten Übereinstimmung der neuen Reserve F)i+1 des

alten Bestandes mit der nach einem der angegebenen
Verfahren ermittelten Kontroll reserve V kann manm-|-i
auf die Richtigkeit der Reserve Fm+1 schiiessen.

Sind, wie schon klargelegt, auch die übrigen Teile
der neuen Reserve U'l+1 des neuen Bestandes geprüft
und ebenso die Grössen, die gemäss 2) die
Bilanzreserve im übrigen zusammensetzen, so ist die gestellte
Aufgabe, die Bilanzsumme des neuen Abschlusses auf
ihre Richtigkeit zu prüfen, hiermit gelöst.



Vergleichung der Kontrollreserven
(+1 v*i+1K*(F) und t+iV*{Z) mit der genauen

Keserve t+1V für verschiedene einzelne Kombinationen.

t+1V*(X) 2,035 tV- 1,035 ^7
t+1V*{Y) 2,08 tV— 1,0814 t_%V— 0,0365 P + 0,00013 (K— G) - 0,00012 C

t+1V*(Z) 2,1 tV— 1,1023 0,0573 P + 0,00032 (K— C)
Für Todesfall- und alternative Versicherungen ist K — 100 und G — 0

für Yersicherungen auf bestimmten Termin (Fix) hingegen K — 100 und C — 100

X t P t-iV tY t+iV»(X) i+iF*(r) t+ iv*(Z

Tod 25 1 1.563 848 1.720 1.726 1.720 1.723
11 1.563 9.679 10.808 11.969 11.977 11.970 11.970

I 21 1.563 22.569 24.049 25.553 25.581 25.572 25.568
35 1 2.093 — 1.249 2.535 2.542 2.535 2.535

11 2.093 14.271 15.910 17.575 17.606 17.597 17.592
21 2.093 31.675 33.510 35.354 35.409 35.384 35.368

45 1 3.005 — 1.912 3.854 3.891 3.880 3.875
11 3.005 20.302 22.442 24.593 24.657 24.628 24.609
21 3.005 41.879 43.985 46.067 46.165 46.104 46.065



Alt. 10

Alt. 15

Alt. 20

Alt. 25

1 8.638 —
1 8.725 —
1 8.941 —
1 5.460 —

11 5.460 59.431
1 5.569 —

11 5.569 59.200
1 5.863 —

11 5.863 58.685
1 3.916 —

11 3.916 39.720
1 4.056 —

11 4.056 39.642
1 4.439 —

11 4.439 39.566
1 3.028 —

11 3.028 28.383
1 3.210 —

11 3.210 28.699

25

35

45
25

35

45

25

35

45

25

35

8.228 16.800 16.744 16.812 16.816

8.177 16.705 16.640 16.703 16.704

8.132 16.600 16.549 16.601 16.597

4.912 10.026 9.996 10.031 10.034

66.855 74.606 74.539 74.603 74.604

4.880 9.961 9.931 9.960 9.961

66.628 74.395 74.316 74.377 74.376

4.907 9.992 9.986 10.006 10.001

66.073 73.849 73.720 73.769 73.761

3.302 6.736 6.720 6.738 6.742

44.649 49.789 49.751 49.787 49.787

3.300 6.729 6.716 6.729 6.730

44.550 49.662 49.630 49.660 49.657

3.415 6.935 6.950 6.954 6.949

44.340 49.314 49.281 49.292 49.278

2.376 4.843 4.835 4.845 4.848

31.879 35.517 35.497 35.517 35.518

2.416 4.921 4.917 4.921 4.922

32.200 35.827 35.824 35.837 35.833



Alt. 45

Fix 20

Fix 25

ty <+iF mF*(r)

2.635 5.336 5.362 5.359 5.354
32.976 36.485 36.502 36.492 36.476

3.418 6.965 9.956 6.964 6.968
45.556 50.708 50.688 50.708 50.706

3.417 6.961 6.954 6.959 6.962
45.506 50.643 50.627 50.645 50.641

3.475 7.065 7.072 7.073 7.072
45.400 50.468 50.451 50.458 50.450

2.486 5.063 5.059 5.060 5.065
32.953 36.655 36.646 36.654 36.655

2.503 5.096 5.094 5.092 5.096
33.090 36.786 36.785 36.777 36.789

2.596 5.272 5.283 5.278 5.280
33.417 37.064 37.072 37.067 37.061
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