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Beitrdge zur Theorie des Einflusses der
Sterblichkeit auf die Reserven.

Von Dr. Martin Goldmann, Bern.

Eine der wichtigsten Aufgaben der modernen
Lebensversicherungstechnik besteht in dem Bestreben,
die tatsdichlichen Verhéltnisse und Massenerscheinungen,
auf denen das Versicherungswesen beruht, moglichst
allseitig und prézis in ihren Details zu erfassen und
sich denselben anzupassen. Als eine Folgeerscheinung
dieser Tendenz sehen wir unter anderem die stets
wachsende Anzahl von Sterblichkeitstafeln, welche, von
verschiedenen Gesellschaften und deren Gruppen auf-
gestellt, in ihrer immer weitergehenden Spezialisierung
den Zweck verfolgen, die Higenart jeder Gesamtheit,
der sie dienen, statistisch zu erforschen and die Resul-
tate der Untersuchung in Rechnung zu ziehen. Die
bisherigen Untersuchungen gestatten die sichere An-
nahme, dass die Sterblichkeit einer Yolksschicht, auch
wenn abnormale Zustinde nicht eintreten, innerhalb
gewisser Zeitperioden Anderungen unterworfen ist. In
ganz besonderem Masse trifft dies bei dem Bestande
einer Lebensversicherungsgesellschaft zu, da dessen
Zusammensetzung nicht nur von der allgemeinwirt-
schaftlichen Lage, sondern auch vom geschiftlichen
Gebaren der Gesellschaft und den Prinzipien der
medizinischen Auslese ganz bedeutend abhéngt. Diese
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Griinde zwingen die Gesellschaften, innerhalb verhéltnis-
méssig kurzer Zeit (etwa 20 Jahren) ihre Rechnungs-
grundlagen (,erster Ordnung*), inshesondere die Sterb-
lichkeitstafel, durch den geédnderten Verhaltnissen an-
gepasste zu ersetzen. Da nun die Liquidierung des
nach der fritheren Sterblichkeitstafel behandelten Stockes
um so langsamer vor sich geht, mit je grosserer Sorg-
falt bei Sammlung desselben verfahren wurde, ist es
fast zur Regel geworden, dass eine Gesellschaft fiir die
Todesfallversicherung (und auch fiir Erlebensfallver-
sicherungen) mehrere Tafeln gleichzeitig anwendet. Iis
ist sogar zu erwarten, dass nach Abschluss der durch
den Verein deutscher Gtesellschaften jetzt eingeleiteten
statistischen Untersuchungen dic Zahl der zur Verwen-
dung gelangenden Tafeln eine bedeutende Steigerung
erfahren diirfte, und dass die mit Einfiihrung einer
neuen Tafel in den Betrich entstehenden Fragen erhéhtes
Interesse gewinnen.

Von wesentlichem Interesse ist die Frage nach dem
Hinflusse der neuen Tafel auf den bisherigen Stock,
bzw. auf seine momentane und zukiinftige Reserve. Die
Kenntnis dieses Finflusses wére von eminent praktischer
Bedeutung, und zwar nicht nur aus Riicksichten auf
die Vereinfachung des Betriebes, sondern auch um den
Anforderungen der Aufsichtsémter in moglichst einfacher
Weise geniigen zu konnen. Die Frage nach der rela-
tiven Hohe der zukiinftigen Reserven muss aber bei
der Wahl der neuen Tafel sorgfiltig beriicksichtigt
werden ; sie hdngt auch aufs engste mit der Reservierung
der Prémienerhohungen der minderwertigen Risken
zusammen und ist von besonderer Tragweite bei Ver-
sicherungen ohne Gewinnanteil, die nicht iberall in
solchem Masse wie in Deutschland abnehmen und wohl
kaum verschwinden diirften.
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Die Abhéngigkeit der verschiedenen Versicherungs-
werte von der Sterblichkeit ist sehr verwickelter Natur.
Ganz betrichtlich steigern sich die Schwierigkeiten bei
der kompliziertesten Funktion, der Pramienreserve; so
dass die namhaftesten Autoren die Liosbarkeit des Pro-
blems, das hier einigen Betrachtungen unterworfen
werden soll: die Anderung der Sterblichkeit in {iber-
sichtlicher Weise mit den entsprechenden Anderungen
der Préimienreserven in Zusammenhang zu bringen,
direkt bezweifeln. Sprague?’), Dormoy*) halten die Los-
barkeit fiir ,schwer, wenn nicht unmoglich“. Man
empfiehlt als ultima ratio Stichproben in ,geniigender
Anzahl“. Dazu konnte man bemerken, dass die Be-
stimmung, welche Anzahl als geniigend zu erachten
wire, fast ebenso schwer, wie das Problem selbst ist:
eine zu kleine Anzahl kénnte leicht zu Uberraschungen
bei einer etwaigen definitiven Umrechnung der Reserven
eines Stockes fiihren, eine sehr grosse hingegen wiirde
die Gesamtiibersicht vermindern und ist, zumal bei
neuen oder hypothetischen Tafeln, wenn nicht alle Hiilfs-
werte vorliegen, dusserst mithsam. So hat z. B. King?)
direkt einen Stock der Todesfallversicherungen (,Model
Office) mit willkiirlich angenommenem Zu- und Abgang
konstruiert und die Gesamtreserven nach diversen Sterb-
lichkeitstafeln und Zinsséitzen berechnet, wobei auch
Selekttafeln beriicksichtigt wurden.

Bei Untersuchung eines derartigen Problems diirfte
es auch von Vorteil und einiger Bedeutung sein, wenn
man mehr Klarheit in der Weise zu schaffen sucht,
dass man die durch die Praxis geschaffenen Verhélt-
nisse durch andere ersetzt, denen moglichst einfache

1y ,Journal of the Institute of Actuaries“, Bd. XXI, 8. 78.
2y ,Théorie mathématique des Assurances, Bd. II, 8, 7—S8.
%y ,Journal of the Institute of Actuaries, Bd. XX, S. 268 ff.
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Beziehungen zugrunde liegen. Mogen derartige ab-
strakte Annahmen den tatsédchlichen Verhéltnissen auch
wenig und nur entfernt entsprechen, so kann doch eine
erschopfende und allseitige Kenntnis der Folgen solcher
vereinfachenden Hypothesen von Vorteil sein, sowohl
bei weiteren theoretischen Untersuchungen, als auch
bei den von der Praxis geforderten Arbeiten auf diesem
Gebiete 1).

Im folgenden soll unter Versicherung kurzerhand
immer die gemischte (alterierte) Versicherung verstanden
werden, und nur diese wird hier in Betracht gezogen.
Dies ist durch die theoretische und praktische Bedeutung
dieser Versicherungsform gerechtfertigt, und zwar um
so cher, als die durch Betrachtung dieser Versicherungs-
form gewonnenen Schliisse auch auf andere Versiche-
rungsformen Anwendung finden konnen.

§ 1. Wir betrachten diec Lebenswahrscheinlich-
keiten und die von denselben abhéingigen Versicherungs-
werte zweier differierenden Tafeln; die korrespondie-
renden Grossen seien durch Indices unterschieden, und
ihre Differenzen, die wir Variationen nennen wollen,
seien mit ¢ bezeichnet.

Ausgehend von den Uberlebenswahrscheinlichkeiten
kann man ihre Variation schreiben:

(Sn-p:)c — np.’x, —_npco = p::c ) n—lp;:+1 mnwlpx ’ pw—}—ﬂ»—-l'
Durch Subtraktion und Addition gleicher Griossen
folgt:
(Swpccxp;; ’ n—glp.;c—i—l—_—px ) vz-—-]p:’c—|—1+pw ) 1);;+1 ) n—‘z-pa’cm}&
- JT PPy SH pw+n—2 ’ p;«‘-l-"*l—i—n‘ 1Pe p:’c—l—n—l

1Pz - pa:mf—n—l'

1) Vgl. Meikle, Policy Life-lines, ,Journal of the Institute
of Actuaries®, Bd. XXIII, S. 385.
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Aus je zwei Nachbargliedern nehmen wir die
gemeinschaftlichen Faktoren vor die Klammer und
erhalten fiir die Variation der Uberlebenswahrschein-
lichkeiten :

(S?zpag — (Zj; "-*-pm) ' n—lpic-kl +-pm (p:’n-i—l_p:c—}—l) n—21);lv—|—2
+ L n—lpw (p:rzc—}—n—l mp:c—l—n—l)'

Die Variation der einjdhrigen Lebenswahrschein-
lichkeit dp =p! —p_ sei abkiirzend mit bezeichnet.

Dann ist, wenn wir obige Gleichung fiir 6 _p_ mit
dem Abzinsungsfaktor »” multiplizieren:

(Snpaz ’ v“:é E :1 % 7:—1E:c+1+.1Ew ) (Sw+1 ) 71—2E96+2
SIS

n-1""u wtn -1 B-

!

Bilden wir dic Summe aller Variationen 6 _F fiir
m=—0 bis m =n — 1, wobel aus Zweckmissigkeits-
griinden statt der iiblichen Rentenbezeichnung die tem-
poridre Licibrente des (iz - 7)-jdhrigen auf das Endalter
(z—fn) durch "a , bezeichnet wird. Es resultiert:

J,
5naw _"‘33,- ’ 11;‘::;;—; 1+6w+1 T :c
xﬂaé——-—naxm“ “"‘53; ’ zﬁjm—{—1+6x+l Ea: ' E:v+2 _ "
+6x+2 ' zEx
+(3x " n—2 w+1+(5 41 1 ;1: ) nwsE‘;+2
| + o (Sa:+n~2 "m 2Ew

Andern wir die Reihenfolge der Summanden, indem
wir die in einer vertikalen Kolonne stehenden Glieder
zusammenfassen, so ergibt sich als Summe jeder Vertikal-
kolonne ein Rentenausdruck, und es nimmt die vor-
stchende Gleichung folgende Form an:



(I) 6 a’ =¥ 6 a:—i—l _i—a'r—{—} ) 1 x ﬂaw+9
_l_ £y am+fn—3 ’ na'aH—n-—Q ’ n—3Ex + 53:—[—71—2 ) 'anEm}

Fir die Folge sei diese Gleichung als Renfen-
variationsformel angefiihrt.

§ 2. Betrachten wir nun die Reservenvariation.
Da nach der bekannten Formel:

(1l—V)=Q0—=,V)yd— V)= Vi)
alle Resultate, die fiir die erstjihrige Reserve gelten,
unmittelbar auf alle spéteren Reserven iibertragen
werden konnen, so diirfen wir uns auf die Betrachtung
der Variation der erstjahrigen Reserve beschrinken.
Unsere Formeln bezichen sich auf eine konstante Ver-
sicherungsdauer bzw. konstantes Endalter, es soll daher,
solange kein Missverstdndnis moglich ist, der Index
in der Folge wegfallen. Die Reservenvariation ist:

a 1 l ' '

___a’g:—H 241
(SIV:L’-— 9 - a' :a . a” 1a“m ’ a’aj+1 _a’m ’ a’x—l—l}'
x x x o

Die Rente des z-jahrigen werde nach der bekannten
Formel a,=1-+wp,-a,,, durch die Rente des
(x + 1)-jihrigen ersetzt. Es folgt mithin

1
a, - a

x pid
! ! r

| o .
1a’m+1 —]_ [/ a’m—l—l : a‘a:+1 T a’x+} =P, - a’:c+1 ) a‘zc+1}>

v ! 68’&:4—1
- ! (S.L : a‘m—{—l ) aarz—i—l—‘T

alvw -

o

Wir ersetzen die Rente a, » durch ihre (n —1)

Summanden und erhalten bezugnehmend auf Gleichung
(I), die wir auf das Alter (z -} 1) anwenden:
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57— Y 0,8, -{—1+5 a‘m+1 1Ex+1 0, a’m i sl 41
1z ! '
am ) a‘m _(3x+1 ) a‘w+2_(5w+2 ) a’a:—f—fj ) lEm~|—1_' o 5:&-{%—2 ) n-SE'J;—l-]

und daraus folgende Formel fiir die Berechnung der
Unterschiede zwischen Reserven, die infolge Anderungen
der Lebenswahrscheinlichkeiten entstehen:

’a 7./' ! r
(II) 61Im: . a’ {(6:0 ’ a‘93+1 - (3:':—[»1 ' a‘m+2)

a

&<
!

—{— 241 ( "8y T 6ac—|—2 : a‘;_[_:}) + ..

+n 3 w+1(6 ’ a‘::c—H_ (Sm+n~2)+ﬂ—2Em+1 ’ 633 ’ a*;;_|_1}'

Diese Gleichung wollen wir als Reservenvariations-
formel bezeichnen.

Zur Ilustration derselben moge folgendes nume-
risches Beispiel Platz finden, in welchem die aus den
Tafeln M W I und Anker-Tafel resultierenden Reserven
miteinander verglichen werden (s. S. 60).

Die Anwendungsmioglichkeit der Reservenvaria-
tionsformel ist sehr mannigfaltig, und ich behalte mir
vor, bei einer andern Gelegenheit auf dieselbe zuriick-
zukommen. In der vorliegenden Arbeit sei sie benutzt,
um einen neuen Beweis des Schértlinschen Satzes zu
liefern.

§ 3. In seinem in Ehrenzweigs Assekuranzjahr-
buch, Bd. XI, 1890, erschienenen Aufsatz: .”l'jber die
Reservenrechnung mit Bruttopridmien“ beweist Dr. G.
Schértlin die von uns wie folgt formulierte Eigenschaft
der Reserve: ' .

Sind bei einer Versicherungsdauer n die [Reserven
nach 2 Sterblichleitstafeln einander gleich, so werden
bei einer kiirzeren Versicherungsdawer m jene Reserven
grosser, welche nach der Tafel mit grosseren Kyrlebens-
wahrscheinlichkeiten berechnet sind.



1

30

; 40!
¢ Al’lkt;l e 3044 403‘é1+i 530+i' 40&51«!--1‘ 630 agf i—1t;  [Kol.7xKol.8
Pyoti Pyo4 - (5:31+i ' 40331+£
1 2 3 4 5 6 T 8 9
0 | 0.99557 | 0.99118 | 0.00439 | 7.730 | 0.03393
1 54T 099 448 | 6.997 3135 0.00258 | 1.— 0.00258
2 537 076 461 | 6.236 2875 0518 | 0.9575 496
3 523 056 467 | 5.445 2543 0850 | 0.9166 779
| 4 505 030 475 | 4.624 2196 1197 | 0.8772 1050
5 482 001 481 | 8.770 1813 1580 | 0.8393 1326
6 452 8973 479 | 2.883 1381 2012 | 0.8028 1615
7 414 8942 472 | 1.960 0925 2468 | 0.7677 1895
8 367 8905 462 | 1. — 0462 2931 | 0.7339 2151
9 3393 | 0.7013 2380
- ¥ =0.11950
50y, — 011950 0.11950 _ (00165,
0, 540y 8.275 - 8.435 - 1.035
30 30
Direkte Rechnung ergibt: "'V, — "V, = 0.08358 — 0.08198 = 0.00160.

1 30
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Sind nach obiger Voraussetzung die Reserven der
Versicherungsdauer # nach 2 verschiedenen Tafeln
einander gleich, so muss, wie bekannt, in diesem

Falle Wam_‘_l.::" c;+i (1 — k%) sein (wir wihlen %k po-

sitiv), und es folgt aus der bekannten Beziehung:

p;H = Py (1 - n;k—) durch Einsetzung der
a’a}+i ==
Rente des nichstfolgenden Alters p;'c—}-i:pw+i+7 k :
Va, i
mithin ist
t k k
(a) p;):-'—i —_p:c—|—z = 6&3—}-1 = = n_!
L i1 (1—k)-v- At it |
Daher
() ) ", — a — cons
‘ ati * Rppip =™ vdA—Fk) 5

Diese Beziehung gilt nur fiir 0 =7 <T#n — 3.
Das vorletzte (#—1)-te Versicherungsjahr kommt

hier nicht in Betracht, da die letzten Reserven vor der
Auszahlung einander nicht gleich sein konnen.

Aus "a_ T ”a,:'c B k) folgt:

1 + Upa:-{—n—Q =1 + Upw—f—?t -2 k- a’:c-}-n—z
Mithin ist

T

?) pw+n—2 T p.sc+n-—2 — (Sm—{—n— 2

a’w+n—2 (1 . ]t) . ) am+n—2

In der Reservenvariationsformel:

m v m ! m !
aLVw:ma ﬂTaJT{(am a‘m+1ﬁém—f-1' a’m+2)+"'

X x

m ! m !
+ :n—SEw+1 ((37 ) a‘m—}—l _“ aa:-l—m—Q) + m—2EJ;+1 ’ am : a’a:+1}

untersuchen wir das Yorzeichen der zu summierenden
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Terme, nachdem 0,,, durch die oben festgestellten

Ausdriicke laut Gleichung («) ersetzt wurde:

m_ ! . m_"'

k Sk gy
1—hvw ”a,;%l A—kv g

i1

Wir wollen die hier vorkommenden Rentenquotienten
ndher betrachten:
m_ ' m_ '

a‘m+l - a’a:—l—l 1

[

n !/ m_ ! ! n !
a‘ac—}—l a’m+1+-m—1Ex+1 ’ a‘a;—i—m 1 - lEzu+1 n_ !
+ m_! aw—]—m‘

_ a’;ch-l

Im Nenner erscheint, ausser dem vom laufenden Ver-
sicherungsjahr ¢ nicht abhingigen Faktor "a; e die
jahrliche Erlebensfallprdmie. Durch Einsetzung der
diskontierten Zahlen der Lebenden erhilt man:

-/ !

m—1 4:(:—}—1 o x{m
m ! - N r L NI
a‘a:—i—l x4-1 a-fm

Da (z -+ m), das Endalter der Versicherung, konstant
bleibt, so folgt daraus, dass sich diese Prémie bei
steigendem Eintrittsalter eroht. Mithin f¢llt der Renten-

m_!
a .
quotient (mh—f’lt‘il«-) bei steigendem Alter, die Diffe-
aa:-‘-‘lmiw{v]
renzen :
m_! m !
Aptq it
n_ ! T a
&y 1 Ay it t
sind daher simtlich positiv, und es folgt:

!

(S'”:Vw =— me ——”;Vm> 0 w. z b.w.

1

Untersuchen wir das Ergebnis vorstehender For-
meln, wenn wir zu dem Grenzfall m — % ibergehen.
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: k

B, g e
vt T (1— k) v
sind, solange 0 =¢<Cn — 3, so verschwinden ohne
weiteres alle Summanden in der Reservenvariations-
formel bis auf die 2 letzten; diese miissen wir niher
untersuchen.

Da laut (f) alle Produkte o, - "

Es ist also:

" - v f n_'
d 1 Vx - %& ] na’ 173-3Ea:+1 ((sso ’ a‘m—l—l o (Sas—l—n—z)
oL

2
n_'
+ (3m ) a‘a}-lrl ' n-—2Esc+1}.
Wir setzen: |
: k k
n - ) . .
x a’m+1 — (1 _ ]‘/) v und (Sm—l—n—z* (1 _ /t) U a‘n:—}—ﬂ.—‘d

laut Gleichung (a) bzw. (y).

d

Dann wird, wenn wir noch
E,  =_E . K

n—2" -1 n—3 x+1 1T z+n—2

berticksichtigen :

v N
0 1 V o nam ) nal; n—SEﬁc—H (]_ _ k) T
{1 T na’m—kn—z + 1E9c-|—n—2} =0

welche Gleichung die Voraussetzung, von der wir aus-
gegangen sind, darstellt.

§ 4 Eenfiihrung der Sterblichkeitsintensitit. Fiir
die folgenden Betrachtungen ist die Einfiihrung des
Begriffes der Sterblichkeitsintensitéit notwendig. Diese’)
gibt die in ecinem Moment zur Zeit x erfolgende Ab-

1y Vgl. Direktor Prof. Dr. Ch. Moser: ,Intensitit der Sterb-
lichkeit* in den Mitteilungen der schweizerischen Versicherungs-
mathematiker, 1906, S. 30, und diesbeziigliche Vorlesung.
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nahme der Funktion /'(x) an, wenn diese Abnahme
auf den Grossenbetrag 1 und die Zeitdauer 1 bezogen
wird. F'(x) stellt die Zahl der Liebenden des Alters x dar.

Bezeichnet man die Abnahme von F'(x) in dem
endlichen Zeitintervall Az mit | F(2) — F(x + Ax)},
so folgt aus dem Bruche

F(x) — F(x + 4dx)

F(z) Az
nach dem Grenziibergang Lim Ax = dx = 0 als Sterb-
lichkeitsintensitit des Alters a:
__ Lim F(z) — F(x + Ax)
— Ax=—dwp F(x) - Az
d F(x) d

=TT 4 de 8 f@

Es bedeutet — d F(x) = F(x) — F(z -} dx) die
Anzahl der Sterbefille 7' in dem Zeitintervall d.
Man erhilt demnach: 7T, — F(x) - p, dx; d. h, die Zahl
der Todesfiille aus einer bestimmten Anzahl der Le-
benden, die in das Zeitintervall eintreten, wvergrossert
sich, wenn die Sterblichkeitsintensitét x  durch eine

i,

grossere ,u; ersetzt wird.
Anderseits erhilt man aus der Definitionsgleichung
durch Integration zwischen den Grenzen x und (z—1):

iy > Flx+1
-— [ p dr = [Lg F(I)Lfl = Lg ___(F(j'—)) = Lgp,

Daraus folgt die Beziehung zwischen der Sterb-
lichkeitsintensitit und der Sterbenswahrscheinlichkeit

g, =1—p,:
a1
— [ u dr
x

q=1—ce

€T
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§ 5. Kontinuseriiche Renten. Betrachten wir die
Gesamtheit der z-jéhrigen Personen und nehmen an,
dass sich ihre Anzahl in jedem Momente dr der Zeit-
strecke von O bis »n Jahren durch eine analytische
Funktion F(x - 7) ausdriicken ldsst.

Bs liegt im Wesen der Leibrente, dass die Zah-
lungen der von der Person durchlebten Zeit proportional
sind, und {iblicherweise wird der Proportionalititsfaktor
gleich 1 gesetzt. Mithin betriigt die Zahlung im Zeit-
element dr: F(xr -+ 7) - dr; dementsprechend ist der
Barwert dieser Zahlung an alle Lebenden im Zeit-
punkt ¢ gleich:

(1) v Pz - 7) d.

Durchlauft = kontinuierlich alle Werte von ¢ bis #,
so ergibt die Summe aller dadurch entstehenden Aus-
driicke (1) den Barwert der Zahlungen an die Gruppe

zur Zieit ¢ als:
n

) vt f v Fz -1 7) de
t
Daraus folgt nach Division durch F(x - ¢) der
Barwert der (» —¢) Jahre tempordren Leibrente des

(2 - t)-jahrigen :

1
® & m=——— [V Fxtld
-t 1‘ ’l)tF(QC—l—t) z/ ( + )
und man erhélt fir die n-jdhrige, sofort beginnende
tempordre Rente des x-jahrigen:

““““ 1 "o
| 83 a = e *
(3% T = T Ofv F(z A7) de
§ 6. Primie und Reserve fiir die kontinuierliche
Todesfall- und gemischte Versicherung. Fir jeden im
b
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Zeitelement dr vorkommenden Todesfall sei die Einheit
zu zahlen; deren Anzahl ergibt sich aus der Differenz
der Zahlen der Lebenden als:
Flo+41)—Fx—+1+diy=—dl(xz+ 1);
der Zuwachs hat negatives Vorzeichen, da die Funktion
cine fallende ist. Diese Grosse, auf den Moment ¢
riickdiskontiert, liefert:
— v dF(x 1)

Wir lassen die Variable kontinuierlich alle Werte von
¢t bis n durchlaufen und erhalten, wenn wir summieren,

das Integral: m./.qf—t dF (x-7), dessen Wert die

t
Zahlung an die Gtesamtheit darstellt. Durch die An-
zahl der ins Alter (x—-?¢) Eintretenden dividiert, ergibt
dieser Wert die einmalige Pramie fiir die kontinuierliche
tempordre Todesfallversicherung:

— - v dE (x 7).
o' Pt (@)
Die partielle Integration crgibt:

4 n ']E
( )/UZdF(CC-I—’E) — F(x—{—'c)?+Lg-v-/ v F(x 1) dv

t

t»F(:c—{-t) - @t-F(ert)

o Pt .
=t T e T tfv o

Nun ist die Einmalprimie fiir die Erlebensver-
sicherung des (z - t)-jahrigen auf (n —¢) Jahre

. U - Flx+mn)
=t .1:—'-—: Ut . F((I; + t) ‘
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Fihrt man die Griosse — Lgov =06 (die Zins-
intensitit !)) ein, so ldsst sich (4) jetzt schreiben:
(4%) ! n
1 B — [V Feta
’Ut . F(x—f—t) > ( +T) Z
Ziehen wir die Gleichung (3) fiir die Rente in
Betracht und addieren zu (4*) die Erlebensversicherungs-

o natEm-H i

primie ,_ F  , um die Primie fiir die gemischte Ver-
sicherung zu erhalten, so resultiert dieselbe als:
(5) Ax+t:m| ==]e=p: Va_’a:—l—t:n——fl'

Durch die entsprechende Rente dividiert, ergibt
sich die jihrliche Pramie fiir die kontinuierliche (» —t)-
jahrige gemischte Versicherung des (z - f)-jihrigen

~ 1

(6) Pm+tmTtl ~a — 0.

w—}—t:ﬂ—zl
Fiir die Reserve der kontinuierlichen Versicherung
erhéilt man nach Einsetzung der erhaltenen Ausdriicke

aus Gleichung (5) und (6):

_ _ — a.  ,—
% o — L a4 n—f[
(7 ) tV(‘P.fr::n\) 4A:c+t:n—if _Pw:'n'[ ’ a’x—H:n—tk == _75 ’

Und daraus laut Gleichung (3):

1

1
— - [V F(x+1)dr
_ b F(o-t tfv
() H(P,z)=1— v 1(x+ )n .

N quF(x+r)dr

0

§ 7. Der Zeichenwechselsaiz. Diese Benennung
oibt Herr Prof. Dr. Moser (Vorlesung an der Universitit

1 Eine Verwechslung mit der fritheren Bezeichnung von ¢
als , Variation“ in den §§ 1—3 ist wohl ausgeschlossen.
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Bern, 1911)") einem allgemeinen Satz tiber den Hin-
fluss einer Anderung der Sterblichkeitsintensitit auf die
Reserve.

Den Ausgangspunkt bildet die allgemeine Reserve-
formel (7) am Schlusse des vorhergehenden Para-
graphen (6)

1 . _
e E/v Flz ) de

sz) [rFeta

() tV(?mm): -

Erhoht man die Sterblichkeitsintensitit 4 in einem
Bereich zwischen ¢ und %, so vermindert sich die
Zahl der Lebenden F'(x-}17); infolgedessen wird
' (x -+ 7)< I'(x 4+ 7). Fiir die Reserve bei erhohter
Sterblichkeitsintensitdt erhélt man:

n

L -fvtF’(x—]—r)dr

o B (1) ¢

(ﬁ) tVf:l— 1 T
e fva'(x+T)czr

Da die Anderung von u nach dem Momente der
Reservierung ¢ einsetzt, ist £ () =— F'(2) und ferner
"zt = F(x +1).

Nach Einfiihrung einer Hiilfsgrisse ¢:

n

() fUIF (£U+T)drzfsz(x—f—r)dt——qp
; i
kann man die Gleichung (8) schreiben:

1) Vgl. ,Mitteilungen der schweizerischen Versicherungs-
mathematiker®, Heft 9.
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& 6[7; Fla41)di—g

Es ist sowohl in Gleichung () als in Gleichung (9)
der Subtrahend ein echter positiver Bruch; auch ¢ ist
positiv und naturgeméiss kleiner als jedes der Integrale
in Gleichung (y). Mithin ist der Bruch auf der rechten
Seite der Gleichung (6) kleiner als derjenige in Glei-
chung (a); folglich ist:

0 T > T

Nimmt man dagegen an, dass die ErhShung von
w in einem Zeitintervall zwischen 0 und ¢ erfolgt, so
vermindern sich dicjenigen Renten, welche sich auf
Altersklassen bezichen, auf welche die Erhohung von

w gewirkt hat; mithin wird: E;c:nl<"5,
bleiben diejenigen Renten, welche sich nicht iiber diese
Altersklasse erstrecken, ohne Anderung; daher bleibt:

a; P a,. o £ Vergleicht man nun die urspriing-

; dagegen

z:n|?

a .
liche Reserve ,V— 1 — —22=1 iy der auf Grund
&y

Qpttin—d
!

eines hoheren p' gebildeten: V'=1— , SO

a i

z:n|
wird, da nach Obigem der Nenner im Subtrahenden
des letzten Ausdruckes kleiner ist als derjenige des
ersten, die Zahler dagegen gleich bleiben:

1) V<V

Mithin verwandelt die Differenz V' — V ihr nega-
tives Vorzeichen in ein positives, falls eine strecken-
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weise Vergrosserung der Sterblichkeitsintensitit zuerst
vor, dann nach dem Rechnungstermin eintritt. Es muss
folglich innerhalb des Zecitintervalles, in welchem u
vergrossert wurde, einen Moment geben, in dem diese
Reservendifferenz zu Null wird.

Man konnte zu diesem Resultate auch durch
folgende Uberlegung gelangen. Die Reserve nach der
prospektiven Methode ist:

Man erhtht die Primie, wenn man die Sterblichkeits-
intensitét und infolgedessen die Zahl der Toten in einem
Intervall zwischen 0 und ¢ erhoht: ‘P;::ni > P Da-

gegen erfahren Einmalprimie und Rente keine An-
derung; es wird also

z:n|"

nr! 4 n :

th = Am—}—t:ﬁ] T a’a%}—t:ﬁ—_tl ' Pw:?zl< th wie II.
Erhoht man dagegen u im Intervall zwischen ¢

und 7, so schliesst man in #hnlicher Weise mittelst

der Reserveformel auf Grund der retrospektiven Methode :
Firr 1 " .
Va: — (P T a’m:‘ﬂ_ Aa:fl) ’ af> th wie L

§ 8. Wir wenden die allgemeine Formel (7) auf
einige Spezialfille an, die das Wesen der Reserve als
Funktion der Sterblichkeitsintensitédt besonders hervor-
treten lassen. Um den Einfluss derselben besser zu
veranschaulichen, vernachlissigen wir den Zinsfuss,
d. h. wir setzen v—1.

1. Fall. Angenommen es ist F(x -+ t)=—=%, so
folgt, dass die Sterblichkeitsintensitét, also auch die
-wahrscheinlichkeit, beide zu Null werden. Daher ist:



T' ’ndT

= o { . ’Y&—t_m {

(8 tV(Px,.;;J)—l—-l—w*“r‘“—l— P
k-fndz

0

d. h. sind Verzinsung und Sterblichkeitsintensitit gleich
Null, so wird die Reserve der verflossenen Versicherungs-
dauer direkt proportional. Die Kurve, welche sie dar-
stellt, verlduft geradlinig von Null im Ursprung bis
zur Einheit am Schluss der Versicherung.

Diese Gerade werden wir kiirzehalber mit Aj;
bezeichnen.

L1, Fall. Gehen wir zum komplizierteren Fall
iber und setzen:

F(x 1) =ks";
dies ergibt fiir die Sterblichkeitsintensitit den Wert:

B 1 dF (x-17)
Pt ™ T Feto d@ty

Auch die Lebenswahrscheinlichkeit wird konstant:

———17 - ks Lgs = — Lgs.
fis

o _Fetty kT
1 otz _F(.’L' _I_ T) T ‘Z‘:S’c'*‘t

==t QL

Aus der allgemeinen Formel, die Sterbenswahr-
scheinlichkeit und u miteinander verbindet, folgt das-
sclbe Resultat:

e4t41
drv

—_— U
1—e Pade ™ 1 g8 — 1 35,

qw‘l‘t - x-+t

Mithin wird die Reserve:



9 kl tfkstdt . )
S ?’l_' _ T—
1 st d 8 s — 1 1—s
?fs ’

Um zu untersuchen, ob diese Reserve mit der
Sterblichkeitsintensitit zu- oder abnimmt, bilden wir
die Ableitung:

dV 1 [ 7 n—t—1 n—t -1

E:—m_—(l—s)(n—t)s + (1—5"") ms ]
_—_;-.——m _t(l-——s”)—-n(l—s”)~{—n(s —s )]
:——m _t(l—s”)—n(l—st)].

Klammern wir noch den Ausdruck (1 — s)#n aus
und fithren das negative Vorzeichen unter die Klammer
ein, 80 ist:

av_ STl =l —s 1 1—s" 1

ds 1—s?7 [l—s ¢ 1—s  nf

Angenommen s sei kleiner als 1, so werden alle
Ausdriicke vor der Klammer positiv; in der Klammer
selbst ergibt sich eine Differenz zwischen zwei arith-
metischen Mitteln, und zwar:

14546006 - 1fss -5t
t

]

Die Zahl ¢ ist naturgemiiss kleiner als n; da nun
das arithmetische Mittel immer Fkleiner werdender
Zahlen bei wachsender Anzahl derselben immer kleiner
wird, so ist die obige Differenz positiv. Mithin ist die
Reserve eine steigende Funktion von s, der Lebens-
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wahrscheinlichkeit, und eine fallende Funktion von .
Wir konnen dies folgendermassen formulieren:

Unter der Annahme, dass der Zinsfuss gleich Null
und die Sterblichkeitsintensitit Lonstant ist, wird die
Reserve bei grosserer Sterllichleitsintensitit kleiner.

Fiir den zuerst behandelten Spezialfall s =1 wird

n—t

der Ausdruck (9) fiir die Reserve V—1 — 1T~AS -
— 8

unbestimmt; nach den Regeln der Differentialrechnung

ist aber '

I’T— 1 - ;(ﬂ _ t,) Snﬁt—l

7% —t t
im noon
§=1

d. h. wir erhalten wieder den Ausdruck (8). Nach dem
zuletzt ausgesprochenen Satze ist diese Reserve fiir
§ =1 und dementsprechend fiir u=qg=0 grosser
als die Reserve fiir den zuletzt betrachteten Fall:
gq—=—1—s>0, bazw. u > 0.

n
ns

§ 9. Fihren wir jetzt unter Beibehaltung des

Ansatzes F'(z + 1) = ks" den Zinsfuss ein, so erhalten
wir nach (7) fiir die Reserve den Ausdruck:

n

1 e
— “ks"d
| R ;/v s" dr
JV=1—- .
1 T T
T fv ks" dx
0
1
N N
1 [()" — (vs)] Lg(vs) lﬂt
) Trpey — 1] — 2 1 — (vs)"
[(we)" — 1] T 9

Mithin entspricht diese Reserve der frither laut Glei-
chung (9) gebildeten, nur dass an Stelle von s das
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Produkt (vs) getreten ist. Hs ist aber der Abzinsungs-
faktor v kleiner als die Einheit, also vs <Zs. Man kann
daher obige Reserve auf die frithere zuriickfithren, wenn
man statt der fritheren Liebenswahrscheinlichkeit s jetzt
die neue Lebenswahrscheinlichkeit ¢ — vs </s setzt.
Nach oben ausgesprochenem Satze wird sich die Re-
serve bel solchermassen erhohter Sterblichkeit ver-
mindern. Anderseits ist es evident, dass eine Erhdhung
des Diskontierungsfaktors v durch eine entgegengesetzt
gleiche Verminderung der Lebenswahrscheinlichkeit in
ihrer Wirkung auf die Reserve paralysiert werden kann,
falls nur das Produkt (vs) konstant bleibt.

Wir konnen daher zusammenfassend sagen:

Unter der Annalime einer konstanten Sterblichkeits-
intensitit und einer konstanten Verzinsung wird die
Reserve micht nur mit steigender Sterblichkeitsintensitiit,
sondern auch mit steigendem Zinsfuss kleiner.

§ 10. Wir stellen nun dic Untersuchung des Ein-
flusses der Sterblichkeit in den Vordergrund und nehmen
wieder v =1 an. Die beiden Ansitze I. und II. im
§ 8 kann man in folgender Weise verbinden. Die ganze
Versicherungsdauer » sei in drei Intervalle geteilt: im
ersten, cs sei a genannt, zwischen 0 und 0, sei die
Sterblichkeitsintensitit gleich Null, im zweiten Inter-
vall §, zwischen 6 und 7' sei u konstant und von Null
verschieden, im dritten Intervall y, in der Zeit 7 bis n,
sei wieder u = 0.

Dann wird im ersten Intervall « die Reservenkurve
gradlinig wie im Falle I; nach dem Zeichenwechsel-
satz ist hier die Reserve grisser als in dem Falle, in
welchem u withrend der ganzen Versicherungsdauer
gleich Null ist. TIm letzten Intervall y (also fiir
T < t<_n) ist die Reservenkurve wieder gradlinig,
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und zwar ist die Reserve jetzt Alesner als diejenige im
Falle I. Yon der Reserve im mittleren Intervall weiss
man, auf Grund des Vorhergesagten, dass ihre Kurve
diec Gerade h-, die die Reserve im Falle I darstellt,
schneiden wird. Wir stellen nunmehr die Gleichung
dieser Reserve auf.

Die Definition der Funktion der Zahl der Lebenden
heisst:

Fleto==Fk fir 0 << 7= 0 (Intervall a)

F(r-1)=ks" fir 0= v <7 (Intervall f)

F(z-1)=ks"° fir TZ +< n (Intervall y)

Nach Gleichung (7) wird fiir 6 = ¢ <l T

" *l“fksT_e d‘r]‘

V=1—
t 2]
—0 T—e
- {f dz—{—/ks d+fks dz}
ST—@ t—
S — Ty
1 Lgs

N 7o 7o
8+Tgss — 1+ m—1)s

Wir bringen den Ausdruck auf gemeinschaftlichen
Nenner:

8+( Jrn— )(sTﬁe—wsT—t) |
+Lg ) —T)s

(1) ;F=

Der Ausdruck im Nenner stellt die temporire
Rente dar, ihr reziproker Wert die Prémie, die wir
mit I7 bezeichnen wollen. Wir fithren noch den Aus-
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druck w=—— Lgs fiir die Sterblichkeitsintensitit ein,

addieren und subtrahieren 1 im Zéhler; dann wird

u

o yepmll L e, 1
(10) Vo= Mg —r—s (n T M)f

)
oder, wenn man eine abkiirzende Bezeichnung einfiihrt:

; I 7y ( 1 )
b ] — = e T e
(10 M@=1— T —s""M(n—T—-

i

Dieser Ausdruck fiir die Reserve im mittleren Inter-
valle g, also fiir 0 = ¢ < T, stellt im wesentlichen eine
Exponentialfunktion dar. Fiir 6 =0 und T == wird
Gleichung (10) ohne weiteres in Gleichung (9) iiber-

n n—t
gehen: [V — i n_sl , wihrend fiir 6 = 7= man
s —

wieder Gleichung (8) erbélt: , V= —.

Die Exponentialkurve M(f) artet fiir einen he-
sonderen Wert der Sterblichkeitsintensitit in eine hori-

zontale Gerade aus; die trifft ein, wenn u — , _1_ A ist.
Der Ausdruck fir die Prdmie reduziert sich in
. 1
diesem Falle auf 11— g m— und es folgt
. - 0
M®)=M(T)= i —
Fiir den Schnittpunkt ¢ mit der Geraden % erhéls
¢ 0
. 0 . .
man aus der Gleichung il er— Tden Wert
p On _ bn
O 0+ n—T

0 4 1
2



Setzt man 4 - 0= (n—T), wo . eine Konstante
bedeutet, so erhdlt man fiir die Abszisse des Schnitt-

punktes: ¢ — — . Sind inshesondere die beiden
o 141
dusseren Intervalle (¢ und y) einander gleich, also A—1,

so wird toz?, und die Reserve behilt im mittleren

Intervall den Wert é, zu welchem sie innerhalb des

ersten Intervalles aufgestiegen ist; im letzten Intervall
verlduft die Gerade, die die Reserve darstellt, parallel
zur Reservengeraden im Intervall o von dem Werte

—lé— bis 1.

Im allgemeinen Falle koénnen wir durch Bildung

der Ableitung: % =t I (n — T — mlw) Lg s
U
darauf schliessen, dass die Exponentialkurve, die im

mittleren Intervall den Verlauf der Reserve ausdriickt,

steigt, wenn n — T —% <0 bleibt; d. h. wenn
< Z”LLT sein wird. Zu demselben Schlusse gelangt
man, wenn man aus den beiden Werten an den Inter-
vallsgrenzen M () =0 - II, M (I =1—n— 1)1,
deren Differenz bildet:

0+n—1T

e+i§(sf-°~1)+(n~—ﬂsm

(s7°— 1)(n — T—i)

2

M(T)—M(®)=1—

6—%(3T_9--— 1) —{-(n———T)sT_G.



Dies Kriterium o < fir das Steigen der

% —
Reserve im mittleren Intervall gilt, solange s <71 (u=>0)
bleibt.

§ 11. Eine besondere Art von Funktionen wird
nun entstehen, wenn man die Intervallsgrenze 0, in der
die Sterblichkeitsintensitdt von Null verschieden wird,
und von welchem Punkte an dementsprechend die
Reservenkurve, statt wic bis dahin gradlinig zu ver-
laufen, zur Exponentialkurve wird, mit dem Moment
der Reservierung zusammenfallen lisst.

Mithin lassen wir in Gleichung (10) das Intervall y
zu Null, d. h. 7'=n werden; die Reserve des Inter-
valles 5 wird dann

6 _+_ ‘L%,_q (sn—e . Sn—t)
(10°) M () =——7 :
B & ("7 —1)

Die Reserve wird mithin durch eine Exponential-
kurve mit stindig steigendem Verlauf dargestellt, da

: 1 ; ; ;
hier ,LL<ﬁ bleibt; wir werden spéter auf die-

selbe eingchender zuriickkommen. Als Reserve dieser
VYersicherung, bei der von O bis 6 die Sterblichkeits-
intensitdt =0, dagegen zwischen 6 und » konstant
ist, erhalten wir: eine Gerade zwischen 0 und 6 und
obige Kurve M, im Bereich 6 bis ». Variieren wir den
Parameter O kontinuierlich, indem wir 6 —1¢ setzen,
so entsteht laut Gleichung (10°) eine Grenzkurve, die
sdmtliche Unstitigkeitspunkte 6 der Reservenkurve
enthdlt; wir bezeichnen diese Grenzkurve mit g(f) und
erhalten die Gleichung?):

1) Diese Gleichung wurde in der in § 7 angegebenen Vor-
lesung des Herrn Prof. Dr. Ch. Moser aufgestellt.
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Entstehungsweise und Verlauf dieser Grenzkurve
werden durch Figur 1 veranschaulicht.

Diese so erhaltene Grenzfunktion wollen wir nun
einer Diskussion unterwerfen, wobei es auch von Inter-
csse sein diivfte, die bei Aufstellung ihrer Gleichung
gemachten versicherungstechnischen Annahmen iiber die
Variabilititsgrenzen der Parameter und Variablen fallen
zu lassen, um somit ein moglichst vollstiindiges Bild
iiher den Charakter der Grenzfunktion zu gewinnen.

Der weiteren Diskussion entziehen sich folgende
Spezialfille : fiir negative s verliert die Kurve, wegen
des vorkommenden Logarithmus, die Bedcutung. Des
Weiteren erhalten wir fiir s = 1 nach fritherem

J(?f)— , was auch die Rechnung auf Grund obiger

Doﬁmtlonsformel bestitigt. Ferner ist fir s==0 die
Reserve und ihre Grenzkurve g(f) =1, was auch aus

n ¢
der Gleichung (11) mit Hiilfe von llm S )
s Lg §

hervorgeht. Infolgedessen miissen nur die Fille beriick-
sichtigt werden, fiir weleche 0 <Zs .1 ist.

Wir bilden die zur Diskussion erforderlichen
Grrossen :

— [ g(t) dt = #Lg s .
sLgs' 45" —s

Die erste Substitution sei s’ =1, und daraus folgt:

dyzstLgsdt und J:/ Lgy - dy

Lgs(yLgy+s"—w)’
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weiter sei y Lgy — y = 2 und dementsprechend
Lgy - dy = dz; mithin wird

dz 1 ; n
(12) JngS O Lgs 18 (z + ")

R S P S
_@Lb(s Lg s —s 4 5").

Fiir die Ableitung erhalten wir
dg (t) Lgs [¢ & t o, om A\t ¢
. :[sELgst+s"—st]21(s Lgs'+s"—s)s'(Lgs'—1)
—s - t[Lgs - s"(tLgs+ 1)—stLgs]};
daher ist
dg(t) Lgs - St n t n ¢
13 — - 2 s'—s +s Lgs).
(19) at [StLgst—|—s"—st]2( +"Lgs)
Schreiben wir dies in folgender Form:
tg! _ '(]2 (1_'_ 1 + S’.nt)7
g
so wird die zweite Ableitung:
(14) tg'=—¢* " 'Lgs4+2(s""—1)-g.4.
§ 12. Nun betrachten wir die Funktion fir ver-

schiedene Werte der Parameter.
Ia. Es sei: >0, s< 1. Ohne weiteres erhilt
man aus (11) die Werte:
9(0)=0; g(n)=1.
Aus Gleichung (13) folgt:

- ' Legs ' 1 !
15 g O=_"7>09@W=->0;

laut Regeln der Differentialrechnung erhélt man ferner:

n—t
" lim [ 8 _“]_lim___n—t_
(15%) t:“(%tLgs )—t:w( S )__ e 35,

Folglich ist: ¢ (co0)=0; g(— co) = 1.
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n t
S

Die Gieichung -, :

s -t Lgs
nur die zwei Werte ¢ = 0 und ¢ = oo Nullstellen der
Funktion liefern konnen. Als Bedingung des Unendlich-
werdens der Funktion g(?) erhalten wir laut Definitions-
gleichung (11):

= 4+ oo zeigt, dass

g 13
(16) S A
s tLgs
oder daraus:
(169 p) =" —s 4+ Lgs=0.

Die Wurzel der so definierten Hiilfsfunktion ¢(%)
geben diec Werte an, fiiv welche die urspriingliche
Funktion unendlich wird. Die erste Ableitung lautet:

(17) g (=5 1(Lgs)"

Auf endliche Werte der Variablen uns beschriankend,
finden wir, dass ¢(f) fir {=0 zu einem Minimum
wird, da

(13) ¢ ()= (Lgs) s (t Lgs+ 1),
also " (0)=(Lgs)’ =0 ist. Nun ist ¢ (0)=5"—1<70,

dagegen ¢ (co)==s" >0 und auch ¢(

Die letzte Relation ist nicht unmittelbar ersichtlich,
wir gelangen zu ihr durch einen Grenziibergang, unter
der Beriicksichtigung, dass Lgs negativ ist:

p(—oo)= lim [ ("' tLgs—1)]
t= - co

Mithin schneidet die Kurve ¢ (f) =0 die {-Axe in
einem Punkte mit positivem und in cinem mit negativem £.
Also wird die urspriingliche Funktion einmal unendlich
fiir cinen endlichen positiven und einmal fir einen
endlichen negativen Wert der Variablen.

6
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Wir suchen nun die etwaigen im Endlichen liegenden
Maxima oder Minima von g (#) fiir endliche Werte von ¢;
dieselben ergeben sich durch Nullsetzung der ersten
Ableitung. Laut Gleichung (13) sind folgende Fille
moglich:

t - .
1. §==0, t=o0o wurde aus der Diskussion aus-

geschlossen.
2. Der Nennerin Gleichung (18): 5" Ligs' 4 " — 5" == ¢ (1)
wird, wie bereits erdrtert, unendlich nur fiir t = — co.
3. Wir setzen den Zihler in Gleichung (13):
(19) ' — " Lgsd =y () =0
Tis ist:
(192) ' ()= Lgs(s"—45), v () = —s (Lgs)®
Bs zeigt sich, dass nur fiir {—=mn
(19%) o () =mns"Lgs

eintreten kann, und zwar ist dieses Maximum negativ.
Die Hiilfsfunktion hat keine Nullstellen und ist immer
negativ. Daher hat g (f) im Endlichen kein endliches
Maximum oder Minimum und zeigt durchwegs einen
steigenden Verlauf. Ihre Kurve besteht aus drei Zweigen:
in — oo besitzt sie die Asymptote ¢ = 1 und liegt
oberhalb derselben. Ansteigend erreicht sie die im
Negativen parallel zur Ordinatenaxe liegende Asymptote,
deren Abstand von dieser Axe sich aus Gleichung
@ () =35"—s' 5" Lgs=0 bestimmt. Der zweite Zweig
verlduft asymptotisch zu derselben im Negativen liegen-
den Geraden, wie der erste Zwelg, und besitzt eine im
Positiven liegende Asymptote parallel zur t-Axe, in
dem durch die zweite Wurzel der Gleichung ¢ () = 0
gegebenen Abstand. Die Kurve geht immer steigend,
sowohl durch den Nullpunkt, als auch durch den Punkt:
t==mn, g==1. Der dritte Zweig bertithrt diec im Positiven



liegende Asymptote in — oo, steigt gegen die ¢-Axe
an und verlduft asymptotisch zu dieser, in deren positiven
Richtung.

Von Interesse ist der Inhalt der durch Abszissen-
axe, Kurve zwischen =0 und ¢{ ==, und die zu

diesem letzten Punkt gehorigen Ordinate 1 begrenzten
Fliche; nach Gleichung (12) wird sie:

1 t t n & In 1 s Lo s”
———— L S LU < — = . L o e

§ 13. Ib. Es sei: <0, s >1. Dementsprechend
ist: Lgs >0, s"=oco, s 7 = 0. Unmittclbar aus
der Definitionsgleichung (11) und Gleichung (15) folgt:

Lg s ' 1
= >Oag(%):_>0

9O =0, g)=1; 5 O=—"— .

n—t e o
Fernerist: lim (5:_1): lim (—s"~%)=0. Mithin:

- o0 t—o0

i (o) == 1, Aust_l_ilin (s" . ¢ Lg s) —0 folgt g(—oo) = 0.

Um die Stellen, an denen die Funktion unendlich
wird, zu erhalten, untersuchen wir wic frither die
Hiilfsfunktion, laut Gleichung (16):

pH)=s"—s -+ tLgs
Analog dem fiir diese Funktion frither crhaltenen
Resultat, existicrt cin Minimum derselben, und zwar
ist:
Cpmin (O) - S” ==

Nun ist dieses Minimum hier positiv, und anderscits
steigt die Funktion ¢ (f) mit absoluten Werten von ¢
beiderseits der Ordinatenaxe an. Sie hat mithin keine
Nullstellen, g (¢) ist in diesem Falle fiir endliche Werte
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= o J—

von- ¢ niemals unendlich. Wir bemerken noch, dass
@ (0c0) =00, @p(—oc)=s" ist.

Um die Maxima und Minima von { zu erhalten,
beachte man, dass weder s°, noch ¢ (f) = co fiir cnd-
liche Werte von ¢ erfiilllt werder konnen, mithin durch
diese Ansitze die Ableitung von g (f) nicht zum Ver-
schwinden gcbracht wird. Dagegen liefert der dritte
Faktor y () = 5" — 5"+ 5" Lg s" im Endlichen liegende
endliche extreme Werte der Funktion. Es ist laut
Gleichung (19%): v ()=s" - n - Lgs jetzt positiv.

Da hier sowohl y (— co)=—0c0, als auch y (co)
. St |
—lm e o( Lgo— 3 ) =(Hoo)(—oo)=—c0

ist, hat v (¥) bestimmt zwel Nullstellen, die beide im
Endlichen, und zwar eine auf der positiven und eine
auf der negativen Scite der ¢-Axe, licgen.

Diese Nullstellen entsprechen einem Maximum im
positiven und einem Minimum im negativen Bereiche
der Funktion g(f). Es ist nimlich fir ¢ (f) = 0 laut
Gtleichung (14):

r - g——z
gm(t) - ?

n—t
s " Lgs,

Der Verlauf der Kurve stellt sich jetzt folgender-
massen dar: Die Abszisscnaxe bertthrt die Kurve in
— oo, von wo aus die Kurve bis zu einem endlichen
Minimum fillt; sie geht sodann stetig steigend durch
den Nullpunkt und schneidet fiir ¢ = »n die Gerade
g = 1. Sie erreicht weiter steigend ein endliches Ma-
ximum (das =1 ist) und nithert sich in threm weiteren
Verlauf asymptotisch der Geraden gy = 1.
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§ 14, Ia. Es sei: n=0, s< 1. Aus dicsem
Ansatz folgt: Lgs<70, s"=0, s “=o00, s" =1.
Man erhilt aus der modifizierten Definitionsgleichung
die Grenzwerte:

-t
lim{s —13%__ -ty
=0 m) - (— § )t—_—o = —1

und lim (5" - ¢ Lgs) = (—&);_e = 0, und daraus fol-
gondijo{Verte der Funktion:

g(0)=+c0h; g(eo) =0, g(—o0)=1.

Ein zweiter Unendlichkeitspunkt existiert nicht;
dies zeigt die friiher behandelte Hilfsfunktion ¢ (7)
—1—¢+5Lgs, die in vorliegendem Falle cin
Minimum bei ¢ = 0, dessen Wert ¢(0) =0 ist, auf-
weist, und von diesem aus nach beiden Richtungen
hin wichst: ¢ (c0) = 1; ¢ (—oc0) =co. Wir wenden
uns zur Betrachtung der zweiten Hiilfsfunktion :

pwH=1—¢ 4 tLgs.
Das Maximum dersclben betrigt jetzt fur
t=0:vyp {(0)=0.

max

Von da ab fillt sic nach beiden Richtungen, ist
daher ausserhalb des Nullpunktes immer negativ.
Daraus folgt:

Lgs s

"t= :
g (@ [FLgs 1 _oF
D. h. die Funktion g () steigt bestindig.

(l—st—f—tLgs)>0.

Der Verlauf der Kurve ist folgender: Sie zerfillt
in zwei Aste, von denen einer im II., der andere im

1y Laut der allgemeinen Gleichung (13) kann die Unstetigkeit
dieser Funktion an der Stelle ¢ == n = 0 auch in einem endlichen
Sprung bestehen; je nach der Reihenfolge, in welcher man diesc
Werte einsetzt, erhalt man fir ¢ (n, t) die Werte 0, 1, & 0.
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IV. Quadranten liegt; der im II. Quadranten liegende
Ast verliduft asymptotisch zur Geraden ¢ = 1, der im
IV. Quadranten liegende asymptotisch zur #-Axe. Beide
Aste haben die Ordinatenaxe zur gemeinschaftlichen
Asymptote und besitzen weder Maxima noch Minima.

116. Es sei: »=0, s>1. Wir gelangen un-
mittelbar zu den dicsbeziiglichen Resultaten, wenn wir
in der Gleichung, dic den Verlauf der Kurve im
Falle 1la darstellt:

1 1
)y — — —
& 11— 1—87"
1 + 7 t 1 oty —t
s Lgs S " Lgh
) 1 _
S = 1 statt s substituleren und ¢ durch — ¢ ersetzen.

Infolgedessen wird die den Verlauf der Funktion dar-
stellende Kurve ein Spiegelbild der zuletzt besprochenen
in bezug auf die Ordinatenaxe sein.

Sic verlduft demgeméss in zwei getrennten, stindig
fallenden Zweigen, dic im 1. bzw. III. Quadranten
licgen; Ordinatenaxe bleibt gemeinschaftliche Asym-
ptote; der in Richtung der #-Axe liegende Unend-
lichkeitspunkt ist nun negativ, der in der Geraden
g =1 licgende nunmehr positiv.

§ 15, Illae. Bs sei: n< 0, s>1. HEs ist in
dicsem Falle zu erwarten, dass sich die Funktion fir
positive Werte so verhalten wird, wie im Falle I0 fir
negative und umgekehrt. Tatsédchlich wird, wenn wir
s durch seinen reziproken Wert S, n und ¢ durch ihre
gleich grossen negativen Werte N und 7' ersetzen, dic
Funktion

1 1
g(t) = . — libergehen in o s
R . 43 =9
s Lgs ST g §Y
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Man kann daher ohne weiteres, analog dem Ialle 1,
den Verlauf der Funktion fiir vorliegende Annahme
n<_0, s >1 angeben, da ihre Kurve ebenfalls als
Spiegelung der dort behandelten aufgefasst werden kann:
Dic Kurve wird von der Abszissenaxe in oo beriihrt,
von wo aus sic bei Abnahme der Abszissenwerte bis zu
einem endlichen Minimum fillt, um dann steigend durch
den Nullpunkt zu gehen und fir == n dic Gerade g ()=
zu schneiden. Die Kurve crreicht weiter cin endliches
positives Maximum und néhert sich im weiteren Verlauf
asymptotisch der von ihr geschnittenen Geraden g () =1.

III). Der Ansatz » <7 0, s > 1 zcigt einc dhnliche
Spiegelung der im Falle Ta: n > 0, s« 1 crhaltenen
Kurve.

Mithin ist die Abszisscnaxe Asymptote fir — oo,
dic Funktion fillt, sich asymptotisch einer zur Ordi-
natenaxe parallelen Geraden nidhernd; der Abstand
zwischen diesen zwei Geraden crgibt sich als cine
Wurzel der Gleichung: ¢ (f) =" — s 4 5" Lg §".

Bei dem weiteren Verlauf der Variablen fillt diese
Funktion vom Werte - oo bis 1, weleh letzteren
Wert sie fiir £=mn, also fiir negative Werte von ¢
erreicht; immer fallend geht sie durch den Nullpunkt
und néhert sich fiir einen endlichen positiven Wert von ¢,
der die zweite Wurzel der Gleichung ¢ () = 0 bildet,
asymptotisch der Geraden, die vertikal zur Abszisscn-
axe ist. Der dritte Zweig fillt von dicser Geraden bis
zur vierten Asymptote g = 1.

IVa. Tésst man bei s <71 # = oo werden, so ist

gLy = slnﬁst — tIfg];g_S_ D und dies ist die

s' Lg sf

Gleichung ciner gleichseitigen Iyperbel.
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Man erbédlt: ¢'(0)=0, y(+oo)=1, ¢ (-Ll ) 2t
as

und als Asymptoten die Geraden: g =1 und ¢ = —1—.

(SN
24

Der Hyperbelmittelpunkt hat also die Koordinaten :

1

ga==1, = ﬁ und die auf die Asymptoten bezogene
g

(leichung der Funktion g (#) heisst dementspreehend:
/ 1 ) 1
(t— - — D=

IVh, Wird dagegen s> 1, so fillt die Kurve fiir
n=co im endlichen génzlich mit der {-Axe zusammen;
fir { = -+ oo jedoch wird die Kurve unstetig, indem
siec den Wert 1 annimmt.

Va. Analog wird im Falle n = — o2, s 7> 1 die
Kurve gleichfalls in cine gleichseitige Hyperbel aus-
arten. Der Unterschied von der oben angegebenen

. : 1 : :
besteht lediglich darin, dass Las (dic Abszisse des
g
Mittelpunktes und zugleich der Abstand der horizontalen
Asymptote von der {-Axe) frither negativ, jetzt dagegen
positiv ist.

V. Beim letzten Ansatz: n = — oo, s <1 geht
die Kurve in die £-Axe iiber und hat nur fir { = — oo

den Wert 1, analog dem Falle TV .

§ 16. Wir wenden uns nun der Betrachtung
der Reserve zu, dic mach § 11 im Intervall («) also

)

nH=——— und im Intervall 4

flir

(0= t<_n) durch die Gleichung:



10¢ | - -
( ) ) + T - ( o t) n—t
Lg s 1—s
M () = i =3 6Las b1
-9 Lg s S =
0 4 Tgs ¥ 1)
dargestellt wird.
| dM M e
Die Ableitung b s Llgs =" I

dt  eLgs+s"°—1

crhélt im Endpunkte der Versicherung (f =) den
Wert 7/, d. h. die Tangente an die Rescrvenkurve im
Endpunkte ist parallel der Reservengeraden im Intervall
(); diese Tangente wird steiler, wenn man wu ver-
grossert (s verkleinert) und besitzt die Grenzwerte
-;1? fiir ¢ = 0 und % fiir 1« = co. Dic Reserve M (f)
wichst mit der Zeit, und ferner wird M (0)=06 . I
zugleich mit 1 kleiner. Mithin folgt aus dem Umstand,
dass die der anfinglich kleineren Reserve entsprechende
Kurve im gemeinsamen Endpunkt eine kleinere Steigung
hat, dass sich diese Kurven, die zwei verschiedenen
w1 entsprechen, in einem Punkte schneiden.

D. h.: FEine Reserve auf Grund Fkleinerer Sterb-
lichheitsintensitit wird in einem bestimmten Momente
im Intervall () einer Reserve, die auf Grund eines
grosseren w (hleineren s) gerechnet ist, gleich werden.
Durch diesen Satz crhalten wir cine neuc Bestitigung
des Zeichenwechselsatzes.

Iigur 2 moge das Gesagte veranschaulichen.

Was dic Abhiingigkeit der Reserve M, (f) von dem
Parameter 8 anbelangt, so ist crsichtlich, dass fiir 6 =0
die Reserve des Falles II (Seite 71) resultiert; es ist

7 —t

dann niimlich M, (1) = *;*1‘ identisch mit Glei-
;

chung (9).
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Alle Reservenkurven fiir. 0 <70 <_n liegen an-
finglich oberhalb der Geraden A, und miissen sie
einmal schneiden. Bei © = # wird auch das Intervall g
zu Null, und wir erhalten wieder den Fall I, der auch
mit obiger Definitionsformel im Einklang steht, indem
hier 0 =¢=mn und M, (n) =1 ist.

§ 17. Der Frage, ob und wann dic Rescrven-
formel (10°)
M) = (1 —H>—-ST“tII(an———1>

u I
i

negative Werte liefern kann, muss besondere Beachtung
gewidmet werden. Da diese Reserve, die dem mittleren
Intervall entspricht, sich nur in cinem Sinne #ndern
kann, d. h. innerhalb des ganzen Intervalles entweder
nur steigt oder nur fillt, so ist evident, dass negative
Reserven nur dann entstchen, wenn in einem der End-
punkte des Intervalles die Reserve negativ ist. Es miisste
also entweder M(0) == 011, oder M(T)=1—(n—1)11
negativ scin; daraus folgt, dass die Prdmic entweder

negativ oder grosser als — sein miisste. Lrsteres

n—
ist ausgeschlossen, da die Priimie
= i !
T—9 T-o
6+L8‘S(S m1)+(7lmT)8

immer positiv ist; mithin bleibt nur die zweite Moglich-
keit fiir das Entstehen negativer Reserven offen: ndmlich
dass M () fillt und M (7)) <7 0 ist.

Daraus resultieren die beiden Bedingungen fiir das

. 1
Vorkommen negativer Reserven: I, # — 7T'— — >0
u

)

1
B ooy

und II. 7> -



Die zweite Bedingung kann man auch in anderer
Form ausdriicken: damit die Reserve in 7' nach
Gleichung (10) negativ ist:

M(T)= H'B - (n — 7T — —1—\ (s"°—1) <0, muss
- ks

I~ 64 (n — 17— %) (s77°—1) <70 sein.

Von besonderem Interesse sind die Nullpunkte ¢
der Reservenkurve. Im allgemeinen gibt es deren zwei,
sofern die obigen Bedingungen erfiillt sind; der eine
Nullpunkt liegt im Intervall 5, in dem die Reservenkurve
fallt, der andere im Intervall y, in dem dieselbe steigt.

Der Moment ¢, des Nullwerdens der Reserve wird
aus der allgemeinen Formel (10) gewonnen:

am o+ (n . - 1) (570 — 5" = 0;
pas
durch Addition und Subtraktion von i erhidlt man daraus:
}LL
y i 1 I—t 1 1
(” — = 3 =TT W

i
Fiir den andern Nullpunkt erhilt man aus

LV=1—(n-—t) =0

: 1 .
fiir die Abszisse den Wert: ¢ =n — e d. h. die
Differenz zwischen Zeit- und Leibrente.

Beide Nullpunkte fallen zusammen, wenn M(7') =0
ist; die Reserve wird iiberhaupt nicht negativ, sondern
wird zu Null fiir ¢, — 7. Dic Bedingung hierfiir lautet:

1

1 —-Hn—T)=0 oder M= 7
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In anderer Form ecrhalten wir die Bedingung hicrfiir
aus III:

(LII%) 0= (n — P s l\ (1 —s"°).

1y

Verschwindet das Intervall o, d.h. wird 6 =0,
so cntstchen negative Reserven in jedem Falle, wenn
M) fillt.

In der Tat werden dann die beiden Bedingungen I'und

. 1 ]
IT gleichbedeutend ; denn aus (n—f[’ww ) (s7-—1)<70
14
1
folgt sofort (n — T — —) > 0 und umgckehrt.

2

Der tiefste Stand der Reserve im Falle, dass 6 =0
ist, wird mit dem Werte M (7") erreicht:

(s —1) (-n _ Tﬁl)

i
1

] .
pad faa

M(TY=1—mn—1T)I1=
—'—ST(H—T—

Der Zeitpunkt im Intervalle y, in dem die Reserve
wicder Null wird, ergibt sich aus dem allgemeinen Fall

__ I 1 T( , 1)
tﬁ——W—TI"——H'*IleS rz—f~?

=74 (11— (n L Tm_l)

I

§ 18. Bevor wir unscre Untersuchungen ab-
schliessen, wollen wir die Bezichungen feststellen, die
zwischen den nach der kontinuicrlichen Methode einer-
seits und den nach der gewohnlichen (diskontinuicr-
lichen) Methode anderscits gewonnenen Versicherungs-
werten bestehen.



In dem Falle II (§ 8) (des durch die ganze Ver-
sicherungsdauer konstanten u) crhalten wir als Wert
der Leibrente:

n —~/;tm+7 dr n n

1"
¥ —v Lg s ' 1—s
a i) B € dy — e whEs dy — — g dy ="
o Lgs
0 0

Anderseits 1st nach der diskontinuierlichen Methode
im entsprechenden Falle (in dem p_= s ist) die
Rente gleiech der Summe der geometrischen Progression
14548 Journg” s
1 o SN
Qi) = 1 ¢
Die Reserve in diesem Falle wird daher (¢ als
ganze Zahl vorausgesetzt):

e sn—t
V—e1_ Bottin—y — L8 == 1 ML:_S‘_E
' 8 1 1l —a" I—5"

und ist daher identisch mit der Formel (9).

M. a W.: Im Falle konstanter Sterbliclkeitsintensitiit
und  -wahrscheinlichkewt wihrend der ganzen Ver-
sicherungsdawer fiihrt die kontinuwierliche und dis-
kontinuieriiche Methode am Jahresschluss awf gleiche
Reserven.

Nach den Resultaten des § 9 bleibt dieser Satz
auch dann noch bestehen, wenn man den Zinsfuss
beriicksichtigt.

Anders liegen die Verhiltnisse im Falle, dass u
bzw. p, den Ansatz des § 10 befolgt. Nach diesem



wire im I. und IIL Intervall (a und y) p =1, im
IL Intervall p_=s. Daraus folgt der Wert der dis-
kontinuierlichen Rente in diesem Fall:

—e

S U

1 _
a,, =064 &ﬁrn+mMTpT9

Nach fritherem betragt der Wert der kontinuierlichen
Rente

B = O+ o (" — 1) (o D)™
D

woraus ecrsichtlich ist, dass die Reserven in keinem
der drei Intervalle miteinander tibereinstimmen werden.
In den beiden dusscren Intervallen steigen die Reserven
bei beiden Methoden um den Betrag der Prémie, d. h.
um den Betrag des reziproken Wertes der Rente.

Da Lgs™>>s—1 ist, so folgt:

T8 i
st —1 s —1

> Lg s

s— 1

und weiter "Ea“w:ng <a’az:?ﬂ' Infolgedessen ist die Préamie
bet der kontinuierlichen Methode grosser als die unter
sonst gleichen Umstinden mittelst der diskontinuierlichen
Methode berechneten. Dasselbe gilt ohne weiteres fiir
die Reserven des ersten Intervalles.

Bei den Reserven des dritten Intervalles tritt
das Umgekehrte cin, da dieselben nach der Formel
l—(mw—HP, ., baw. 1 —(n—H P,

werden.

cerechnet
n| ©

Iir die Reserve im mittleren Intervall § erhils
man nach der diskontinuierlichen Methode, in Analogic
mit Gleichung (10) fir die kontinuierliche Methode :



r—t
gi—t—1

, o g
——1 T

1—0
i 1 T-9

YeLiac=

!5

P =1 —

§—
1—e

e+%:f%+(n~T)sT“0

_i—l— (_1—1 4w — T) (sT70 —s™)

Die beiden Formeln unterscheiden sich nur dadurch,
dass der Faktor L jetzt durch den Faktor b
Lgs : s — 1
ersetzt erscheint. Die beiden Reserven besitzen also
auch im mittleren Intervall verschiedene Werte; auf
Grund der fir die Grenzen des Intervalls festgestellten
Gréssenverhiltnisse der Reserven konnen wir behaupten,
dass es im mittleren Intervall ecinen Zecitpunkt geben
muss, fir den die nach beiden Methoden berechneten
Reserven cinander gleich sind. Dieser Zeitpunkt wird
aber im allgemeinen nicht mit dem @blichen Rechnungs-
termin der diskontinuierlichen Mcthode, dem Jahres-
ende, zusammenfallen.
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