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Die zahlenméssige Berechnung der ,,unabhangigen*

Wahrscheinlichkeiten aus den ,,abhéngigen” und

der ,,abhingigen” Wahrscheinlichkeiten aus den
Hmabhingigen“.

Yon Paul Spangenberg, Berlin.

In meiner im 20. Heft der Veroffentlichungen des
Deutschen Vereins fiir Versicherungswissenschaft er-
schienenen Arbeit ,Die Karupsche Theorie der unab-
héngigen Wahrscheinlichkeiten* habe ich das Problem
der zahlenmiissigen Berechnung der ,unabhingigen®
Wahrscheinlichkeiten aus den ,abhingigen®, sowie
dessen Umkehrung ausfiihrlich behandelt. Unter An-
wendung der Differenzenrechnung habe ich dort eine An-
zahl von Formeln abgeleitet, die eine numerisch gename
Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der einen Art
aus denen der andern Art ermdglichen, und auf der
Girundlage dieser Formeln umfangreiche Berechnungen
ausgefiithrt, ,um den Nachweis der Richtigkeit der
Karupschen Theorie auch zahlenmdiissig zu fithren und
einmal, was bisher iiberhaupt noch nicht geschehen,
dic  Grundwerte durchweg genau zu bestimmen®
(a. a. O., Seite 160).

Die Bedeutung dieser Formeln und Berechnungen
ist, wie meine weiteren Ausfiihrungen zu zeigen noch
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Gelegenheit bieten werden, néich? tberall in der Fach-
welt richtig erkannt worden.

Eire nochmalige Behandlung des Problems wird
deshalb nicht iiberfliissig sein.

Hierzu werde eine geschlossene Gesamtheit B von
gleichalterigen Personen angenommen, auf die »n von-

cinander verschiedene Abgangsursachen einwirken
1 2
mogen, die im Laufe des Jahres die Abginge 4, 4,

<

n
A ... A4 zur Folge haben. Die Zahl der von einem
Anfangsbestande von Personen dieser Gesamtheit (B))
des Alters a im Alter x in der Gesamtheit noch vor-
handenen Personen soll mit [, die zugehdrigen
1 2 3 n
Abgangsintensititen sollen mit w , g, w ... u , die
: ) T & op?

entsprechenden ,abhiingigen® Wahrscheinlichkeiten mit
1 2 3 n
w, w, w, ..., und die entsprcchenden ,unab-

1 2 3 7
hiingigen® Wahrscheinlichkeiten mit w_, w ,w ... w,
bezeichnet werden. '

I. Berechnung der ,,unabhingigen

n
Wahrscheinlichkeiten o aus den ,abhingigen®
Wahrscheinlichkeiten .

Unter Anwendung der gewiihlten Bezeichnungen

hat man
1 x41
o . _/‘Mm-tdt — dem
w =1—8€ , mm ], e z (1)

W == = = x4t }L63;_+_t

n 1 - 41 4,
" AL 1 /.B di _1 B,). M., dm (‘))
— @ i , (=
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n n

A+ A, + .. A = [Bud. (22

Wird

Aa+Aa+1+ T A*—~1: Zt}a:

gesetzt, so erhilt man aus (2a) durch Differentiation
n ;
n aU, U

. o o 3
lLLm — Bw dx —_— B‘L . ( )

Die direkte Ausfithrung der Differentiation in (3)
und der Integration in (1) und damit die mathematisch
exakte Lidsung- der Aufgabe wiirde nur dann in Frage
kommen konnen, wenn die Grossen 7 und w analytische
Funktionen sind. Dies wird nur in ganz seltenen Féllen
zutreffen, die hier ausser Betracht gelassen werden
konnen. Im allgemeinen sind diese Grossen nur fiir die
einjihrigen Altersintervalle bekannt. Soll trotzdem die
Bestimmung der jyunabhingigen® Wahrscheinlichkeiten
numerisch genau erfolgen, so kann dies nur dadurch
geschehen, dass man Interpolations- oder Differenzen-
rechnung anwendet, die bekanntlich immer zuléissig
ist, wenn es sich um stetige und differentiierbare
Funktionen handelt. Dass aber die hier -in Frage
kommenden Funktionen dieser Bedingung entsprechen,
ist eine Vorausssetzung, zu der das Problem selbst
notigt, und die tatsiichlich auch alle Autoren, die sich
mit diesem beschiftigen, machen *).

*) Allerdings nur fiir die Dauer des Beobachtungsintervalles,
von einem Lebensjahr zum anderen. Ks liegt aber offenbar kein
Grund vor, gerade an den Ubergangsstellen Diskontinuitit oder
einen Wechsel im gesetzmissigen Verlauf anzunehmen, zumal das
Intervall selbst ein willkirliches ist und, wenn nicht praktische
Griinde dagegen spriachen, auch durch ein anderes (halbjihriges,
zweljithriges usw.) ersetzt werden konnte.
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Setzt man nun in einer arithmetischen Reihe ho-
herer Ordnung

fi—fo="A4f, Af,—fy=4f, ust,
80 1st
i1} -
fi=1"1+t4f, + ”(.@iddfo

(4)

e ﬁg(t 3 D pp

Von Formel (4) gelangt man, wenn man be-
achtet, dass

Af_ A A = Ay A A A= AT ust

ist, durch einfache Substitution zu der Formel

. ot E 1 2 o T 7,
i B (o Fan+ SR B
|
+%t~3@—ndv )
1.2.3 =

(t~+-1)t e T ==Y 1 Las ~F‘f 2
+ A A 5 I

und durch eine analoge Rechnung erhélt man

, /(o—|_f1 t 2
f{_'fo—}_l‘A 2 +12Af‘1

‘).8 9

Pl 15 s 1) 4
+(f§é-4uﬁﬂ+‘




99
Aus Formel (6), der man auch die Form

_f0+t/_/j f0+f“ +]t_g2d2f—1

AV Iy T A
‘}‘(F"F)A 2 +(24_"24)Af—9+"'

geben kann, folgt durch einmalige Differentiation

thfO+f—l+tA2f +(2 6)432#’
RV
+(~6~—T2—)Af_2+...
und, fir t =20,
f0+f1 1 3f_1+fﬁ3
fo=4- Y R
(7
i sl
+50 4 2 - ’

woraus sich nach Einfihrung der Hilfsgrosse

(}f‘:Af()_’—fl f+1—f_1

2 o 2

ergibt
X 1 1
foi(PowFAggo_1+§()_A4g;_g— tow e

oder

= 2 o2 o 2
g r 1 " 2 : 3 v o 27
fo - Wo‘l’ Z(_ 1) - (27. _+_ 1)' | ®_. (8)
=1




Wird Formel (5) in der Form
5 f ’ 0

2

t' £ £ o s —I—m
+(24_12 24+12) Towes

geschrieben und dann integriert, so erhilt man

Jram PR (£ )y
o s o 2 £\
+(6 4) 9 JV(M 12+24)Af1

£° t £ £ 4f1+f2
+(120_48*72+24)A 2

-+ ... —+ Const.

und daraus

i fo 11 1 o 7.
/ftdt_w g — g5 !

2

+ 95 e J{’D—J — (9)%)

Wendet man Formel (8) auf den Zihler von (3) an,
so erhélt man, da

U,+U, , 1( - )_Am_l—FA\c
e—1/ 2

f— o, E 1

1st,

*) Die Koeffizienten der sechsten und achten Differenzen
1 191 - 2497
S 50480 5628500




) (@
A +A z( 1) 1%.2%.87 VBAET Am—o'—l + Aw»r
" 2r+1)! 2
My = B o

x

Aus Formel (I) konnen die Intensititen u , sobald

die Werte 4 und B bekannt sind, mit beliebiger

Genawigkeit bestimmt werden. Es ist dazu nur er-
forderlich, in die Rechnung alle die Glieder der Formel
cinzubezichen, die auf das Resultat noch von Ein-
Hluss sind.

n
Sind aber die Intensitdten w genau bestimmt, so

n

crhidlt man die Wahrscheinlichkeiten Em gleichfalls
yenauw, wenn man das Integral in (1) durch Differenzen
nach Formel (9) ausdriickt.

Es wird dann

» f j/ oy B0
—1—_¢ o

W
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I1. Berechnung der ,,abhingigen®

r
Wahrscheinlichkeiten w_ aus den ,junabhingigen

Wahrscheinlichkeiten .

Man hat wieder

n 1 n
YT g f Byt et )
H 0

und
1 z+1
® — / 7 det — / o, d .
w,=—=1—¢€ g =1 —8€ 2 (1)
Aus (1) folgt
x
n n n \ - f L L;r: da_:
(1%) (1—77;“4#1) e (wa_lj =& 7% (1a)

und, wenn

n n R "
(1 — wa) (1 — w{!ﬂ) .. (1 — w, ,1) = E[’x

gesetzt und alsdann (la) differentiiert wird,

v, !
‘l l'_;; — n. : - 27 (1 O)
gf?) dm gy’l‘

n
Sind die ,unabhiingigen® Wahrscheinlichkeiten w_und
der Bestand B_ bekannt, so konnen die ,abhingigen®
H

Wahrscheinlichkeiten ¢« durch Zuriickfithrung des
Differentiales in (10) nach Formel (§8) und des In-



tegrales in (2) nach Formel (9) auf Differenzen genau
bestimmt werden.

Man erhilt dann

lj] ._ Z( 1) 1— 2 7'2 AQ;‘ 1}'(atw-r—l gjﬂ:—)%l
(27" + 1)1 2
r=1
4
(I11)
und
21(’) _ 1 B hae +bm—]—1‘ m+1 1 1‘2 Bmium+B.::—-liua:—l
B 2 12 2
4+ 11 A .-c—lf by 1+me~“fc L (IV)
720 o

Wihrend die genaue zahlenmiéssige Bestimmung der
yunabhéngigen* und der ,abhingigen“ Wahrscheinlich-
keiten, falls die gegebenen Werte nicht analytische
Funktionen sind, nur durch Anwendung der Differenzen-
rechnung erfolgen kann, ist ihre angeniiherte Berech-
nung auf verschiedenen Wegen moglich.

Zunéchst geben hierzu die Formeln (I), (II), (11I)
und (IV) selbst ein Mittel an dic Hand. Diese liefern
nur nitherungsweise giiltige Werte, wenn nicht simt-
liche, zur genauen Bestimmung der Intensititen und
Wahrscheinlichkeiten — erforderlichen  Differenzenord-
nungen bei der Berechnung beriicksichtigt werden.

Fiir die Praxis ergeben sich, selbst wenn an die
Grenauigkeit der Rechnung sefir hohe Anforderungen
gestellt werden, bereits villig ausrcichende und min-

€
3



destens ebenso genaue Werte, wie die auf Grund
anderer Niherungsformeln erhaltenen, wenn in den
Formeln (I) und (IT) bzw. (III) und (IV) nur die
2, Differenzen Beriicksichtigung finden.

Eine andere Ndiherungsformel zur Bestimmung der
,abhingigen® Wahrscheinlichkeiten aus den ,unab-
héingigen® wird erhalten, wenn in Gleichung (2), aus
der, wegen

d B 1 2

et dt — ‘u,w_HdL‘ cee T Mgy dit

—
Bw—H o1

t
1 2 n
wb/‘(ium-i—t + fu’:c—]—t + v fu’ac—}—t)dt

0
B, ,=2B,€ ;
1 t
1 2 )
o — (Mm + prpys + --'MHJ at
w, — i M dt
0
folgt, der Wert der Integrale
t E i
1 2 P’n—l
— | gt — | gyt ——] Pty dt
e ° e " e ,
der, weil 1 > ¢ >> 0, zwischen
1
1
— /“;H_tdt N
g * = 1-—w_ und 1,

1
_v‘/vfuxﬁ—tdt 2
e v = 1--w, und 1,



n—1
T Moyt dt n—1

e ! = 1 — w_ und 1 liegen muss,

nitherungsweise gleich

LX)
3
-

wx 1w % wJ
l—— 1—=% ... 1——

| &

gesetzt wird.

Es wird dann

x 2 n—1
n n w, w, w, (11)
wm_ww(l—Q)(l—— 2)(1——2—)

1 2 n—I1
Fir die Wahrscheinlichkeiten w_, w, ... w,

ergeben sich (»n — 1) analoge Gleichungen.

Dieses System von Gleichungen kann wiederum
zur Bestimmung der _unabhiéingigen® Wahrscheinlich-
keiten aus den ,abhiingigen® benutzt werden. Eine solche
Bestimmung der ,unabhingigen“ Wahrscheinlichkeiten
muss sich natiirlich desto schwieriger gestalten, je
grosser die Zahl der Abgangsursachen ist. Praktisch
wird sie fiir den Fall, dass # > 2 ist, iberhaupt nicht
in Betracht kommen.

Fir » =2 erhilt man, da dann

2 1
1 L w, 2 2 w
% = e o0 R— .2 15
w, = 1w, 1 5 | W, = 1w, 1 5 (12)



. 1 2 ] 1 2 \2
@mzl W, i w, - (1 w, i w,, - 2;}3@
(13)
1 ) 1 1 2 4 2
2 B, — W, W, —w, 1
zu$:1m~T— (1+T)_2wm

Die Wahrscheinlichkeiten iEm kinnen aus (12) auch
durch Kettenbriiche dargestellt werden.
1

So wiirde z. B. W, aus

1

w
@

2
1 —w,
@

L
wm:

1
2 —w
Ha

5

1 s w,

zu berechnen sein.

Einer derartigen Berechnungsweise ist jedoch fiir
systematisch auszufiihrende Rechnungen die Bestim-
mung der w_ aus den Gleichungen (18) zweifellos
vorzuziehen.

Weitere Niherungsformeln zur Berechnung der ,un-
abhéangigen* Wahrscheinlichkeiten aus den ,,abhiingigen®
und umgekehrt ergeben sich, wenn zum Zwecke der
direkten Ausfihrung der Differentiation in (3) und der
Integration in (1) hypothetische Annahmen iiber den
Verlauf der Grossen U, und B zwischen den cinzelnen
Altern gemacht werden.

Wird angenommen, dass die in der Gesamtheit B
zwischen x und z -+ 1 eintretenden Abginge 4  der
Zeit proportional erfolgen, so ist
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B +t - ‘Bx T t(Bw - Bm—i—l)

und
Ua:+t —_ Ufc ] tAm.
Man erhilt dann
; B UmH B Am dt
it BaH—t B;c o t(‘Bm T Bx+1)
und
1 P
. A dt
— a  — :
» f Mo J B,—t(B,—B,,)
1 — w, = e ° —=e ¢ )

woraus durch einfache Integration folgt:

n B Bm T B“H‘l
= x-+1
w:t: — ] — ( B ) (14&)

oder, durch die Wahrscheinlichkeiten w  ausgedriickt,

n
w
2

1 2 7
n ( 1 2 n ) w,tw, +...w,
wx:l~ l—wxﬁwx—r e W

(14Db)
und durch Umkehrung aus (14b), da

1 2 n 1 2 i
l—wx—wm— . wx:(l—wx)(l—wx) . (1""%)

18t,
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n 2 2 i
w, = (1 ——(1 — wx) (1 — wm) xm (1 — ww))X
log (1 — 7’_”9:)

log((l — ;Um) (1 ——Zi"’:c) T (1 - 7’%”))

Entwickelt man in Formel (14a), der man auch

die Form
7n

A

T

?‘% 11— B:c_Bm+1 )Bmwa-{-l
¢ B:v+1 + (Ba, T Ba:—]—l)

geben kann, die Klammergrosse nach Potenzen von
B:cmBsc—l-I
Ba:+1 + (B:L T Bw—H) ,

so bekommt man, wenn man gleichzeitig zur Ver-
einfachung der Bezeichnungsweise B, — B durch D
e x+1 ]

Bm_H durch B und Ax durch A ersetzt,

& A4 AA-D) | A(A-D)y(A-2D)
* B+D 2(B+ DY 2. 3(B+D)

Es ist aber auch

A B A 4
B+D—2}—A B_i_D_!_A—;D B+ D
A —D) AA—Dy

+

2(B 4+ D) ' 4B+ DY

so dass man auch schreiben kann
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n A 1 4.0D° 1 4°

W, = -} g
B+D+A 12 p 12 B

oder angenihert

n A i
W, = = = 5 —- (15a)
B 2T 4,444 .4,

n
?U

E 1—i(u, —}—u/ + ... w 1) 1w

1 2 n—1
Fiir die Wahrscheinlichkeiten ?Em, Z‘m, . gm ergeben
sich (» — 1) analoge Gleichungen.

Hinsichtlich der Behandlung dieses Systems von
(Gleichungen zur Bestimmung der ,abhingigen® Wahr-
scheinlichkeiten aus den ,unabhiingigen® gilt das weiter
vorn bei gleicher Gelegenheit Gesagte entsprechend.

Fir n =2 erhidlt man

1 2
q 12
i wx(l —?ww)
Wy == i X 2
1 —*wa w,
16
5 . (16)
) ww(l *“‘wa)
w, = [ 12
1 —
1 w, w, J

Bei der Art der zur Ableitung der Formeln (11) bis
(16) gemachten Annahmen sollte ein Zweifel dariiber,



dass diese Formeln ohne Ausnahme nur eine angendherte
Berechnung der ,unabhiingigen“ Wahscheinlichkeiten
aus den . abhingigen® und umgekechrt gestatten und
daher die auf der Grundlage der Differenzenrechnung
gewonnenen Formeln (I), (II), (III) und (IV) an
Genauigkeit nicht erreichen konnen, als schlechter-
dings ausgeschlossen gelten. |

Gegenteilige Anschauungen iiber die Genauigkeit
der unter der Annahme des geradlinigen Verlaufes der
Grossen B und U zwischen den einzelnen Altern er-
haltenen Néherungsformeln (14) werden trotzdem in den
von Regierungsrat Dr. Bihmer in Berlin und Professor
Dr. Rosmanith in Prag dem Amsterdamer Kongress
fiir Versicherungswissenschaft zu dem Thema ,Bedeu-
tung, Anwendung und Berechnung der ,unabhingigen*
Wahrscheinlichkeiten und ihr Verhéltnis zu den @ibrigen
statistischen Masszahlen* eingercichten Arbeiten (Gut-
achten, Denkschriften und Verhandlungen des VIL inter-
nationalen Kongresses fiir Versicherungswissenschaft,
Band II, Seite 327 ff. und Seite 347 ff)) vertreten.

Beide Autoren gelangen dort bei der Ableitung der
Formeln zur Berechnung der ,unabhiingigen® Wahr-
scheinlichkeiten aus den ,abhingigen® autf I'ormeln
von der Struktur der Formeln (14), wie sie iibrigens
nicht von Rosmanith und Bohmer erstmalig dargestellt,
sondern von Karup bereits vor mehreren Jahrzehnten
(vergleiche Masius, ,Rundschau der Versicherungen®,
1876, Seite 25, ,IFinanzlage der Gothaischen Staats-
diener - Witwen - Sozietiit, Scite 48) zur Darstellung
der ,unabhingigen® Wahrscheinlichkeiten aus den
Beobachtungsdaten benutzt worden sind.

Rosmanith und Bohmer glauben damit Formeln
zur Berechnung der ,unabhingigen® Wahrscheinlich-
keiten erhalten zu haben, die genauer (Rosmanith,
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a. a. 0., Seite 365) oder doch mindestens ebenso genan
(Bohmer, a. a. O., Scite 343) wie die unter Anwendung
der Differenzenrechnung aufgestellten Formeln sind.

Die Unrichtigkeit der Rosmanitle- Bihmerschen An-
schauungen, die offenbar auf ciner Verkennung ent-
weder des Wesens und der Bedeutung der Differenzen-
rechnung oder des Niherungscharakters der von
Rosmanith und Bohmer abgeleiteten [Formeln be-
ruhen, bedarf nach den vorangegangenen Darlegungen
kkeines weiteren Nachweises.

Bei Bihmer muss die Ausserung eincr solchen
Anschauung insbesondere noch deshalb befremden, weil
Bilmer, wic mir von anderer Scite mitgeteilt worden
ist, in den von ihm, gelegentlich der in den Jahren
1912 und 1913 in Berlin veranstalteten versicherungs-
wissenschaftlichen Ilortbildungskurse, gehaltenen Vor-
trigen wiederholt die Berficksichtigung des .parahbo-
lischen“ Verlaufes der Kurven der Ausscheidungsfille
selbst fir Naherungstormeln, wie sic von mir unter
ausdriicklicher Bezcichnung als solche fiir diec Praxis
aufgestellt worden sind, (vergleiche , Veroffentlichun-
gen usw.“, Heft XX, Seite 137) — allerdings sehr
zu Unrecht — gefordert hat.

Ziwei Zallenbeispiele zur Veranschaulichung des
Genauigkeitsgrades der vorstehend abgeleiteten Formeln
mogen meine Darlegungen beschliessen.

Firstes Beispiel. Den Ausgangspunkt bilde eine
Gesamtheit von Personen, die ausser durch Tod noch
belicbige andere Abgiinge erleidet.

Die Lebenden dieser Gesamtheit beim Alter x sollen
mit L _, die Todestille bzw. die sonstigen Abgiinge
zwischen z und 2 4 1 mit 7 bzw. A4 bezeichnet
werden. Die Ausscheidungen mogen in der Weise
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erfolgen, dass die Intensitdten des sonstigen Abganges
o, konstant sind und die Sterbensintensititen u, der

Gompertz-Makehamschen Tormel geniigen.
Wird dann o =¢, u = a - br” gesetzt, so ist

die Ausscheidungsintensitit

dL

e

7 da) maw-!—,ux:c—ka—{— br®

Durch Integration folgt hieraus

b o
== (c+a)z — Ry
L =[¢ - €
b
—l+a) nr
und, wenn € =g, € = g gesetzt wird,
L = kd"g",

worin % eine Konstante bedeutet, die von der An-
fangszahl der Lebenden in der Ausscheideordnung
abhéngt.

Ebenso erhdlt man die gewdhnliche Absterbeord-

—a
nung /, aus u = a - 0", wenn € = s gesetzt wird,

I =ks" 7"
Endlich hat man noch, wenn mit ’Ew die .,unabhén-

gigen“ Wahrscheinlichkeiten des sonstigen Abganges
bezeichnet werden,



Es sei nun gegeben:

w,, k, logs, log(—logg), logr,
und zwar:
w, = 0.03, %k =10000000, logs=0.00157230%)
log (— logg) = 6.87164640%), logr = 0.0379 0010%),
woraus weiter folgt **): |

a = 0.0036 2035.45 ¢ =10.0304 5920.75
a + ¢=0.0340 7956.20

log o = — 0.0148 0056 5733
Ine = — 0.0340 7956 2025
Inr = 0.0872 6820 5283

log g = — 0.0007 4412 5864
lhg =— — 0.0017 1341 3122

log (— In g) = 7.2338 6208 8578,

und die Aufgabe gestellt, die Ordnung der L_ sowie
die Grossen Aw und 7T mit einer solchen Stellenzahl

zu bestimmen, dass die ,unabhingigen® Sterbenswahr-

*) Diese Konstanten habe ich HKarups ,Finanzlage der
Gothaischen Staatsdiener-Witwen-Sozietit* (Secite 58), die mir bei
Aufstellung der Rechnung gerade zur Hand war, entnommen. Sie
beziehen sich auf die dort abgeleitete Sterbetafel fiir Méanner.

*) Die logarithmischen IRechnungen sind hier, wie auch
fiir die spéateren Berechnungen, mittels der genial konstraierten
Logarithmentafel von Guillemin (,Tables de Logarithmes & 3
Quatrades®, Paris, Gauthier-Villars, 1912) ausgefiihrt worden.
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scheinlichkeiten ¢ hieraus auf 8 Dezimalen genau er-
halten werden konnen, und alsdann diese Wahrschein-
lichkeiten aus der Ordnung der [ , die sic unzweifelhaft
genau liefern muss, sowie nach den verschiedenen
Niaherungsmethoden zu berechnen, die oben besprochen
worden sind.

Ausfithrung der Rechnung.
I. Berechnung der Grossen L , A und 7.
Zuniichst wurde die Ordnung der L aus den
Konstanten £, 7, 6 und ¢ bestimmt (Tabelle I, Spalte 1).
Darauf wurden die Grossen 4 aus der Bezichung
1

1
A‘x = | Y%y La:-—l""t ube=0 /‘Lw—{-t dt (1 7)
"0

0

unter Anwendung der Formel (9) berechnet (Tabelle T,
Spalte 2).

Die Integration von (17) lisst sich, da die L
analytisch gegeben sind, auch direkt ausfithren. Wird

in (17) L_ durch /% - 6" ¢" ersetst, so erhiilt man

» -1
A == C/ﬂj/ " g™ du

@€
Dieses Integral kann durch Reihenentwicklung gelist
werden.
Es ist

2x 3

P @ r / 9 " :
g =1-+r"lng 4+ 1o (lng) -+ I-LQ-S’A (2-729)3 4. ..

und infolgedessen
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241 @1 -1
2
A =ck f o dax |- Ing f o 7 dm+——(l';9) f o
x > X
a:j—l
3
Jr%/ﬁmwsmdx—}—
241
md, da [ ofde = o v* (0 —1) ist,

In v

z

A =ck G (_GWTW}W o (Ing)" »"* (o7 — 1))

Ino — n!ln(or”)

Trotz der erheblichen Schwierigkeiten, die bei
Anwendung dieser Methode mit der Berechnung jedes
einzelnen Wertes A verbunden sind, habe ich letztere

fiir einige Alter ausgefiihrt, nm dic Genauigkeit der
durch die Differenzenformel (9) bestimmten Werte A
ausserhalb jedes Zweifels zu stellen.

Es ergibt sich:

A, = 27683.8764 A = 6692.51335
A, = 19 423.4798 — 2857.46137
A, = 12 823.6389 — 841.23127

ASO
70 Ay,
und somit vollstindige Ubereinstimmung mit den ent-
sprechenden Werten in Tabelle I, Spalte 2.

Nachdem die Grossen A4 bekannt waren, konnten
die Grossen 1 ohne weiteres aus der Bezichung
. e8] ; : ».
L,— L, = A -+ T, crhalten werden.



I1. Berechnung der ,,unabhiingigen Wahr-
scheinlichkeiten ¢ .

Die Berechnung der ,unabhingigen“ Wahrschein-
lichkeiten q_ wurde auf 5 verschiedene Arten aus-
gefiithrt, und zwar

a) genau
1. nach den Formeln (I) und (II),
2. aus der aus den Konstanten %, s, g, 7

abgeleiteten Ordnung der [ (Tabelle II,
Spalte 3) direkt.

b) angendhert

1. nach den Formeln (I) und (II) unter Be-
ritcksichtigung nur der 2. Differenzen,

2. nach Formel (14) (Rosmanith-Bohmer),

3. nach Formel (15)%*).

Die Bestimmung der ¢ nach den Formeln (I)
und (II) erfordert die vorherige Bestimmung der Inten-
sitiiten u . Diese ist fiir die genaue Rechnung doppelt
ausgefiihrt worden, und zwar ausser nach Formel (I)
noch direkt aus u, = a - br”.

Wie es sein muss, ergeben beide Methoden — ab-
gesehen von ganz bedeutungslosen, durch Abrundung
entstandenen Differenzen in der 9. Dezimale — vollig
iibereinstimmende Werte (Tabelle II, Spalte-1 und 2).

Die Werte der _unabhiingigen“ Wahrscheinlich-
keiten ¢ sind in Tabelle IIL enthalten. Die Spalten
1 und 2 dieser Tabelle bringen die totale Uberein-

*) Von einer Anwendung der Formel (13) wurde hier wie
auch im zweiten Beispiel abgesehen, um das Tabellenmaterial nicht
zu untibersichtlich zu gestalten. Diese IFormel wird im allgemeinen
Werte von fhnlicher Genauigkeit wie Iformel (14) liefern.



stimmung zwischen den aus [ direkt und den nach

den Formeln (I) und (IT) genau berechneten g zum
Ausdruck.

Von diesen genauen Werten weichen die Werte ¢
der Spalten 3 bis b mehr oder weniger ab, die nach
Formel (15) erhaltenen, entsprechend dem bei Ablei-
tung dieser Formel angewandten doppelten Néherungs-
verfahren, am meisten.

Die besten Naherungswerte liefern die mit den
2. Differenzen abgebrochenen Formeln (I) und (II), deren
Resultate die der Formel (14) (Rosmanith- Bihmer)
sichtlich an Genauigkeit tibertreffen.

Zuweites Beispiel. Den vorigen analoge Rechnungen
habe ich in Anlehnung an die von mir in meiner
fritheren Arbeit {iber die ,unabhéngigen“ Wahrschein-
lichkeiten (a. a. O., Seite 166 bis Seite 173) angestellten
numerischen Berechnungen fiir einige Alter ausgefiihrt,

Die Ergebnisse, die denen des ersten Beispicles
durchaus gleichen, sind in den Tabellen I'Va und IVb
enthalten*).

*) Kine bei der Durchsicht der, mir gegen Ende des ver-
gangenen Jahres anlisslich meiner Aufnahme in die ,,Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker® von dieser ibermit-
telten, Hefte der ,Mitteilungen“ zuféllig gemachte Wahrnehmung
veranlasst mich noch zu folgender Erklirung:

Am Schlusse des § 36 seiner im 8. Hefte der ,Mitteilungen®,
Seite 1 bis Seite 153, veroffentlichten Abhandlung , Mathematische
Theorie der Invaliditidtsversicherung® schreibt Ierr Professor
Dr. Du Pasquier auf Seite 109 wortlich: ,Die vorliegende histo-
rische Notiz hatte ich fiir einen am 29. Oktober 1910 abzuhaltenden
Vortrag iiber die mathematische Theorie der Invalidititsversicherung
zusammengestellt, den ich fir die 6. ordentliche Mitgliederver-
sammlung der ,Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathe-
matiker®, die an jenem Tage in Lausanne tagte, vorbercitet hatte.
Diese historische Notiz war bereits verfasst, als ich von der Arbeit
des lerrn P. Spangenberg: ,Die Karupsche Theorie der unab-
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hiangigen Wahrscheinlichkeiten® (erschienen im Heft 20 der
» Veroffentlichungen des deutschen Vereins fiir Versicherungs-
wissenschaft®, p. 91—179, ausgegeben im Januar 1911) Kenntnis
erhielt.”

Zu dieser Erklirung muss Herr Professor Dr, Du Pasquier
durch einen Trrtum veranlasst worden sein.

Zwischen meinen historisch-kritischen Bemerkungen {iber
die Karupsche Theorie der unabhingigen Wahrscheinlichkeiten
(» Veroffentlichungen®, Heft 20, Seite 91 bis Seite 130) und den-
jenigen des MHerrn Professor Dr. Du Pasquier besteht in vielen
Punkten eine offenkundige Ubereinstimmung.

Es kann daher keinem Zweifel unterliegen, dass der eine
Autor bei Abfassung seiner Arbeit die Arbeit des andern gekannt
und von ihr beeinflusst worden ist. Als dieser Autor kann aber
nur Herr Professor Dr. Du Pasquier in Betracht kommen.

Den Protokollen iiber die 6. und 7. ordentliche Mitglieder-
versammlung der | Vereinigung® zufolge (vgl. ,Mitteilungen®,
Hett 6, Seite XXI, und Heft 7, Seite XV) ist der von Herrn
Professor Dr. Du Pasquier am 29. Oktober 1910 abzuhaltende
Vortrag tatsdchlich nicht an diesem Tage, sondern erst am
7. Oktober 1911 — also 9 Monate nach dem Frscheinen meiner
Arbeit — gehalten, die Geschichte der Karupschen Theorie iiber-
dies in diesem Vortrage, wie nebenbei bemerkt sei, nicht behandelt
worden, so dass die erste offentliche Darstellung der Geschichte
der Theorie der unabhingigen Wahrscheinlichkeiten durch Herrn
Professor Dr. Du Pasquier iiberhaupt erst in seiner oben genannten,
im Jahre 1913 veroffentlichten Abhandlung zu verzeichnen ist.

Meine historisch-kritischen Bemerkungen konnen bei dieser
Sachlage naturgemiss von denen des Herrn Professor Dr. Du Pas-
quier nicht berihrt worden sein.

Berlin-I'riedenau, den 4. Mirz 1915.

P. Spangenberg.

Der Vorstand der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
mathematiker hat sich mit der Herrn Spangenberg und Prof. Dr.
Du Pasquier berithrenden Angelegenheit befasst und festgestellt:

1. Herr Prof. Dr. Du Pasquier hat zur Zeit, da er seine historische

Notiz fiir den Druck redigierte, die Arbeit von Herrn Spangen-

berg gekannt.

2. Herr Prof. Dr. Du Pasquier hat die Arbeit von Herrn Spangen-
berg fiir seine historische Notiz beniitat.



Tabelle 1.
Alter ! ? i

@ an Aa: Tw
h8 1 057 103.25
59 996 796.904
60 937 819.587 27 683.876 29 966.434
61 880 169.277 25 948.191 30 367.158
62 823 853.928 24 253.4921 30 708.598
63 768 891.909 29 600.288 30 979.287
64 715 312.334 20 989.845 31 167.227
65 663 155.262 19 423.480 31 260.077
66 612 471.705 17 902.910 31 245.384
67 563 323.411 16 450.174 31110.884
68 51H 782.353 15 007.610 30 844.873
69 469 929.870 13 637.823 30 436.625
70 4925 855.422 12 323.639 29 876.911
71 383 654.872 11 068.049 29 158.527
72 343 428.296 9874.132 928 276.902
73 305 277.262 8 744.963 27 230.705
74 269 301.594 T7683.511 26 022.425
75 935 H95.658 6 692.513 24 6H8.922
76 204 244.923 5774.351 23 151.8356
77 175 318.037 4 930.907 921 517.843
78 148 869.287 4163.433 19 778.693
79 124 927.161 3 472.414 17 960.936
80 103 493.811 9 857.4614 16 095.3264
81 84 541.0232 2317.2225 14 215.8671
82 68 007.9336 1 849.3328 12 358.4862
83 53 800.1146 1 450.4118 10 559.3961
84 41 790.3067 1116.1133 8 8H3.2241
8H 31 820.9693 841.2313 7 271.0488
86 238 708.6892 619.8608 5 838.5222
87 17 250.3062 445.6070 4 574.2755
88 12 230.4237 311.8284 3 488.8152
89 8429.78010 211.89659 2 584.07415
90 5 633.80936
91 3 640.64462
92 2 267.84003

3 1 357.22167
94 777.51199




Tabelle II.

Alter

p23 x

(nach Formel (I))

lg
(&HS top =+ b)x)

lae

64

65
66
67
68
69

70
71
72
73
74

75
76
77
78
79

80
81
82
33
84

85

0.0434 6083.2

0.0470 9385.7
0.0510 5817.6
0.0553 8399.7
0.0601 0428.9
0.0652 5501.9

0.0708 7543.9
0.0770 0838.7
0.0837 0058.7
0.0910 0305.0
0.0989 7141.8

0.1076 6641.2
0.1171 5430.4
0.1275 0738.4
0.1388 0455.0
0.1511 3190.4

0.1645 8338.6
0.1792 6149.3
0.1952 7808.1
0.2127 5621.6
0.2318 2608.0

0.2526 3600.1

0.0434 6083.2

0.0470 9385.7
0.0510 5817.6
0.0553 8399.8
0.0601 0428.8
0.0652 5501.9

0.0708 7544.1
0.0770 0888.5
0.0837 0058.8
0.0910 0304.9
0.0089 7141.6

0.1076 6641.3
0.1171 5430.1
0.1275 0738.2
0.1388 0455.4
0.1511 5190.7

0.1645 8338.3
0.1792 6148.9
0.1952 7808.2
0.2127 5521.6
0.2318 2607.8

0.2526 3599.9

4 572 477.408
4 335 623.931
4 092 498.686
3 844 000.069

3 591 209.858
3 335 397.392
3078 018.375
2 820 706.219
2 565 255.271

2 313 594.336
2 067 749.749

- 1829 797.634

1 601 805.703
1 385 765.873

1 185 520.097
996 682.9395
826 565.6811
674 107.6512




Tabelle III.

1 | 2 ] 3 ] 1 | 5
Afbus punabhingige® Sterbenswahrscheinlichkeit ¢,
m Iy Ty
genau angendhert angendhert 4
genaEI (nach den Formeln (nach Formel (14), |(nach den mit 2.Diff. ab- angﬁnahert ~
(aus g direkt) (I) und (I1)) Rosmanith- Béhmer) |gebroch. Form.(I)u.(IT))| (nach Formel (15))

66 0.0517 9981.4 0.0517 9981.3 0.0517 8940 0.0517 9974 0.0517 7189
67 0.0560 7618.4 0.0560 7618.4 0.0560 6488 0.0560 7608 0.0560 4471
68 0.0607 2051.2 0.0607 2051.3 0.0607 0824 0.0607 2037 0.0606 8498
69 0.0657 6228.6 0.0657 6228.5 0.0657 4896 0.0657 6209 0.0657 2211
70 0.0712 3294.3 0.0712 3294.3 0.0712 1849 0.0712 3269 0.0711 8744
71 0.0771 6592.3 0.0771 6592.3 0.0771 5025 0.0771 6559 0.0771 1431
72 0.0835 9669.3 0.0835 9669.2 0.0835 7971 0.0835 9626 0.0835 3806
73 0.0905 6276.3 0.0905 6276.4 0.090b 4437 0.0905 6223 . 0.0904 9609
74 0.0981 0366.2 0.0981 0366.2 0.0980 8376 0.0981 0301 0.0980 2773
75 0.1062 6088.7 0.1062 6088.8 0.1062 3937 0.1062 6011 0.1061 7432
76 0.1150 7781.1 0.1150 7781.4 0.1150 5456 0.1150 7693 0.1149 7902
77 0.1245 9953.3 0.1245 9953.3 0.1245 7444 0.1245 9856 0.1244 8667
78 0.1348 7268.1 0.1348 7267.7 0.1348 4562 0.1348 7168 0.1347 4365
79 0.1459 4512.7 0.1459 4512.7 0.1459 1598 0.1459 4420 0.1457 9752
80 0.1578 6564.0 0.1578 6564.4 0.1578 3428 ‘ 0.1578 6494 0.1576 9670
81 0.1706 8342.6 0.1706 8342.7 0.1706 4973 0.1706 8320 0.1704 9000
82 0.1844 4756.8 0.1844 4756.8 0.1844 1141 0.1844 4815 0.1842 2606




52

Tabelle IVa (,unabhéngige Invalidititswahrscheinlichkeit 1;)

1 2 3 4
it
- ?:, 2&: o
Alter ‘e “ angendhert '
angendhert X
@ genau - (nach den mit angenihert
(vgl. a. a O, ; 2. Dift. abge- ach Formel
Vr'f’ah'an?’ 2) (14)72;‘3_?;””.7*‘”7“ brochenen For- e (15)§1rme
qsernely meln (I) u, (IT))
40 0.003 415.5 0.003 415 0.003 415 0.003 415
45 0.004 733.9 0.004 734 0.004 754 0.004 734
50 0.009 321.0 0.009 520 0.009 322 0.009 319
b5 0.018 157.5 0.018 155 0.018 156 0.018 153
60 0.036 840.2 0.036 828 0.036 848 0.036 819
65 0.079 978.7 0.079 964 0.079 958 0.079 908
70 0.136 852.4 0.186 791 0.136 860 0.136 601
75 0.259 234.2 0.259 118 0.259 188 0.258 401
80 0.587 321.7 0.587 098 0.587 751 0.580 597

e |
Tabelle IVb (,unabhiingige® Sterbenswahrscheinlichkeit gg’ﬂ).

1 ‘ 2 3 4

= aw' -

Alter| 4% 2" "= o

anasnihiert angenihert . .

"] o | e omor | (G ten mit | SRS
b 17, 9| e | o fr ) 09)
r

40 | 0.010672.2 | 0010672 | 0.010671 | 0.010 672
45 | 00121044 | 0012105 | 0012105 | 0.012104
50 | 0.016473.6 | 0016475 | 0.016474 | 0.016 474
55 | 0.023926.0 | 0.023928 | 0.023922 | 0.023926
60 | 00282784 | 0028291 | 0.0289282 | 0.028282
65 | 0.040880.7 | 0.040891 | 0.040869 | 0.040 845
70 | 0.050494.0 | 0050561 | 0.030506 | 0.050 410
75 | 0.056827.0 | 0.056976 | 0.056819 | 0.056 406
80 | 0.1044525 | 0104938 | 0.104512 | 0.097 533
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