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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Der Zeichenwechselsatz.

(Uber das Verhalten der Reserven bei einer im Verlaufe der Ver-
sicherung in umgrenztem Altersgebiete auftretenden Anderung der
Sterblichkeit.)

Von Prof. Dr., Chr. Moser,
Direktor des cidgendssischen Versicherungsamtes.

Die vorliegende gedringte Darstellung wird auf
gedusserten  Wunsch  hin  hier  veroffentlicht.  Trotz
ihrer  Allgemeinheit mochte sie immerhin bloss als
eine anspruchslose angesehen werden. Sie bildet einen
Ausschnitt aus umfangreichern Untersuchungen (Vor-
lesung, W.-S. 1910/11).

Man gestatte, in Anlchnung an dic internationale
Bezeichnungsweise, folgende Benennungen einzufiithren :
Das Alter in Jahren sei mit « und die zugehirige
Zahl der Lebenden mit [ bezeichnet. Der Finfachheit
wegen nehmen wir an, dass [ als analytische [unk-
tion darstellbar set. v das Alter @ wird dann be-
kanntlich die Sterblichkeitsintensitit

Mo =T M

Der Zinsfuss sei ¢ und der Wert des Kapitals,
das in einem Jahr zu 1 anwiichst, gleich v, also:
1
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Der durchschnittliche Barwert der temporiren,

kontinuierlichen Leibrente von jihrlich 1 betrigt, wenn

sie im Alter x - ¢ beginnt und hidchstens bis zum
Alter x4 »n wihrt:

"
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Bei der Integration wird hier 7 von ¢ bis n ge-
fithrt; ¢ selbst kann eine beliebige ganze oder ge-
brochene Zahl zwischen 0 und » bedeuten, Fiir die
gemischte Versicherung 1, die im Alter x mit einer
Versicherungsdauer von hochstens » Jahren abge-
schlossen wird, betrigt somit nach ¢ Jahren die Re-

serve, die der Kinfachheit wegen lediglich mit ,V
bezeichnet sein moge :
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Heben wir nun, im Verlaufe der Versicherung,
ein bestimmtes Intervall, das zwischen den Werten
0 und 7 fir = liegen moge, horaus (0 <70 <27 < n),
so teilen wir damit die ganze Versicherungsdauer n
in die drei Abschnitte 0 bis 0, 6 bis 7" und 7" bis »n.
Jedes dieser drei Gebiete moge der Reihe nach durch
die Zahlen «, 8 und y charakterisiert sein, indem wir
setzen:



0<a<6

6p<T (®)
T<y<n

Wiihrend des Verlaufs der Versicherung der beim
Kintritte x-jahrigen Personen wichst also die Variable 7
zuniichst im a-Gebiet bis 0, dann im g-Gebiet bis 7T’
und endlich im yp-Gebiet bis # an. Die Intensitit der
Sterblichkeit Pagi, durchliiuft dabei dic Werte von p
bis e\ und zwar der Reihe nach kontinuierlich alle
Werte 0,10 s und e o WO a, fi und y den Be-

j
zichungen (9) geniigen.

Nun mige eine zweite Uberlebensordnung vor-
liegen, die sich von der ersten dadurch unterscheidet,
dass im f-Gebiet, und nur in diesem, die Sterblichkeits-
intensitit iiberall eine andere sei. Nehmen wir an,
sic weise eine Zunahme auf. Dann haben wir nach-
einander, wenn die Grossen, die der zweiten Uber-
lebensordnung entsprechen, mit einem Akzent bezeichnet

werden :
/ —_——
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[m «-Gebiet erfahren die Zahlen der Lebenden
keine Veridnderung. ks ist also

l.’c +a — lm—}—a (7)

Soweit die Grenzen in Betracht fallen, haben wir
ebenfalls



b=1, (7
und

l;:+0 [‘.’r—l—() (7 h)

Fiir das p-Gebiet folgt dagegen, weil die Inten-

sitiit der Sterblichkeit iberall grosser geworden ist:

Z.;: -+ < Z:U-]—/)’ (8)

Die Bezichung (8) gilt fiir alle Werte p,
6B T,

also speziell auch fir = 1"
a,l-1<l”c}1 (8!‘)

Setzen wir daher

Iy p=Cl 9)
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so ist C' ein echter Bruch.

Die Intensitit der Sterblichkeit ist nach beiden
Uberlebensordnungen im p-Gebiet die nidmliche, aber
wegen (8%) wird iiberall

A (10)

niimlich, zufolge Gleichung (9):

by, =Cl, (11)

-

sein.

Gehen wir jetzt zur Reserve V' iiber, und zwar
zunidchst fiir das a-Gtebiet. Hier haben wir, analog
(tleichung (4):
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also unter Beriicksichtigung der Gleichungen (7) und (7%)
und, indem wir den Subtrahend in zwei Faktoren

trennen:
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Da sowohl im fi-Gebiet, als auch im y-Gebiet
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die Grisse ¢ positiv.  Auch die Differenz auf der
rechten Seite von Gleichung (13) ist positiv. ks kann
ebenfalls gesetzt werden :

/ 0 l:’v_h dr = / v’ l;l:v|—-r dr — (14)
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weil, nach Gleichung (7),
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Wenn wir im Zihler und Nenner eines echten
Bruches—b—, wo @ das Integral im Zihler und b das-

jenige im Nenner von Gleichung (12%) bedeuten, die
nimliche positive Grosse ¢, die kleiner als @ und
damit auch kleiner als b ist, subtrahieren, so ver-
kleinern wir den Bruch. Es ist also
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folglich

das heisst: Im a-Gebiet ist tV'——EV positiv :

MV o OCV> () (1-5)

Gtehen wir nun zur Beurteilung der Reservendifferenz
im y-Gebiete iber. Zu diesem Zwecke haben wir die
Werte
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mit einander zu vergleichen.

Da
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und, wie schon aus Gleichung (11) hervorgeht,
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e
ist, so folgt:
ViV (16)
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[m y-Gebiet wird also die Reservendifferenz  V'— V'
negativ. Bezichung (16) gilt ebenfalls fiir die untere
Grenze von y, nidmlich y = 7. Bei der obern Grenze

y = n dagegen endigen beide Reserven mit 1.

Aus den Beziehungen (15) und (16) geht hervor,
dass die Differenz

L
im a-Giebiet positiv, im p-Gebiet negativ ist, dass sie
also in dem dazwischen liegenden g-Gebiet das Vor-
zeichen dndert. lis gibt daher wenigstens einen Wert
B, fiir den die Reservendifferenz gleieh null ist. Das
Eintreten des Zeichenwechsels ist fir das p-Gebiet
charakteristisch.

Suchen wir das Resultat in einem allgemeinen
Satze zusammenzufassen, so kénnen wir etwa sagen:
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Wird die Reserve einer gemischten Versicheruny
nach zwei Uberlebensordnungen gerechnet, von denen
die eine fiir ein im Verlaufe der Versicheruny ge-
legenes Intervall eine grissere Sterblichkeitsintensitiit
angibt als die undere, so weist die Reservendifferenz
in jenem Intervall stets einen Zeichenwechsel auf.

Bei speziellen Annahmen iiber das Intervall und
seine Lage, sowie iiber den Verlauf der Sterblichkeits-
intensitit ergeben sich ohne Miihe verschiedene inte-
ressante Ifolgerungen.
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