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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Der Zeichenwechselsatz.

(Über das Verhalten der Reserven bei einer im Verlaule der

Versicherung in umgrenztem Altersgebiete auftretenden Änderung der

Sterblichkeit.]

Von l'rof. I)i'. Chr. Moser,
Direktor des eidgenössischen Vevsieherungsanites.

I)io vorliegende gedrängte Darstellung wird auf
geäusserten Wunsch hin hier veröffentlicht. Trotz
ihrer Allgemeinheit möchte sie immerhin bloss als

eine anspruchslose angesehen werden. Sie bildet einen

Ausschnitt aus umfangreichern Untersuchungen
(Vorlesung, W.-S. 1910/11).

Man gestatte, in Anlehnung an die internationale
Bezeiehnungsweise, folgende Benennungen einzuführen :

Das Alter in .Jahren sei mit x und die zugehörige
Zahl der Lebenden mit lx bezeichnet. Der Einfachheit

wegen nehmen wir an, dass lx als analytische Bunk-
tion darstellbar sei. Eür das Alter x wird dann
bekanntlich die Sterblichkeitsintonsitat

i dl
"• --Ç-lâr V

Der Zinsfuss sei i und der Wert des Kapitals,
das in einem .fahr zu 1 anwächst, gleich /,>, also :

l
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1-fi (2)

Der durchschnittliche Barwert der temporären,
kontinuierlichen Leibrente von jährlich 1 beträgt, wenn
sie im Alter x -(-t beginnt und höchstens bis zum
Alter x -|- « währt :

Bei der Integration wird hier % von t bis n
geführt ; t selbst kann eine beliebige ganze oder
gebrochene Zahl zwischen 0 und n bedeuten. Eür die
gemischte Versicherung 1, die im Alter x mit einer
Versicherungsdauer von höchstens n Jahren
abgeschlossen wird, beträgt somit nach t Jahren die

Reserve, die der Einfachheit wegen lediglich mit t
V

bezeichnet sein möge :

Heben wir nun, im Verlaufe der Versicherung,
ein bestimmtes Intervall, das zwischen den Werten
0 und T für t liegen möge, horaus (0 < 0 < T < n),
so teilen wir damit die ganze Vorsicherungsdauer n
in die drei Abschnitte 0 bis 0, 0 bis T und T bis n.

Jedes dieser drei Gebiete möge der Reihe nach durch
die Zahlen a, ß und y charakterisiert sein, indem wir
setzen :

F= 1
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0 <[ « <1 0

OCß<T (5)

T < y <Ç n

Während den Verlaufs) der Versicherung der beim
Eintritte x-jährigen Personen wächst also die Variable t
zunächst im «-Gebiet bis 0, dann im ^-Gebiet bis T
und endlich im j'-Gebiet bis n an. Die Intensität der
Sterblichkeit u durchläuft dabei die Werte von «i a-f-* < x
bis it und zwar der Reihe nach kontinuierlich alle

I X

Worte tu«! ,ux^yi wo «, ß und y den

Beziehungen (5) genügen.
Nun möge eine zweite Uborlebcnsordnung

vorliegen, die sich von der ersten dadurch unterscheidet,
dass im /i-Gebiet, und nur in diesem, die Sterblichkeitsintensität

überall eine andere sei. Nehmen wir an,
sie weise eine Zunahme auf. Dann haben wir
nacheinander, wenn die Grössen, die der zweiten
Uberlebensordnung entsprechen, mit einem Akzent bezeichnet
werden :

Im «-Gebiet erfahren die Zahlen der Lebenden
keine Veränderung. Es ist also

ii' =u,
ß' i j ß i' ' •»+/' (6)

ß i — ß• .»+•/ I X \-y

l' l
x -J-a x-\-a

Soweit die Grenzen in Betracht fallen, haben wir
ebenfalls
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K+o Wo (7")

Für das ß-Qobiet folgt dagegen, weil die Intensität

der Sterblichkeit überall grösser geworden ist:

W/< ^ W/<

Die Beziehung (8) gilt für alle Werte ß,

e<ß^T,
also speziell auch für ß T:

Wr<Wr (8#)

Setzen wir daher

/' -= Gl (9)x-\- V ®-|-1 k /

so ist C ein echter Bruch.

Die Intensität der Sterblichkeit ist nach beiden

Überlebensordnungen im /-Gebiet die nämliche, aber

wegen (8") wird überall

/' < / (10)»+r -B-l-r v '
nämlich, zufolge Gleichung (9) :

Wr^W, (ll>
sein.

Gehen wir jetzt zur Deserve tV' über, und zwar
zunächst für das a-Gcbiet. Hier haben wir, analog

Gleichung (4) :



I v 11' dr
I' / x[r

tr l--^A±-. (i2)

}, / "V*vj o

also unter Berücksichtigung tier Gleichungen (7) und (7")
und, indem wir den Subtrahend in zwei Faktoren

trennen :

,n / vTl'*+'dr

tV'--=[ -1—- (12")

L I »' dr

Da sowohl im /(-Gebiet, als auch im p-Gebiet
/' <Cl i ist, so ist in
.C-f-r .C f-r '

/it
f*n

V'l'X+rfc-= Jt »'lX+rllT (13)

die Grösse <p positiv. Auch die Differenz auf der
rechten Seite von Gleichung (13) ist positiv. Ks kann
ebenfalls gesetzt worden :

[ ''' l'x+r Clj / »' h+r llj —1' 1 4)
•'<) -'o

weil, nach Gleichung (7),

/ v V. dr / v l dr
/ ®+r / œ+f

• II 'n
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«ein muss. Folglich lässt sich Gleichung (12") schreiben:

1 f"
V 1 - - (12b)

Tx / V lx+r ClT — V
J 0

Wenn wir im Zähler und Nenner eines echten

(t
Bruches y, wo a das Integral im Zähler und b

dasjenige im Nenner von Gleichung (12'j bedeuten, die

nämliche positive Grösse cp, die kleiner als a und
damit auch kleiner als b ist, subtrahieren, so

verkleinern wir den Bruch. Es ist also

vi, dt — <p vi, dr
/ œ+r ' / x+rJ t jG

n /»«

/ v'l^dr — q> / olx+jdr
J 0 o

folglich

das heisst: hn «-Gebiet ist
t V— V positiv:

J'-J>0 (Iß)

Gehen wir nun zur Beurteilung der Böser vendifferenz

im /-Gebiete über. Zu diesem Zwecke haben wir die

Werte

y _ y
as-t-y "—cl

und
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y i — -

a''i+f Lltr«
a* • ni

mit einander zu vergleichen.

Da

aa.-: n| a.e: »I

und, wie schon aus Gleichung (l 1) hervorgeht,

ax (-)' : n—r| ~ a.c+!' : n -y|

ist, so folgt :

/'</ (16)

Int p-Gebiet wird also die Roscrvendiflfercnz V—t V

negativ. Beziehung (IG) gilt ebenfalls für die untere
Grenze von y, nämlich y T. Bei der obern Grenze

y n dagegen endigen beide Reserven mit l.

Aus den Beziehungen 15) und (IG) geht hervor,
dass die Differenz

im «-Gebiet positiv, im ^-Gebiet negativ ist, dass sie

also in dem dazwischen liegenden /7-Gebiot das

Vorzeichen ändert. Es gibt daher wenigstens einen Wert
ß0, für den die Rerervendifferenz gleich null ist. Das

Eintreten des Zeichenwechsels ist für das /f-Gebiet
charakteristisch.

Buchen wir das Resultat in einem allgemeinen
Batze zusammenzufassen, so können wir etwa sagen:
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Wird die Reserve einer gemischten Versicherimg
nach zwei Überlebensordnungen gerechnet, von denen

die eine für ein im Verlaufe der Versicherung
gelegenes Intervall eine grössere Sterblichkeitsintensität

angibt als die andere, so weist die Reservendifferenz
in jenem Intervall stets einen Zeichenwechsel auf.

Bei speziellen Annahmen über das Intervall und
seine Lage, sowie über den Verlauf der Sterblichkeitsintensität

ergeben sieb ohne Mühe verschiedene
interessante Folgerungen.
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