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Barwert des Zinsüberschusses aus den

mathematischen Reserven der Lebensversicherungen.

Von Dr. pliil. E. Göring.

[st oino Lcbensvorsicherungsgesellschaft gehalten,

die inathematischen Reserven ihres ganzen Versiche-

rungsbostandes oder eines Teiles desselben gemäss

vertraglich oder gesetzlich bestimmten besonder» Voi-

schrifton anzulegen, so wird die Gesellschaft aus diesen

Reserven einen andern (im allgemeinen nicdiigeion)

Zinsfuss erzielen als von ihrem sonstigen Vermögen.

I)ie angeführten Reserven werden nichtsdestoweniger

gegenüber den rechnungsmässigcn Grundlagen einen

Zinsüberscluiss erzielen (der null oder negativ weiden

kann). Für die Gewinn- und Verlustabschätzungcn der

Gesellschaft kommt unter anderm auch der Barweit

dieses Zinsüberschusses in Betracht.

Der rechnungsniässige Zinsfuss sei l, die matho

matischen Reserven seien hingegen, wie wir annehmen

wollen, dauernd zum Zinsfusso i + o angelegt.
^

du

eine vorgegebene Versicherung sei nun dei Baiwei

Z des Zinsüborschusses auf den Rosoivcn, oc ei '

ausgedrückt, der Barwert des Supoizinses zu

rechnen. „
Die Dauer .1er Versicherung se. », diu Rose ,o

euch - 1 Jahren (i < «) betrage „K (Wenn mchts
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anderes angegeben ist, sollen die internationalen
Bezeichnungen der Yorsichernngstochnik gelten; ferner
nehmen wir bei der Durchführung der Berechnungen

an, dass die Todesfälle nur per Ende dos Versichcrnngs-
jahres eintreffen.) Für das Yersichorungsjahr t beträgt
der Reservezins (i -j- a) t-iV, also ist per Ende des

Yersichcrungsjahros neben dem rochnnngsmässigcn
Zinse i j_tY der Zinsübcrschuss a • ^7 fällig. Am

Anfange des Jahres t beträgt der Barwort dieses

Zinsiiberschussos v o t-i V und beim Beginne

der Yoi'sicherung v a t-iV. Die Summe

dieser Barwcrto für alle Yersichorungsjahre ergibt den
öosamtbarwert des Superzinscs; es ist also

Z~ ~jT~ " (D* • oF + Dx+l tVi- Dx-h • 2Y+

(1) hü,7).
Wir haben zur Diskontierung den Zinsfuss i und

nicht den Zinsfuss i -f- a benützt, weil der sich jedes
Jahr ergebende Zinsüberscliuss aus der Reserve nicht
mehr zur Reserve selber, sondern zum übrigen
Vermögen der Gesellschaft gehört und wir in dieser Arbeit
von der Betrachtung des Zinsonorgebnisses aus dem

nicht zur Reserve gehörenden Vermögen absehen

wollen.

Der Ausdruck (1) steht nun in einem einfachen
Zusammenhang mit dem ersten Differentialquotienten
der Nettoprämie nach dem, Zinsfusse. Um diese

Beziehung in möglichst allgemeiner Fassung zu erhalten,
nehmen wir an, es sei eine einmalige Ecttoprämie 07

Reserve zu Anfang der Versichcrungszeit) und eine

jährlich sich verändernde Jahresprämie vorgesehen,



und zwar betrage die jährliche Nettoprämie t -1P für
den Beginn den Versicherimgsjahres t.

Wird der Barwort der Versicherungsleistungen mit
A bezeiclinet, so ist, da dieser gleich dem Barwerte
der Nettoprämien ist,

A o V + (Dx nP + Dt+x XP /),+, • ,P + • • • •
JJX

(2) • • • • f Dx+n-m-tP).

[st nur eine einmalige, aber keine jährliche
Nettoprämie vorgesehen, so ist

(2")

falls keine einmalige Nettopriiinie und eine
gleichbleibende Jahresprümic P vorgeselien ist und die

Prämienzahlung nach Ablauf von m Jahren aufhört,
so ist

(-)h) -1 a,.,„ • P,
da in (2) dann

o V 0, „P | p — _ t_j> P und

tP t+lP ==„_ ,/' <> ist.

I'm den Ausdruck (1) mittelst der Dillerential-
((Uotienten der Nettoprämien nach dem Zinsfusso trans-
formiermi zu können, nehmen wir für den Moment an,
dass das für unsere Versicherung in Frage kommende

Zinserträgnis überhaupt i -(- A beträgt, d. h. nicht nur
die Reserven, sondern auch die Jahrosncttoprämicn,
die ja erst am Ende des Jahres zur Verwendung
kommen (sei es zur Ergänzung der Reserven, sei es

zur Deckung der eingetretenen Versicherungsfälle), und

insbesondere die im Laufe jedes Jahres entstehenden

Huperzinsen auf Reserve und Jahresnettoprämie im
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Betrage von zl • (i_1 F-)- (_i?) sind zum Zinsfusse

i -f- A anzulegen. (A ist eine vom eingangs erwähnten

Superzinsfuss a unabhängig gewählte Grösse.) Dio

Nottoprämion bleiben zum Zinsfusse i eingestellt, ebenso

die Reserven t-iV{t — 1, 2, 3 n). Der Barwert
der künftigen Einnahmen wird dann nicht mehr vom
Barworte der künftigen Ausgaben genau aufgehoben,
sondern es bleibt als Differenz ein Barwort B dos

Zinsengowinncs übrig. Dieser Barwert beträgt also

einerseits

B — o V(i) -j- ^ ^
• Lo^ (0 ' Dx(i -\- A)

iB (i) • Dx.|-i (i-)-zl) -(- aP (i) • Dx(i-j-zl) -)-

(3) ...-)- w_ [P (i) • Dx-\-n—i (i -)- /I)] — A (i -f- zl).

(Für zl 0 verschwindet nach (2) dieser Ausdruck.)
Die eingeklammerten Grössen (i -j- zl), rosp. (i) sind
keine Faktoren, sondern haben anzudeuten, dass die

Versicherungsgrössen, zu denen sie gehören, zum Zinsfusse

(i zl), resp. i zu berechnen sind.
Anderseits ist aber auch

B ZiDxV(i + A)
" + ùV(i)} ' D" {i + Zl) +

+ {lP (i) + lV(l)} • -0.6+1 0' + A) -|"

(4) -f- \iP (i) -j- 2 F (i)} • D.v+2 (i 4" ^0 H~ • •

• • 4" 4~ «—' B>x |.B_i (i 4" z0]-

Nach den zur Prämien- und Rcscrvercchnung
angewandten Grundlagen liegt nämlich für die vorgegebene

Versicherung während des Yersicherungsjahres t das

Kapital V(i) -j- auf Zins. Tom erreichten
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Zinse (i -)- A) • V(i) -j- t^Pft)} ist, wie schon oben

angedeutet, die Summe A • V(i) -j- t~iP(i)} über-
rechnungsmässig, d, h. ist weder zur Dockung der
fällig gewordenen Verpflichtungen, noch zur Bildung
der neuen Reserve notwendig. Der Barwert dieses
Gewinnes an Zinsen ist nun (analog wie bei der Ableitung
der Formol (1), nur dass wir diesen Barwert zum Zins-
fusse i -f- A rechnen) v(i + /I) • A • {(_, V(i) -f t-iP(i)}
beim Beginne des Rechnungsjahres t, und beim

Beginne der Versicherung überhaupt: v (i -f- A)
' D'nl

(i -^/l) ^
' V(l) + f-ip(l)}i acWiort man

diese Werte für alle t von t— 1 bis t — n, so erhält
man den Barwort des Zinsongowinnos, wie er in (4)
angegeben ist.

Lässt man nun A gegen 0 hin abnehmen, d. h.

macht man lim A — 0, so ergibt sich gemäss den

Elementen der Differentialrechnung aus (3)

B 0F +
(lim A 0)

oP'Px -f" iP'-Dx hl ~h sP'Pci;+ä-h- --j-n—iPz+n—l+ Dx -r

I I \ p
^ Dx-\-l

I p
<5 Dx+2 p

Ô Dn |_;)+ ,tYl H~DT+ä 'Ti-D7 +

I I P
^ D*+n-l 1 i A - ^+ .jr j A A ô..

ilierin sind wieder alle Versicherungsgrössen (ebenso

ihre Differcntialquotienten) zum Zinsfusse i
angenommen.

Infolge Gleichung (2) reduziert sich dieser

Ausdruck zu
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B A • Ip -i ^±i + 2P • A -fà± +
(lim A 0) 01 Dx 01 jUx

^1
D ^ -^œ+3 I I J3

8 Dx-yn—1 dA
+ 3 di Dx ôi D ôi

Aus (4) ergibt sieb direkt für lim A — 0 :

B • [(oP + oV) • Dx + (tP +17) • PB+1 +
(Um i=0) L,a

-(- (2-P "4" 2 ^0 • A»+2 ~f~ • • • • ~t~
(6)

~f~ (»—1-P ~f" Ï1—1 H) 1 -Pc+B—1 ])

worin ebenfalls alle Grössen zum Zinsfusso i zu
boreebnen sind.

Die Gleichungen (5) und (6) können, trotzdem
sie nur für lim Ä 0 gelten, nur dann gleichzeitig
bestehen, wenn

• [(0P + 0F) • P, + (tP + ilO • Dx-m +
jJx

~f~ («P + 2 k) • Px_(-2 -f- -f" («—lP-f- X—1 h) • D:C-|-H—I I

CO p P.T-f 1 I p P-c+2
I I_ 1

<5i P~ + 2 di P* "I" ' • •

+ -iP * ^ Pat-f-n—1 0.1

df P® di

Die Grösse A ist hierin gänzlich herausgefallen, die

Gleichung (7) hat also mit der Bedingung lim zl 0

nichts mehr zu tun.

Es gilt noch die Grösse aus Gleichung (7)

herauszuschaffen. Hierzu differenziere man Gleichung
(2) nach dem Zinsfusse i; man erhält
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(8)
ÔA _ d0F
a; ' ,w ~i~ôi ôi

B, +

Setzt man diesen Wort für —rr- in (7) ein, so ergibt sich

^ • KoP+oh) • (,P+, V) • P,.+1+(2P+a 7). D,+a+

Diese öloichung zeigt den sehr instruktiven Zusammenhang

zwischen den Differontialquotienteu der Netto-
prämien nach dem Zinsfusse und den Reserven für
irgend eine Yorsicherungsart auf ein Leben. (Für
Versicherungen auf mehrere Leben ist diese Formol
entsprechend zu erweitern.)

Ist nur eine einmalige Prämie, aber keine Jahresprämie

zahlbar, also wenn Gleichung (29) gilt, geht
Gleichung (9) über in

v.
o V" -Pa-4-l V' Px+l-f-2 V- P-c+a-f- • • • +«-1 V'

+ • • • + (»-iP + >0 • Dx+n^ ] - +

A.

Dx

(99) do F.
Môi
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falls nur gleichbleibende Jahresnettoprämien P während
m Jahren zahlbar sind, also wenn Gleichung (2b) gilt,
geht Gleichung (9) über in

o 7- A,+. V P,+1+2 7-Px.h2+ +„_! V-I)x+n^
Dx —

m =(-4f-» •p) •
•

falls man noch das Glied mit P auf die rechte Seite

der Gleichung bringt.
Um nun die Gleichung (9) zur Transformierung

dos Ausdruckes für den Barwert des Zinsüborschusses
in Gleichung (1) benützen zu können, bringt man in
(9) die Glieder mit 0P, iP, • -, «-iP auf die rechte
Seite und multipliziert beido Seiten mit dem
Superzinsfuss 0; man erhält dann durch Einsetzen in die

Gleichung (1)

y_ I d0U 1_

(tO)Z-a|-^T Dx
S§ + „.„F}.D,+

+(¥+ ° ' |P)'Z>"+,+ (¥" + '''*P) ' P-+! + '"

Diese für alle Yersicherungskombinationon
geltende Formel (für Versicherungen auf mehrere Leben
ist sie entsprechend zu erweitern) lässt sich etwa auf

folgende Weise in Worten ausdrücken:

„Zur Bestimmung des Barwertes des aus einer

vorgelegten Versicherung zu erzielenden Superzinses
bilde man die ersten Differentialquoticnton der Netto-
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prämien nach dem Zinsfussc, addiere die mit dem

Abzinsungsfaktor (v) multiplizierton Jahresnettoprämien
zu den zuvor borochnoton Differentialquoticnton
derselben, bestimme die Barwerte der so erhaltenen Grössen

(""AT"—^ V ' '~lP) 0ni^om man s'e Erlobonsfall-

kapitalc betrachtet, welche zur Zeit der entsprechenden

Prämienzahlung fällig sind), addiere diese Barwerte,
sowie den Differentialquoticnton der neben den

Jahresprämien noch zahlbaren einmaligen Nettoprämic
zusammen, und multipliziere diese Summe mit
umgekehrten Vorzeichen mit dem Suporzinsfussc (b)."

1st nur eine einmalige Ncttoprämio A 0V
vorgesehen, geht Formel (9) einfach über in

W Z=-o.*g-,

und ist nur eine während m Jahren zahlbare,
gleichbleibende Jahrosnettoprämio P vorgesehen, so geht
Formel (10) über in

(10b) ^ o |— — u p| • a*, m. •

Durch die Formeln (10a) und (10b) worden die
meisten praktisch vorkommenden Fälle erschöpft.

Besitzt man die Ilcchnungsgrundlagcn nicht nur
zum Zinsfusse i, sondern auch zu einem benachbarten
Zinsfusso i -f- f, wo e nicht gleich o sein muss, so

ist nähorungswoiso

an
AP - P{-1 +f) ~ pW

' ôi e
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Einen genaueren Wert erhält man, wenn uns drei

einander benachbarte Zinsfiisse zur Verfügung stehen

(d. h. die Rochnungsgrundlagon zu diesen Zinsfüsson) ;

z. B. die Zinsfüsse i, i + i + Es ist dann

und

p(i + e) rf+ + +

Aus diesen beiden Gleichungen folgt, bis auf
Glieder mit <52 und «s genau,

TJçi) +a>-f**'+'> -(1-4) -Po
di s — ô

Die Ausdrücke (11) und (12) gelten auch

entsprechend für (P und 0V.

Setzen wir den Ausdruck (11) in (10b) ein, so

-erhält man als Näherungsformol

C1 Q\ rs \P(i) -P "I- fi) öl
(13) Z a

e
~~ v " P| ' aa''m '

Für einmalige und für veränderliche Prämien
erhält man die entsprechenden Näherungsformeln.

Unter Berücksichtigung von (2b) lässt sich (13)
noch schreiben:

'(14) Z=o j Ä — • P(» + e)
__ v _

A

\ e J

Um die Gleichuugen (10), (10a) und (10b) direkt
anwenden zu können, müssen die Differentialquotienten
der Yersicherungsgrössen in bezug auf den Zinsfuss

-aufgestellt sein.
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Die wichtigsten dieser Difterentialquotienton seien,
da sie nicht allgemein bekannt sind, hier gegeben :

1 àv
Für v — -i—r-18t (15) -*- — v

1 -f-i <)i

Für d 1 — v \ ist (16) + v*
1 +1 v ' öl

Weiter ist

A t)n
(17)

(18) — x-v Dx

dN
(19) - v(xDa + (x + 1 )Dx+l +

-(- (x -|- 2)Dxq-2 -)-...) — v(xNx -|- -SV|-,).

Zu beachten ist, dass hier Nx 2,DX und .%

vjiVj. gesetzt ist.

<20) È°jL=-v.(x+i)Cx

<21) --^ —«(a^ + ik)

/"oo\ n| *5*4-1 Sx+rt+l tlNx+n
(22) ~~ôi~-~v W» ~

I'Sc " Sx-^-ii |
— ~V\ Dx a^j
j

1

<23) ^ |*5'c Sx-^-n n
^

|

Éta, n] I -n j
13
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Für die -wichtigsten einmaligen und jährlichen
Nettoprämien leitet man ah :

Für Ex
D

fX,7l\
x+n

Dx (Einmalprämie der

Erlebensfallvorsicherung) ist

(24)
ÔExM

ôi
H * V * EX) n |,

Fîil' Px,n\
Dt

jS x N^-\-n

lebensfallversichening) ist

i

— (Jahresprämio der Er-

(25)
ôi

v P..
i_ tnNx —• Sx -f- Sx-

x,n\ ' fn

Nx - Nx-\-n
+ i

Für die Einmalprämie der gemischten Versicherung

ist

(26)
ôAXrïïj

clx'j i d
Sx Sx-\-n riNX-\-n

Dx

und für die Jahresprämie der gemischten Versicherung

ist

(27)
ÔP,x,n\

ôi
1 Px, »i|

Sx Sx-\-n nNx.\\-n
Dx

Wird die Jahresprämie für die gemischte
Versicherung nur -während m Jahren bezahlt, so erhält man

(28)
d mPX) n

Ôi Six, ni\

d [& Sx-^-fi

~D~x

1 V ' Sœ, n\ -j-

Sx Sx-f-ni - mN
AXf n Nx-Nx-\-m
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Als Barwerte des Superzinses erhält man demnach

gemäss Formeln (10") und (10b) :

a) Für Versicherungen mit einmaliger Prämienzahlung

;

Gemischte Versicherung mit einmaliger Prämienzahlung:

Der Barwert des Superzinses ist nach (26)

(29)

0 • v &jX, n\ d

Z(AX, n|) —

Sx Sx-\-n ^ J

Bx

Für die temporäre Leibrente gegen Einmaleinlage
ist bei analoger Bezeichnung nach (22)

(30)

o • v

Z(à»,n|) Z(ax>a=i\)

Sx H • Nx-\-n
— &>;/•, nj

b) Für Versicherungen mit jährlicher Prämienzahlung

:

Für die gemischte Vorsicherung, für die während
der ganzen Vorsichorungsdauer eine gleichbleibende
Jahrosprämio gezahlt wird, ist der Barwert des Superzinses

gemäss (27)

" Vc-|-n 1 W-Vx_(.n|

Nx — Nx+n ]'(31) Z(PXln\) a • v &>Xf /i

Wird die Prämie nur während m « n) Jahren
bezahlt, so ist nach (28)

Z{mPx,n\) — " • v

(32) _Ä**x. n\

Ha?, r

Sx - s.

Dx

x-t-m ' mNax-\-m I

^x Nx-\-m
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Als Spezialfälle von (31) und (32) erhält man für
n co für die lebenslängliche Yersicherung mit
lebenslänglicher Prämienzahlung :

S»
(33) Z(PX) G • V

iV*J

und für die lebenslängliche Yersicherung mit
abgekürzter Prämienzahlung :

(34) Z(mPx) G - V a.,;

A
Dx

Âx
Sx — S.'x-\-m ' mNax-\-m

Nx - Nxa

Endlich ist noch für die Terme-fixc-Yersicherung
mit jährlicher Prämienzahlung :

(35)Z(Px[An]) o.v»+i.
' Sx - Sx'jî+TI ' nNx.ai-f-«

Nx — Nax-\-n

und gemäss (25) für die Erlebensfallversicherung mit
jährlicher Prämienzahlung:

(36) Z{PxM) G'VExM
Sx — S*'se-j-n " nKa?-f-n

$x 1 Nx..y.n

Im folgenden seien einige konkrete Zahlenboispiele
gegeben, und zwar suchen wir den Barwert von O.i°/o

Superzins. Für einen andern Suporzins kann der
Barwert nach unsern Formeln proportional gerechnet
werden.

a) Beispiele mit einmaliger Prämienzahlung :

Nach der Tafel Ii. F. (rentiers français) 3y2 % ist für
eine lebenslänglich jährlich postnumerando zahlbare
Leibrente für die Beitrittsalter 50 und 70 derBarwert des

Superzinses [gemäss (30), wo noch n co zu setzen ist]
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Z(a60) 152,52 in %o der Rente oder 10,137 in %o

der Einmaloinlage.

Z(alü) 42,89 in °/oo der Rente odor 5,272 in %<> der

Einmaloinlage.

Für eine gemischte Yorsicherung mit einmaliger
Prämie ist beim Ecitrittsaltcr 40 und der Dauer 25

nach der Tafel der 17 Englischen Gesellschaften 3 V'2 %
der Barwert des Superzinsos

^(T1io,2s|) 9,270 in %o der Versicherungssumme

und nach denselben Grundlagen ist für eine

lebenslängliche Versicherung mit Einmalprämie fin (29) ist

n m zu setzen] hei den Beitrittsaltorn 30 und 50:

Z (>130) 8,881 %0 der Summe.

Z (zlr.o) — 8,622 °/oo „

Für die Terme-fixe-Vorsicherung mit einmaliger
Prämie (einfache Spareinlage) erhält man für die Dauer
25 und den Zinsfuss 3 '/a °/o gemäss (15) und (10Ä)

Z(v'i0) 10,221 %o der Summe.

(NR.: Wenn das Resultat in °/oo der Summe

ausgedrückt werden soll und der Superzinsfuss 0,1 °/o

ist, erhält man direkt die gesuchten Werte, wenn

a=l gesetzt wird.)

b) Beispiolo mit jährlicher Prämienzahlung :

Barwert von 0,1% Superzins in %o der Summe
nach der Tafel der 17 Englischen Gesellschaften 3'/s%
und nach der Tafel der 23 deutschen Gesellschaften
M & W1 3%%:
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Alter 17 E.G. M&WI

Lebenslängl, mit lebenslang!. Prämienzahlung 30 3,687 3,633

T> W n Y\
40 3,637 3,475

n r> 30-jähriger Ti
30 4,824 4,714

D » 25 „ Y)
40 4,837 4,602

•n n 20 „ i 50 4,353 4,073

» Y)
20

Yi
30 5,853 5,765

Gemischt Dauer 30 30 4,559 4,458

Ii M
25 40 4,259 4,083

*">
20 50 3,595 3,412

Y)
20 30 4,410 4,354

Terme-fixe
T)

30 30 6,161 6,200

v Y) •n
25 40 5,986 6,039

Y) •>1
20 50 5,607 5,670

V Y) * 20 30 5,324 5,344

Temporäre Versicherung 30 30 0,563 0,674

1) n V)
20 50 0,704 0,752

(NB.: Es ist Z(PlM) Z{Px,»[) — Z(Pa.lh
d. h. man erhält unsern Barwert für eine temporäre
"Versicherung, indem mau vom Werte der gemischten
Versicherung den entsprechenden für die Erlebensfall-
Versicherung subtrahiert.)
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