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Barwert des Zinsiberschusses aus den mathe-
matischen Reserven der Lebensversicherungen.
Von Dr. phil. E. Goring.

. Ist cine Lebensversicherungsgesellsehaft gehalten, .
die mathematischen Reserven ihres ganzen Versiche-
rungsbestandes oder eines Teiles desselben gemiiss ver-
trag!i‘ch oder gesetzlich bestimmten besondern Vor-
H:Elll‘lftOll anzulegen, so wird die Gtesellschaft aus diesen
}b.eﬂe'rvcn einen andern (im allgemeinen niedrigeren)
'Allllsfuss erzielen als von ihrem sonstigen Vermogen.
Die a}lgeﬂihrten Reserven werden nichtsdestoweniger
rg(.)go.r-lubur den rechnungsmissigen Girundlagen einen
Zinsiiberschuss erzielen (der null oder negativ werden
kann). Fiir dic Gewinn- und Verlustabschitzungen der
qﬂsnu”chﬂft kommt unter anderm auch der Barwert
dieses Zinsiiberschusses in Betracht.

Der rechnungsmiissige Zinsfuss sel ¢,
matischen Reserven seien hingegen, wie wir annehmen
“jOHt‘n, dauernd zum Zinsfusse % - o angelegt. Fiir
cine vorgegebene Versicherung soi nun der Barwert
Z des Zinsiiberschusses auf den Reserven oder kurz
ausgedriickt, der Barwert des Superzinses zu  be-
rechnen.

Dic Dauer der Versicher
nach ¢ — 1 Jahren (¢ << n) betrage 17

die mathe-

ung sei n, die Reserve
(Wenn nichts
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anderes angegeben ist, sollen die internationalen Be-
zeichnungen der Versicherungstechnik gelten; ferner
nehmen wir bei der Durchfiihrung der Berechnungen
an, dass die Todesfille nur per Ende des Versicherungs-
jahres eintreffen.) I'iir das Versicherungsjahr ¢ betrigt
der Reservezins (¢ 4 o) - .V, also ist per Ende des
Versicherungsjahres neben dem rechnungsmiissigen
Zinse 7 -,V der Zinsiiberschuss ¢ -, V fillig. Am
Anfange des Jahres ¢ betrigt der Barwert dieses
Zinsiiberschusses » - ¢ - ;4 ¥V und beim Beginne
Dw—{-t——l
Dy,
~dieser Barwerte fiir alle Versicherungsjahre ergibt den
Gesamtbarwert des Superzinses; es ist also

der Versicherung cv -0V, Die Summe

7 * U
J: GDm » (D.’B . OV_l_ D-’L"l—l . 1VAE_D;I:’I_2 N 2'V+ i i .

(1) R Da:-Hz—l *n—I1 V)

Wir haben zur Diskontierung den Zinsfuss ¢ und
nicht den Zinsfuss ¢ 4 o beniitzt, weil der sich jedes
Jahr ergebende Zinsiiberschuss aus der Reserve nicht
mehr zur Reserve selber, sondern zum iibrigen Ver-
mogen der Gesellschaft gehort und wir in dieser Arbeit
von der Betrachtung des Zinsenergebnisses aus dem
nicht zur Reserve gehorenden Vermogen abschen

wollen.

Der Ausdruck (1) steht nun in einem einfachen
Zusammenhong mit dem ersten Differentialquotienten
der Nettoprimie nach dem Zinsfusse. Um diese Be-
ziehung in moglichst allgemeiner Fassung zu erhalten,
nehmen wir an, es sei eine einmalige Nettopriimie oV
(= Reserve zu Anfang der Versicherungszeit) und eine
jahrlich sich verdndernde Jahresprimie vorgesehen,



und zwar betrage die jihrliche Nettoprimie , P fiir

den Beginn des Versicherungsjahres ¢.
Wird der Barwert der Versicherungsleistungen mit

A bezeichnet, so ist, da dieser gleich dem Barwerte
) ) o]

der Nettopriimien ist,

oL ) PiDeps P

Ad=4yV + D (-D.v v of —}-D.,-,|-| ‘1 g P PFEILEEY S A
xr

s) )

(‘-‘) soe b D.:_- Frn—1°n ,,ll )

[st nur eine einmalige, aber keine jihrliche Netto-

priimie vorgesehen, so ist

‘

(_)‘n) M == 0 V)

falls  keine cinmalige Nettopriimie und eine gleich-

bleibende Jahrespriimie P vorgeschen ist und die

Priimicnzahlung nach Ablauf von m Jahren aufhirt,

S0 ist

(2!)) .’l - a.r, m * 1)7

da in (2) dann

oV = 0, P = ,P = gl =, i s w = gd == P und
P= P=.,,., = o’ =0 ist.

Um den Ausdruck (1) mittelst der Differential-
quotienten der Nettoprimien nach dem Zinsfusse trans-
formieren zu kénnen, nehmen wir fir den Moment an,
dass das fiir unsere Versicherung in Frage kommende
Zinsertriignis iiberhaupt i -}- 4 betriigt, d. h. nicht nur
die Reserven, sondern auch die Jahresnettoprimien,
dic ja erst am Ende des Jahres zur Verwendung
kommen (sei es zur Erginzung der Reserven, sei es
zur Deckung der eingetretenen Versicherungsfiille), und
inshesondere die im Laufe jedes Jahres entstohend'en
Superzinsen auf Reserve und Jahresnettopriimie im
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Betrage von A (4 V- 4 P) sind zum Zinsfusse
+ -} 4 anzulegen. (4 ist eine vom eingangs erwihnten
Superzinsfuss o unabhiingig gewiihlte Grisse.) Die
Nettoprimien bleiben zum Zinsfusse ¢ eingestellt, ebenso
die Reserven , V' {t=1, 2, 3....x}. Der Barwert
der kiinftigen FEinnahmen wird dann nicht mehr vom
Barwerte der kiinftigen Ausgaben genau aufgehoben,
sondern es bleibt als Differenz ein Barwert B des
Zinsengewinnes iibrig. Dieser Barwert betrigt also
einerseits

: 1
B =,V@) -+ Do Ay P (D) - D (G 4 4)

S Pl D Tl )b s P L) © Doy fhelel) o o
3) ... F aiP () ¢ Dogies G+ A — 4 G+ 4.

(Fir 4 = 0 verschwindet nach (2) dieser Ausdruck.)
Die eingeklammerten Gréssen (2 - A), resp. (2) sind
keine Faktoren, sondern haben anzudeuten, dass die
Versicherungsgrossen, zu denen sie gehoren, zum Zins-
fusse (¢ -} 4), resp. i zu berechnen sind.

Anderseits ist aber auch

B:[i);. ?(’ZU:H!)) NP G) 4oV} - Dy (64 4)

+ P64 VD) - Do (i 4) +
@ FLPOF VD) Dapa i+ + ..
oo+ (ot PE) F 0t VO - Dopas 6+ ).

Nach den zur Primien- und Reserverechnung an-
gewandten Grundlagen liegt nimlich fiir die vorgegebene
Versicherung withrend des Versicherungsjahres ¢ das
Kapital {; V(i) + - P()} auf Zins. Vom erreichten
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Zinse (i - 4) + {4 V(i) + -1 P(i)} ist, wie schon oben
angedeutet, die Summe A - {, V(i) 4, P(3)} iiber-
rechnungsmiissig, d. h. ist weder zur Deckung der
tillig gewordenen Verpflichtungen, noch zur Bildung
der neuen Reserve notwendig. Der Barwert dieses Ge-
winnes an Zinsen ist nun (analog wie bei der Ableitung
der Formel (1), nur dass wir diesen Barwert zum Zins-
fusse 7 4 A vechnen) v (i 4 A) « A+ {, V(i) 4 11 L(3)]
beim Beginne des Rechnungsjahres ¢, und beim
Beginne der Versicherung. iiberhaupt: v (i 4 )
. D*j)}j(; (_;__/t)/'l) c AL V@) o PG} addiert man
diese Werte fiir alle ¢ von £==1 bis £==mn, so erhilt
man den Barwert des Zinsengewinnes, wie er in (4)

angegeben ist,
Léisst man nun 4 gegen O hin abnehmen, d. h.

macht man lim 4 = 0, so ergibt sich gemiiss den
Elementen der Differentialrechnung aus (3)

B = 0V+
(lim pA=0)
+0P' Dm '+' 1PD.L Lrl+2»P'D;v—{—2+- . ~+n.—1-P.v+n—1 _F‘
D,
: (S ])J (5 DJ ) 5 Dn
Y {lp 5 Dot g Py R4

(3 .Dx f.nﬁl l (SA.
+ot el (—A4—d. -

Hierin sind wieder alle Versicherungsgrossen (ebenso
ihre Differentialquotienten) zum Zinsfusse ¢ ange-

nommen,
Infolge Gleichung (2) reduziert sich dieser Aus-

drueck zu
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Py _(_3__ w|—1 _(3_ -Dn,-}—a
(H"ﬁ:; A {1P 5 m —I—— 9 . — Dm +
)
P (5 Dm+fs+ D 6 Dm]snwl . 6;&1}

. Aus (4) ergibt sich direkt fiir lim 4 = 0:
A -

(llmli =0 D,L [P A4 oV) - Do 4 (P +1V) + Do+
(6) + 6P+ 2V)  Daa+ -0+

+ (n—lP + n—1 V) 2 D“"""’—l]’

worin ebenfalls alle Grossen zum Zinsfusse 7 zu be-
rechnen sind.

Die Gleichungen (5) und (6) konnen trotzdem
sie. nur fiir lim 4 == 0 gelten, nur dann gleichzeitig
bestehen, wenn

_g; [P 4 V) Do 4 (P + 1 V) » Dayr +
F P+ V) Do+ o+ a Pt e V) Do | =

(7) ot (5 -Dm—f-i (’ _D;L }_3
—p. S D p S Deks
5 D e-Fn—1 04
TP =D, T

Die Grosse 4 ist hierin giinzlich herausgefallen, die
Gleichung (7) hat also mit der Bedingung lim A = 0
nichts mehr zu tun.

Es gilt noch die Gross

i
herauszuschaffen. Hierzu differenziere man Gleichung
(2) nach dem Zinsfusse ¢; man erhilt
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SA 0oV

® i T
(SOP (S IP (S 2P (31;_113
TS»&_—»- D;,; & —(T‘Dw+1+7ﬁ“' ‘Da:-]—e‘l‘ oot 5i 'D:z:-kn-—l
A . +
5 -D..:+' (S Dx+i_3
§ o 2 P ——==1 ., 6 4
0 D-.c—l—n-—-}__

+ 'n——l-P * -(—S; -D;L'

Setzt man diesen Wert fiir %‘?— in (7) ein, so ergibt sich

5 L6P+0V)- Dart- (P41 V) Do P+V)- Doyt

do V'
+ .o (1P A0t V) ¢ Dopns] = — —5— +

\ _ (9)
- D
Diese Gleichung zeigt den sehr instruktiven Zusammen-
hang zwischen den Differentialquotienten der Netto-
primien nach dem Zinsfusse und den Reserven fiir
irgend eine Versicherungsart auf ein Leben, (Fiir Ver-
sicherungen auf mehrere Leben ist diese Formel ent-
sprechend zu erweitern.)

Ist nur eine einmalige Priimie, aber keine Jahres-
priimie zahlbar, also wenn Gleichung (2%) gilt, geht
Gtleichung (9) iiber in

e 0 V' -D:L—I"l V‘ Dz~|-1+2 V -D.n+2+ v +n-—1 V' Dw~[—n—-1 .

(9“) (30 V

—_ —— 3

7
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falls nur gleichbleibende Jahresnettopramien P withrend
m Jahren zahlbar sind, also wenn Gtleichung (2%) gilt,
geht Gleichung (9) iiber in

. 0 V -Da,‘l_l V'Dw-l—l"{‘.? V —Dm-|—2+ ‘e +'ﬁ.—-l V'D:a:-{m—-i L
.Dm o

(9b) s (_ (zsf _ . P) B o

v

falls man noch das Glied mit P auf die rechte Seite
der Gleichung bringt.

Um nun die Gleichung (9) zur Transformierung
des Ausdruckes fiir den Barwert des Zinsiiberschusses
in Gleichung (1) beniitzen zu kdnnen, bringt man in
(9) die Glieder mit (P, P, ..., ,— P auf die rechte
Seite und multipliziert beide Seiten mit dem Super-
zinsfuss o; man erhiilt dann durch Einsetzen in die
Gleichung (1)

0e
5P §o.P
_}'<‘(”$Té“" v 1_P) 'Dx—l-l+ ((_;_Z—'i_vﬁp) * D='3+2+"'
% + (_(S_%—llp "I— U'n—-J.-P) * Da:-l—n——l}}

Diese fiir alle Versicherungskombinationen gel-
tende Formel (fir Versicherungen auf mehrere Leben
ist sie entsprechend zu erweitern) lisst sich etwa auf
folgende Weise in ‘Worten ausdriicken: '

,Zur Bestimmung des Barwertes des aus einer
vorgelegten Versicherung zu erzielenden Superzinses
bilde man die ersten Differentialquotienten der Netto-
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priimien nach dem Zinsfusse, addiere die mit dem
Abzinsungsfaktor (v) multiplizierten Jahresnettopriimien
zu den zuvor berechneten Differentialquotienten der-
selben, bestimme die Barwerte der so erhaltenen Grissen
(Sg.._i.P
( &
kapitale betrachtet, welche zur Zeit der entsprechenden
Priimienzahlung fillig sind), addiere diese Barwerte,
sowie den Differentialquotienten der neben den Jahres-
primien noch zahlbaren einmaligen Nettopriimie zu-
sammen, und multipliziere diese Summe mit umge-
kehrten Vorzeichen mit dem Superzinsfusse (v).“

+v- ,‘AAIP) (indem man sie als Lrlebensfall-

Ist nur cine cinmalige Nettoprimie 4 =,V vor-
gesehen, geht Formel (9) cinfach iiber in

(10&) Z — — g _(SLT{

o’

und ist nur eine wihrend m Jahven zahlbare, gleich-
bleibende Jahresnettopriimie P vorgeschen, so geht
Formel (10) {iber in

(lOb) Z=a0 {uw- —(11—1 —_— P} * Qa, ml

b}

Durch die Formeln (10*) und (10*) werden die
meisten praktisch vorkommenden Iille erschopft.

Besitzt man die Rechnungsgrundlagen nicht nur
zum Zinsfusse ¢, sondern auch zu einem benachbarten
Zinsfusse @ + & wo & nicht gleich ¢ sein muss, so
ist niiherungsweise

or PG 4¢) — P
(11) o e 2 ®,
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Einen genaueren Wert erhiilt man, wenn uns drei
einander benachbarte Zinsfiisse zur Verfiigung stehen
(d. h. die Rechnungsgrundlagen zu diesen Zinsfiissen);
z. B. die Zinsfiisse ¢, ¢ 4 d, ¢ 4 & THs ist dann

, ; S P( 8 8P
P(z+§):P(a)—|—6-—a—i(—)+—2~- aiz()+ L

~aund

, . SPG) | & o
Plite=P@l) +e- 5{")+—2--%§_+...

Aus diesen beiden Gleichungen folgt, bis auf
‘Glieder mit 6% und ¢* genau,

i et A ‘ T
f;p)@ 5P+ L _(%_%) .P(3)
o &— 0

Die Ausdriicke (11) und (12) gelten auch ent-
sprechend fiir ,P und ,V.

Setzen wir den Ausdruck (11) in (10% ein, so
erhilt man als Niaherungsformel

18 7o PO —=PG+9 _ p)

\

Fiir einmalige und fiiv verinderliche Primien er-
hilt man die entsprechenden Niherungsformeln.

Unter Beriicksichtigung von (2°) ldsst sich (13)
noch schreiben:

14) Z= o[ Ad—tow - POE+e v - Al.
| ; J
Um die Gleichuugen (10), (10%) und (10%) direkt
anwenden zu konnen, miissen die Differentialquotienten

der Versicherungsgrossen in bezug auf den Zinsfuss -
aufgestellt sein.

* Qa,m




Die wichtigsten dieser Differentialquotienten seien,
da sie nicht allgemein bekannt sind, hier gegeben:

1 : dv

T g s —_— 2
Fiir v == T3 ist (15) = Y
itee 3 & ot od
Fiir d__l—*u_.—l_{_i ist  (16) = =4

Weiter ist

(17 _‘36_7;_ == o s Y
‘(18) %ﬁzwx'v'px
) M:
(19) 5 =—v@Ds + @+ ) Doy +

—I— (QO’ + 2)0;,;4_2 + v ) = — 'U(CL'NQ; —-|—- S.L‘-i-l)-

Zu beachten ist, dass hier N, = XD, und 8, =
NN, gesetzt ist.

O Cy
(20) = v @ 1)C
3 M,
(21) -’-—3—-&.—- = — v(zM, + R.)
(Sa.x, n Sx-l—l = Su:+n+l — N N;:;«I-n -
(gAY g = D, -
1" S’.c L. Sx-l—n - - -‘N.z:--l-n _H]
= ’U{ D, — &u, 11|I
51
{23) Qa,m| v . S.v - S;v+n — N Nx—}-n - ll
) - &, 7] Nz - -N:z:-[—-n ]

13
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Fiir die wichtigsten einmaligen und jahrlichen
Nettoprdmien leitet man ab:

Fiir By m = ]?DxJ’" (Einfnalpréimie der Erlebens-
fallversicherung) ist
(5-Ex n
(24) —2t = — v By,
Fiir .Pa;,n| T—Qﬁi: (Jahrespriimie der Er-
; T-rn

lebensfallversicherung) ist

1
0 Py, 1 [Ny — S = S
25) Zfanl L P, o O W
(#0) o1 v Fo ( Ne — Notn +1)'

Fiir die Einmalprimie der gemischten Versiche-
rung ist

d Am Odem _

: {El.x, w)— d S — S”}‘): Wl ”}

und fiir die Jahresprimie der gemischten Versiche-
rung ist

0 Pw,m

(26)

(ST} e

sl {1 _|_ -Pa:, o Sa, e Sa:-l-lws'*— an+n] 3

Wird die Jahresprimie fiir die gemischte Ver-
sicherung nur withrend m Jahren bezahlt, so erhilt man

dm Py w
. d [S:c = Sw—}-n —nhN a,u}—n] A Sz — Ssc—;-m —mN, z4-m '
—Dcc = Na: - Nx-}—m .
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Als Barwerte des Superzinses erhiilt man dem-
nach gemiss Formeln (10%) und (10°):

a) Fiir Versicherungen mit einmaliger Primien-
zahlung :

Gemischte Versicherung mit einmaliger Priimien-
zahlung: Der Barwert des Superzinses ist nach (26)

(29) Z(dan) =

Sy — —n - N,
— v * |gm—d— w+"D 2
X

Fiir die temporiire Leibrente gegen Kinmaleinlage
ist bei analoger Bezeichnung nach (22)

(30) Z(Qa,n)) = Z (G, 7))
S:v — Ogfn— N * 'Nﬁ?‘i"”
== g D 1)93 _ aw,‘n] .

b) Tiir Versicherungen mit jihrlicher Priimien-
2ahlung : »

Tiir die gemischte Versicherung, fiir die wiithrend
der ganzen Versicherungsdauer eine gleichbleibende
Jahresprimie gezahlt wird, ist der Barwert des Super-
zinges gemiss (27)

i N B Se — ga:»{»n — MN::+n|
(Jl) Z(Pm,m) =0V [aw, A N:c - Na:-]—n -]-

Wird die Priimie nur wihrend m (< %) Jahren
bezahlt, so ist nach (28)

Z(’um,hl)za-U.[a%miH (S SB nN+)+
£

Sy — SJH—m — mNy m:l
Nrc - Nx—}—m
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Als Spezialfille von (31) und (82) erhiilt man fiir
n = o fiir die lebenslingliche Versicherung mit lebens-
linglicher Priimienzahlung:

¥ 7 o2 . S:U
(33) Z(Py=o¢-v [aw—~ Nm]

~und fiir die lebenslingliche Versicherung mit abge-
kiirzter Priimienzahlung:

(52) ZmP)=o-v- [a 1
Sac Scc - Sa:—}—m — 7I’Z‘Nx+.m
o] d . -Da: o Am | N:L T Na:»i--m ]

Endlich ist noch fiir die Terme-fixe-Versicherung
mit jihrlicher Prdmienzahlung:

(35) Z(Po[An]) = 0 - 71 [n B B — nNHH}

Nw - Nw—{—n

und gemiiss (25) fiir die Iirlebensfallversicherung mit
jahrlicher Primienzahlung:

‘ 7 5. i ) Sz — Sa:—{—n = NN:u—{—n
(86) Z(Bon) = 0-0- Foy - [ m — 22— =t o |

Im folgenden seien einige konkrete Zahlenbeispiele
gegeben, und zwar suchen wir den Barwert von 0.:%
Superzins. Fiir einen andern Superzins kann der Bar-
wert nach unsern Kormeln proportional gerechnet
werden.

a) Beispiele mit esnmaliger Primienzahlung :

Nach der Tafel R. ¥\ (rentiers frangais) 8/2°/o ist fiir
eine lebenslinglich jihrlich postnumerando zahlbare
Leibrente fiir die Beitrittsalter 50 und 70 der Barwert des
Superzinses [gemiss (30), wo noch n = w zu setzen ist]
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Z(as) = 152,52 in /g0 der Rente oder 10,137 in °/o
der Finmaleinlage.

Z(t0) = 42,89 in °/oo der Rente oder 5,272 in /o0 der
Einmaleinlage.

Fiir eine gemischte Versicherung mit einmaliger
Priimie ist beim Beitrittsalter 40 und der Dauer 25
nach der Tafel der 17 Englischen Glesellschaften 3'/2 %/

der Barwert des Superzinses
Z (A, 2)) = 9,270 in °/oo der Versicherungssumme

und nach denselben Grundlagen ist fiir eine lebens-
lingliche Versicherung mit Einmalprimie [in (29) ist
n == w zu setzen] bei den Beitrittsaltern 30 und 50:

Z (Ag0) = 8,881 %o der Summe.
Z(Aa) = 8,622%0 ,

Tiir die Terme-fixe-Versicherung mit einmaliger
Priimie (einfache Spareinlage) erhilt man fiir die Dauer
25 und den Zinsfuss 3'/2°/0 gemiiss (15) und (10%)

Z (v®) = 10,221 %00 der Summe.

(NB.:  Wenn das Resultat in °/o der Summe
ausgedriickt werden soll und der Superzinsfuss 0,1°/o
ist, erhiilt man direkt die gesuchten Werte, wenn
o == 1 gesetzt wird.)

b) Beispiele mit jihrlicher Pramienzahlung :

Barwert von 0,1° Superzins in °/0 der Summe
nach der Tafel der 17 Englischen Gesellschaften 3'/3°/o

und nach der Tafel der 23 deutschen Gesellschaften
M & W 31/2 0/0:
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Alter 17E.G. M&W!
Lebenslangl, mit lebenslangl, Pramienzahlung 30 3,687 3,633

5 5 " - 40 3,637 3,475
” ., 30-jahriger . 30 4,824 4,714
. .2 ) 40 4,837 4,602
L. 20 \ 50 4,353 4,073
. .20 i} 80 5,853 5,765
Gremischt Dauer 30 30 4,559 4,458

25 40 4,259 4,083
20 50 3,595 3,412

) "

" "

. . 20 30 4,410 4,354
Terme-fixe . 30 30 6,161 6,200
. . n 2D 40 5,986 6,039
P s 20 90 5,607 5,670

3 no . 20 30 5,324 5,344
Temporire Versicherung . 30 30 0,563 0,674
. " ., 20 b0 0,704 0,752

(NB.: Bs ist Z(Phi) = Z(Pu) — Z(Pa.n)s
d. h. man erhilt unsern Barwert fiir eine temporire
Versicherung, indem man vom Werte der gemischten
Versicherung den entsprechenden fiir die Erlebensfall-
versicherung subtrahiert.)
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