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Bestimmung von Brutfoprimien bei verinderlicher
Primienzahlung nach Ansitzen, die zundchst nur Fiir
gleichbleibende Primienzahlung aufgestellt sind.

Von Dr. phil. E. Goring, Mathematiker
bei der Schweizerischen Riickversicherungs-Gesellschaft.

Die Bruttopriimien werden ofters, besonders im
Riickversicherungsgeschiifte, aus den theoretischen
Nettopriimien mnach einem fiir alle Fille festgelegten
Ansatz bestimmt. Dieser hat gewohnlich die Form

P+ |+ s

2, m)

(L) (P) = (14 )

dabei bedeutet (P) die theoretische Nettopriimie nach
der festgesetzten Grundlage und (%) die Bruttopriimie
der vorgegebenen Versicherung. |[In diesem Aufsatze
sollen, wenn nichts anderes angegeben ist, die inter-
nationalen Bezeichnungen der Versicherungstechnik
gelten.] m bedeutet die Dauer der als gleichbleibend
vorausgesetzten Priimienzahlung. « und g sind positive
Konstante (echte Briiche) und /% ist in der Regel be-
stimmt durch

2) b=y (Pt 2,

wo y eine positive Konstante (<~ 1) und P, die lebens-
lingliche Préimie fiir eine lobenslingliche Versicherung
bedeutet. « ist dieselbe Konstante, die auch in (1.)
vorkommt. A ist also nur vom Beitrittsalter, nicht aber
von der Versicherungsart oder -dauer abhiingig. | P, ist
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hie und da ersetzt durch P, g—3 oder iihnliche Aus-
driicke, néimlich dann, wenn Versicherungen mit héhern
Endaltern als 85 ete. nicht in Betracht kommen.] Der

Zuschlag —% im Ansatze (L.) hat offenbar den Sinn,
©, m|

dass ein Zuschlag zu wiihlen ist, dessen Barwert fii

alle Priamienzahlungen zusammen immer gleich « ist;

denn es ist

o

8y 7 = G

._a"

i, |

Ist nun die Nettoprimie fiir die Primienzahlungs-
dauer nicht mehr gleichbleibend, sondern wihrend den
einzelnen Versicherungsjahren verschieden, so wird man
wohl den Zuschlag A unveriindert lassen [falls man es
nicht vorzieht, ihn in anderer Weise auf die Priimien
zu verteilen, wie wir spiiter sehen werden], hingegen

setzt man statt des Zuschlages — “ sinen Zuschlag
a2, m|
ein, der fir die einzelnen Versicherungsjahre zu den
entsprechenden Nettopriimien proportional ist, und
dessen Barwert wieder gleich o ist. [Fiir die erste
Bedingung kann nach Zweckmissigkeit eventuell eine
andere treten.|

Ist also dic Nettopriimie nach ¢ Jahren ,(P), so
ist die zugehtrige Bruttoprimie , () bestimmt durch

(3.) (B = (L+ ) (,(P)+ 1) + 1

dabei ist A wieder bestimmt durch Gleichung (2.), und
fiir die f, gelten die Bezichungen

w gt e 1 et w28 LY E AP L L3 LY

fo'Dm+fl‘I)w+1+f2.Dm+2+" '+ft"Dm~|1t+' E
Dn;

(4.)
b)

== s




Daraus ist

3 ,g(P) i ‘Da, .
O = By D, P D (YD

Als wichtiges Beispiel einer solchen Versicherung
mit veriinderlicher Préimienzahlung sei folgendes an-
gefiihrt : Gegeben sei eine Versicherung fiir einen
a-jihrigen auf die Dauer ». Die Priimie sei in den ersten
ki Jahren so bemessen, als wenn die Dauer der Ver-
gicherung w wire; nach & Jahren werde fiiv die fol-
genden (n— k) Jahre diejenige gleichbleibende Priimic
bezahlt, die mit der vorherbezahlten Primie notig ist,
um den Anspruch auf die gemischte Versicherung zu
decken.

1. Methode: Die Nettopriimie in den crsten
It Jahren ist
©) P, = Ao,

@, pe
die Nettoprimie in den folgenden (n—k) Jahren sei
k(-Pm,;ﬂ); dann ist

(7) 'Px:.'_ﬂ ' ail‘x k| + IC(P.%','){I) ' (aw,;ﬂ] o a’w, Tﬂ) =4

woraus folgt

2,

(8) (B} = Ao = Loy 8oy
h X, n T
aw: n| a’m‘, k|

o a‘w+ k, ok d
= Sk -1 — d,

By e, k|~ B, g
was sich nach einiger Transformation ergibt.
Man kann auch annchmen, obige Versicherung

sei zuniichst auf dic Dauer ux abgeschlossen worden
und nach % Jahren werde sie unter Reserve-Anrechnung



s D

in eine Versicherung auf dic fernere Dauer (n-— k)
umgewandelt. Daraus folgt unmittelbar

A oo W e

C 2 o Tk n—k| k7o,

O Py) =
-k, n—~k

Uber die Identitit der Ausdriicke (8.) und (9.)
kann man sich durch Umrechnung leicht iiberzeugen.
| Die beiden Bruttoprimien (B, o) und (B, 1
sind nach (3.) gegeben durch :

(10.) o(Ba,m) = (14 B) [Py 1]+ 1 und
(11) /u(q'}'m, '?i|) = (1 + ﬁ) [‘]‘;(l)m, :fil) —l— fkl —|— h, l

wo h durch (2.) gegeben ist, und wo nach (5.) bet
einfacher Umformung

o,

(12) f,=5—— ~+a und
R S e o M) N Rk ) |
I.:(l)w, ')il)

(18) f.=1 ca  ist.
: * ‘Pm: &k + lc(Pfr,ﬁl) (a’w, n T I'L"'I)

Unter Beriicksichtigung von (7.) ergibt sich daraus

_ Aw’;; - Pw’ P
(14.) f, = Am, n_: . - — A;.,,;,i o« und
{. . Am, | ) &g, k]
(15.) /k . = ffmﬂ - éjw, ]
x, 1| @, k|
_ (I i f_IM) .«
, ] &y )~ Ay g

Hier sind, wie hervorzuheben ist, die dem Gliede

o o .
——— cntsprechenden Zuschlige proportional den ent-
2, |

sprechenden Nettoprimien berechnet.
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11. Methode: Man wird im Gegensatz zu oben
Grefundenem in der Regel annehmen, dass die Brutto-
primie in den ersten & Jahren analog wie die Netto-
primic die Bruttopriimie fiir eine gemischte Versicherung
auf « Jahre ist, also
(16) () = (o) = (D [Py, |0

&P, 1t
also in Abweichung von (14.)

o

(17.) S
@, 1l
Die Zuschlige f, und £, kionnen nun nicht mehr
zu den Nettoprimien proportional sein, hingegen muss
noch die Bedingung gelten, dass der Barwert dieser
Zuschlige gleich « ist; d. h. es ist, wenn man noch
fir /, seinen Wert aus (17.) setat,

4]
(18') _a‘”.m‘ ) am; K| + fk‘ (a’w, n| ~‘_—-a‘nf:, Icf) e

, il

Daraus folgt in Abweichung von (15.)

1 ,Z.‘”?_’i
(19.) £, = .1
a'a:, n a’m, x|

Setzt man diesen Wert in Formel (11.) unter Beriick-
sichtigung von (8.) ecin, so erhiilt man

(20.)
('Lni+u) LT|+ ] ) Az, k|
(B 1 _._.’.-_’." + A,
l‘(bm'nl) 3 +P) a’:u,'n\ @y
Bringt man also (8.) in die Form
A . a‘;c, k|
Cah ] &y il
(21) lc(P:v,i"!) - a’w, n| a’m, k|
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s0 hat man, um (B, ;) zu erhalten, hierin 4, durch
1, )+ o, sowie 4,
(las Resultat mit (1) zu multiplizieren und % zu
addieren. Zum gleichen Ziele kommt man auch, wenn
man im zweiten Ausdrucke fiiv (£, ;) n (8.) &y pr, =
mit (14 «) multipliziert, den ganzen Ausdruck hernach
mit (1-p) und wieder /4 dazu addiert. Es ist also

o durch 4, 5 -+ a zu ersetzen,

&, 1 J‘/r

(22)) &y k|
() — (A, o) =0
(B ) = (1+5) Bl 4]
’( ! l) a‘az,fn| T a’w,l.-i L
o (1 a 5
= (14 ) B gy (L ) + h.

Qo il ~ S

111. Methode: Will man bedingen, dass die Brutto-
primie in den ersten & Jahren gleich der Brutto-
primic einer gemischten Versicherung auf o Jahre
ist, und sollen doch die Bedingungen (4.) resp. (5.)
gelten, so kann die Nettoprimie (P, ) in den ersten
k Jahren micht mehr P - sein, sondern es gilt nur

noch die der Gleichung (7.) analoge Bedingung

(23.) (B, a) 8 n + b 8y = Bem) = A‘m,nl'

Dabei ist nach (10.) und (16.)

@) o(Bym) = WD [(Fo ) + 1] + 1 =B,
,,,,, (1_1_/3)[ s -———] + A, also

”e, &

(25.) By 1 Fi == £ —
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Weiter ist analog zu (12.)

: O(P:?, n]) e
oLy it)* 8, 7+ (P ) (B~ 8 1)

und zu (13.)

(26) -

Q1) f, = — Pow)
' " 0( Pw,'nl) ’ a‘a:, k| + k(l)w, nl) (a‘x, nl a’a’:, ?cl)

Aus den Gleichungen (23.) und (26.) ergibt sich

g
(28.) fo = ’!}(—L n|)= - o
:t:,ﬂl
und aus (25.) und (28.)
@ (u] + = 1 + jf_
Y& — ' ”_ugam» 1l - @, 41|
29) (P ) -— "
. 0( 'a:,'nl) ' 1 o [ a @, |
Y Vra;

(31') k('Pw,'n]) o

S am, k|
und aus (27.) unter Beriicksichtigung von (23.) und (31.)

Adyqte a8,y
A, qtae 8,

Ay u) T By

 [—

- a

©82)  f—



SR .7 -

Diese Werte in (11.) eingesetzt, gibt

(pay) G Ayt 8y
1 (1+ﬁ)(‘4mﬂ+“){1_ 4, .+ a, u|}
k(%m,:fi[) o a, nl a,, k| . +rh
oder 0
| (4,0 —(d, ,+a a_ﬂll
34.) , o) 222t 1 @, 1 /
( ) k(%m’ ni) ( _l_ﬁ) a’w,nl - a‘m, k| + &
= (1+p) [ZM_‘“ e B TP

-+, n—k| 2,

Wie man sieht, stimmt der Ausdruck fiir 1(Py, ) nach
(34.) mit dem Ausdrucke nach (22.) iberein; d. h.
nach der zweiten und dritten Methode erhiélt man
gleiche Bruttoprimien, trotzdem die Nettopriimien von-
cinander verschieden sind.
In konkreten Féllen wird man nach der zweiten
Methode rechnen, d. h. die dem Gliede o
&y, i
sprechenden Zuschlige nicht proportional den -Netto-
primien withlen; die dritte Methode zeigt uns, dass
man zu den gleichen Bruttopriimien kommt, auch wenn
man diese Zuschlige proportional zu den Nettoprimien
rechnet, falls man letztere selber in anderer Weise auf
die Préimienzahlungsdauer verteilt. '
Die Grosse h wird iibrigens in der Regel fiir die
Priimiec nach % Jahren nicht fiir das Beitrittsalter x,
sondern fiir das Alter (z-+ %) genommen; man setzt also

3 _ a
(3')) hk =7 (’Pcc—l-k + _a—'_)
. x| I
Dabei ist zu bemerken, dass, wenn u = n» gesetzt

wird, der Zuschlag h; doch von /i verschieden ist,
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also auch die Bruttopriimie nach % Jahren von der
Anfangsbruttopriimie abweicht, trotzdem dic Ver-
sicherungsart im iibrigen zur gewdhnlichen gemischten
Versicherung auf » Jahre wird. Indem also die ge-
mischte Versicherung nach £ Jahren eigentlich in sich
solber transformiert wird, da = » bleibt, dic Anderung
also eine rein formelle ist, wird die Bruttoprimie doch
erhiht. Sollte es also zweckmiissig sein, fiir 14 » den
Zuschlag h nach 7 Jahren zu erhohen, so miisste es
auf eine Weise geschehen, dass /i nicht so schr von
k, als vielmehr von der Ungleichheit von s und »

abhiingig ist, und fiiv g - » miisste 2 -/ werden.

Als weiteres Beispiel sci cine gemischte Versicherung
s ! 1 Ny . . Y111 33
auf die Dauer » gegeben, deren Bruttopriimie (B i)

nach & Jahren sich um den (1 ¢)-fachen Betrag der
Anfangsbruttoprimie (9, o) fndert. Es sei also

(36.) (Po,a) = 40) (B, 2,

dabei ist ¢ irgend eine positive oder negative Grisse,
nur muss ¢ > -——1 sein,

[. Methode: Nach Ansatz (1.) gelten wieder dic
(tleichungen

(37.) l 0(_’153,, ”l- - (1445) [n(‘l):u, n!) T fﬂ] + und
1 I‘.r(s‘]sw, m) (l + ﬁ) [/,v(]);y, ,,,\) + /.;\;] ‘+“ h.

IMiir /o gilt wieder Formel (2.)

h =— y I:IJ‘B _.l._ _(L_J’

a‘m

fiiv die Nettoprimien (£ 3 und k(l)w,m) Iormel (23.)

@, |

n(E)a;, n|) ' a‘m, | + k(P:n, ')lf) : (a‘m, n| - a‘:x:, Icl) = Aiv, n|?
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hingegen kann (P ) nicht das (14 ¢)-fache von
o(Py, ap) sein.

Aus (5.) ergeben sich fiir /, und f, wieder die
Gtleichungen (26.) und (27.), die sich infolge von (23.)
schreiben lassen:

O(I)w, n|)_ ¢ i

@, n|

I = und
(38.) ¢

(P
),

a, n|

Diese Werte in (37.) cingesctzt ergibt

U(s’]‘%‘v, 'nl) o (1+ﬂ) (l + Z_g—l) - ()(-P"’: "|) —]— h und

(39.) ) |
Y (1 ¥ g

A'(’bm, nl) = (1-+-A] (I‘ + A ) . ":(-P'v" }z'[) Th

@, n|

aus Ctleichung (36.) folgt demmnach

(4().) ({ _{" 48) (1 + AL{ *> ' I.:(‘P;v, n[) + h

2, 1|

— (1 +q) {(1 ) (1+; - ) : ')(,Pw,”[)—kh}odor
(41‘) (1 —l—ﬁ) (1+ “-4‘_@,;|) {Ic(‘P.u,«ni) _ (1+ rp) O(P.v:,val)}

= + R

Aus der oben angefithrten Iformel (23.) ecrgibt
sich analog zu (8.)

"La:,'ral - ()([ , nl) ' a’m, il

(42) Ic('P:u, n[) -
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(43.) .'c(P.v, ni) — (14w OP""’ n|
Lot o Bou)  LAFP) - 8y = - 8y

Diesen Ausdruck in (41.) eingesetzt:

44,
(1 ) [ 1 l)(‘P:v, m|) ) -
( o ﬁ) (‘J' a, ul_}‘a) '|~ o A;c ';'l_‘{(l'l"‘]’) ' a‘;r,', nl v a’m, lc|”
yn
—q¢ - h- 8y — By 7} oder

(45.) (144) ( + ) ) *o(Fy,w)

(14¢) am a— P &.L,:q

Aus (42) und (45.) folgt

(1+ﬁ) (‘ @, n| + ll) (a“ "| . L’Jﬂ)

(46.) () (1+ 3;) (o)

() (0) (bt -
(I—‘—(p) . a’m,m“"'(v” . a‘a;,k|

Diec Werte (45.) und (46.) in (39.) cingesetat,
crgibt

(A.L n| u) (I) h ( 2, n{ a’w,k|)

n(bm H|) (]__I_,’,)) a’c al (,,) . av i
(47.)
(} +£) (L+¢) ( lm % +u) +q@h-a &, 1l i

(l+({) a’m,nl 7 a'm;"f

k(s‘Ba n|)

oder, diese Ausdriicke transformiert,
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(L+8) (4,5 +ayta, - h
(1+(p) ) a’a), 7| — a’w,ﬂ

W8N @ WD Utg) (At +(140) 8, -1
Ic( @, nl) - (I4¢) - Qp o 7P By

= (14-¢) - ()(%m,”l)

wie es auch nach (36.) der Iall sein muss.

und

0(g‘Bw,ﬁi) —

I1. Methode: Nehmen wir in diesem Beispiele an,
dass sich nicht nur die Bruttopriimic nach % Jahren
gegeniiber der Anfangsbruttopriimie, sondern auch dic
Nettoprimie nach % Jahren gegeniiber der Anfangs-
nettoprimie um den vorgegebenen Betrag (1-}¢) ver-
vielfacht, so konnen wir in den beiden Gleichungen
(37.) das h nicht mehr unveriindert lassen, sondern man
hat zu setzen

(49) o(sr’m, ) == (L4 p5) [[,(Pw, ,,L|) +/ U] -+ b, und
| (B a) = (L6) [r’ﬂ('l)w,v'i!) -k, :c]’l‘hrc-

Dabei ist wieder, wie (36.) angibt
IU(S‘E:U, -n|) C (l—l— "P) 0( S‘Em, ?!-[)7

aber es ist auch

(50.) (P, a) =040 (£, ),
und deshalb nach (4.a)
(1) fe=4-9) - fy;

dann muss aber auch, damit die Gleichungen (49.)
moglich sind,

(52.) hy, = (14p) - h,

sein.
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Wir haben nun angenommen, dass der Barwert
v 1] d o AP . .
der Zuschlige £, und £, zusammen gleich « ist, d. i.

(53) f() ' a’m’ k| + /‘k (a".v,'n| o a’:c, i’(‘l) = 4,

entsprechend nehmen wir auch an, dass der Barwert
der Zuschlige A, und £, zusammen der gleiche bleibt,

(04 i .
als ob der Zuschlag y (Pm-{— a—) fiir die ganze Ver-
€r
sicherungsdaucr der gleiche geblichen wiire, d. h.

(54) h{) ' a’rc, n| + h.’c (a‘w,m o a’u},:’ci) = a‘;}:,'n]
3 > Q
= ¥ ([ r + a) ' a‘:::, n|*

Es gilt selbstverstindlich wieder Formel (23.)

O(szs, nl) ’ a‘m, k| + Jc(Pm,m) (a’m, n| a’m, isrg) — fiw,m 3

in Verbindung mit (50.) folgen fiir die Nettopriimicn
die fiir unsere Versicherungsart bekannten Gleichungen

(55.) (P, o) = 2t - und
C s (l+ (]‘) a’fc,n[ — ¥ a’.n,l.:{
(I4¢) 4,
lc( Pm, n\) 7777777 P i -.____—L-,Jﬂ,*

aus (51.) und (53.) folgt

o

:)6 3 == e . 1
( ) fo ‘1___}_ ff‘) ‘ a’;u,m — @ &‘, : unc

T g
aus (H2.) und (54.) folgt
a‘m’ n| . h —
: (1+ q']) a‘;z;’ni === P 8 a‘;c,m

(H7.) h
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po  dTe) 8.,
k (1+ f]’) a‘a:,val — 9 a'fb’,ki.

Setzt man alle diese Werte in (49.) ein, so erhilt
man

(’]r5 ) == S (Am’ i T By 1 und
o\ T, n| (l—l-(f,) a’w,n| — ¢ a

&Ly fﬁ.‘|

(58.)
(1+5) (1+¢) (4, +a)+(l+g) a

(1—|_(]) a‘m,-m — a‘:ﬂ, k|

h

.
@, n|

IC(SB:E, n]) —

Diese beiden Gleichungen sind mit den Gleichungen
(48.) iibereinstimmend, man erhiilt also trotz der Ver-
schiedenheit der Nettoprimiennach den beiden Methoden
fiir die Bruttoprimien dieselben Resultate.

Die I[dentitit der Gleichungen (58.) und (48.),
cbenso wie diejenige der Gleichungen (34.) und (22.)
gibt zu folgender Uberlegung Anlass: Gogeben sei
irgend eine Versicherung, deren Primienzahlung m
Jahre wiihrt, und zwar sei in den ersten & Jahren die
Nettopriimie (P) und die Bruttoprimie (%) und nach
% Jahren die Nettopriimie () und die Bruttoprimie
(B). Die Linmal-Einlage fiir die Versicherung (Netto-
Einlage) sei (4), dann ist

(59) U(‘l)) ' a’m,k{ + l'c(“l)) ' (a"v, al a’w,.’c\) — (A)'

Die Bruttoprémien sollen nach den Ansiitzen be-
rechnet werden

oy | B = (D Pt e
I ® = a4 Ot

wo g, und g, zuniéichst irgendwie von der Versicherungs-
art abhiingen konnen.



I'ir dieselbe Versicherung sei nun eine andere
Wahl der Nettopriimien und der Zuschlige gegeben,
die Bruttopriimie in den ersten & Jahren bleibe hin-
gegen dieselbe, nach & Jahren sei sie ,('B)’, die Netto-
primien seien (P)" und ,(P)’, der Zuschlag f bleibe
derselbe und der zweite Zuschlag sei g/ und g, ; dann
ist also

i ‘[ (B = (14p) (LY 4yt und
| (B = (14p) (PY+g;;3

dabei ist wieder

(62) (P) -8, 5+ (P) - (a,, — a, a) = (&)

Die Zuschlige g und g, sollen nun so gewiihlt
werden, dass sie zusammen den gleichen Barwert be-
sitzen wie die vorhergehenden Zuschlige y, und g,.
Es ist also

(63) fj';) : aw,,’cr +’/I'c ' (a'ﬂ.‘,’lll o a’“’pl‘-‘)
i a’m,k‘l +-(]7c ' (a’x: o a'“! ’,‘"l).
Daraus folgt
(64) (.q(,}mi'yn) a.v, [ — ('(//C __'q;f) (a’ﬂ’, n| a‘”r "J)'
Aus (62.) und (59.) folgt
(65.) [,(P)—o(PY ] 8, 4y == [(PY —(D)] (8., — 8, )5
aus (64.) und (65.)

(66.) o) = (P) . ’(_P_);’ 23

9o Y, I

Durch Subtraktion der ersten Gleichungen von
(60.) und (61.) voneinander erhiilt man

67.) (4R [(P)— (Y] —(g5—9,) = 0
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Infolge (66.) ist deshalb auch
©8)  (145) [(PY —(P)]— (g, 9) = ©.

Durch Subtraktion der zweiten Gleichungen von
{60.) und (61.) voneinander erhiilt man

(69.) (B —(B) = (1) [(PY — (P)] — (9.,
also infolge (68.)
(70) (B = (B); dh

Wird in Gleichung (60.) eine andere Verteilung
der Nettoprimien angenommen, sowie eine andere Ver-
teilung der Zuschlige g, und g,, bleibt hingegen im
tibrigen die Versicherung dieselbe, ebenso der Barwert
der mneuen Zuschlige g und g, so bleibt, wenn
ungeachtet der Anderung der Nettoprimie und des
Zuschlages die ecrste Bruttopriimie sich nicht dndert,
auch die zweite Bruttoprimie dicselbe.

Wenn die Primie sich wihrend der Versicherungs-
dauer mebrmals idndert, so wird unter analogen Be-
dingungen bei Variationen der einzelnen Nettoprdmien
L) und Zuschlige g,, wenn bei letztern der Barwert
derselbe bleibt, die letzte Bruttoprimie nicht variieren,
falls die vorhergehenden dieselben bleiben.

Im Ansatze (3.) wird es deshalb fiir veriinderliche
Priimien ohne Belang sein, den festen Zuschlag £
durch einen veriinderlichen /A, zu ersetzen, also zu
setzen

(L) (B = A+ (L, +1)+ hy,
nur muss neben der Bedingung (40.)

/ (LD+/LDTH R sens = ,f ¢ Doyt = a

D &
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noch die Bedingung

- h() [)Jl —|— I’l,l D:U-l—i —|— 0 8 —I— ]l,g .I)J;,|_5 —l— T
(12) Mol e T D

) = [0
— h . a‘a':, m ([)WJ + _) ' a';v, |

a‘ﬂ.’z‘

bestehen. Durch entsprechende andere Verteilung der
Nettopriimien konnen stets dieselben Bruttopriimien
crzielt werden wie in Bedingung (3.).
Kommen noch die Bedingungen
e Lo s 8 P Cp P
(73.) hy:fot Pyp=h,:f,:}

tf
hinzu, wo ¢ und # alle ecinzeluen Versicherungsjahre
bedeuten, so sind die Bruttoprimien zu den Notto-
priimien proportional.

Nach der Bedingung (72.) wiire in (35.) nicht,
wie es gewohnlich geschieht,

] > o
fﬂ © ==y ['['):L‘—I»I.,' + %
e
zu setzen, sondern einfach
oL
(74.) by = h = y[p_,, £ J,
) a,

wice es in den entsprechenden Formeln auch gehand-
habt wurde.

Wir schen also zum Schlusse, dass der Ansatz (1.)
bei verdinderlichen Priimien zu ersetzen ist durch
L. (B) = (LB [(D) 4]+ b,
wo h, und £, den Gleichungen

fu j)m e fl 123’:"-1 —I;)- j—(t D”"‘H +- _——a und

11
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und im iibrigen den den spezicllen Iirfordernissen ent-
sprechenden Bedingungen geniigen [etwa konstant sind
oder den Netto- oder den Bruttopriimien proportional].

Die letzte der crmittelten Bruttoprimien héngt
nur noch von den vorhergehenden Bruttoprimien ab,
hingegen daneben nicht mehr von der Verteilung der
Nettoprimien und der Zuschlige in den einzelnen
Versicherungsjahren. '

Zwischen den Bruttopriimien besteht niimlich, wenn
(4) die Einmal-Nettoprimie der Versicherung bedeutet,
die Beziehung

Dy
= A+ + o+ b a,

Zum Beweise hat man die Ansiitze I, II und I1I
zu beriicksichtigen und ferner noch die fiir die Netto-
primien geltende Beziehung
Y
O(P) Dm £ 1(P) -Dw-pl"}"z(P) Dw-\-z+ ook t(l)) Dav-l-t" o (A)

D, o
man hat nimlich einfach alle Gleichungen I fiir simt-
liche ¢, nach Multiplikation mit den entsprechenden
Dy miteinander zu addieren und die Beziehungen 11,
TII und V einzusetzen.

Sind die Konstanten o und /4 und die Einmal-
Nettoprimie (4) der Versicherung gegeben, und setat
man zwischen den Bruttoprdmien so viel Beziehungen

LY.
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voraus, dass sie unter Zuzug einer einzigen weitern
Gleichung eindeutig bestimmt sind, so sind sie durch
Beniitzung von Gleichung IV vollstindig bestimmt,
gleichgiiltig, wie im weiteren die Nettopriimien und
Zuschlige in den einzelnen Versicherungsjahren ver-
teilt sind.

Diese Ausfiihrungen seien nun an bestimmten
Zahlenbeispielen zu erliutern.

Man nehme an, zur DBestimmung der DBrutto-
primien diene der Ansatz

- 0,02
(1) OB = 1,08 [(PH&’*‘} +
@,
wo h gegeben ist durch
(2.) h — 0,05 [,pw_{__(?;’%]'

[ Die Formeln werden von hier an mit den gleichen
Ordnungsnummern versehen wie die entsprechenden
Formeln der allgemeinen Ausfithrungen.]

Es ist also ¢ — 0,02, p == 0,03 und y — 0,05
gesetzt,

Als technische Grundlagen diene die Tafel der
17 englischen Gesellschaften und der Zinstuss 3!/3 9/,

Iis handle sich etwa um die Bestimmung der
Bruttopriimie fiir eine gemischte Versicherung ecines
Vierzigjihrigen auf 25 Jahre.

Zuniichst werde dic tiir die ganze Dauer der Ver-
sicherung gleichbleibende Jahrespriimie bestimmt. Hier

ist @ = 40, m = 25, (P) = P 5 = 33,906 %00,
2
P = P, = 24,815 %o, ferner 002 1,354 %o,
10, 25|
0,02

! . = ],,1730/00 und /2. == 1,299 0/00.
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Die Jahresbruttopriimie betriigt also nach obigem
Ansatze

. o T 0,02
%40,25] = 1,03 [P 10, 25| s shees

aﬂw, 95|

]__l__.h = ‘37)617 O/OU-

Wird fiir diese Versicherung keine gleichbleibende,
sondern eine verdinderliche Primie bezahlt, so gilt der
Ansatz

(8) () = 1,03 [(P) 4[]+ h (t—0,1,2 ..., 24)

fiiv die Bruttopriimie nach ¢ Jahren. Dabei ist wieder
h = 1,299°/00, und fiir die f, gelten die Bedingungen
(4. @. und b.), in denen z — 40 und o — 0,02 zu
setzen ist. [I"ir die Bedingung (4. a.) kann auch hier
nach Zweckmiissigkeit eine andere treten.]

Aus diesen Bedingungen folgs

P)y.-D
() fi= (P)-D._F (Pt)(- ; -|-f“.)..+ (P)-’“J)"""O’OQ'
0N T 40 1 41 24N G4

Die Primie fiir die angegebene gemischte Ver-
sicherung fiir einen Vierzigjihrigen auf die Dauer von
25 Jahren sei nun so verinderlich, dass in den ersten
5 Jahren die gleichbleibende lebenslingliche Primie
fiir eine lebenslingliche Versicherung bezahlt werde;
in den folgenden 20 Jahren werde diejenige gleich-
bleibende Jahresprimie bezahlt, die mit der vorher-
bezahlten Priimie notig ist, um den Anspruch auf die
Versicherung zu decken.

Die Netto-, resp. Bruttoprimie in den ersten
5 Jahren sei mit D(P,m, és,{)’ resp. mit 0(5]340’ g;'), diejenige
ab 6. Jahr mit (P, 5, resp. mit ,}(9&10’51 bezeichnet,

In dem in den allgemeinen Ausfithrungen zuerst
angefiihrten Falle ist also z == 40, n = 25, 1 == 100 — =
und & = 5 gesetzt.
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Nach der dort angegebenen I. Methode ist

(6.) Lo = £ = 24,815%0 und
a'-h') «
®) (Pum) =5 a — 9= 7580,000%0
) = &5.30) * Qo
d— ?8;‘)’ - 0,033816 oder
, L]
« "l‘,,-,';.m o .',Vm Q7 Qa0 0/, . .
(9) (Pog) = 2B 59 37990%;
' o &5 30]
ferner ist
14 e P 2 = 0,991°Y% und
( ') /U —= A e ”,O.‘ === U,l /00
10, 25|
(5 Y | Py B0,6/\ | 0’0_2_4__
A Uy —
10, 25 &, 25| 10, 5|
— 1,618 %ao.

Da /= 1,299 ist, so sind gemiiss Ansatz (3.),
wo noch (P) == (P) — ... = (P) etc. ist, die
Bruttopriimien bestimmt durch

o(Biy 31) = 1,08 (P, + i) +h = 27,879% und
$(PFuo, ) = 1,03 ((Py, a) o)+ R = 41,992 %00,

Nach der II. Methode ist wieder
o(Pro. 35) = Py = 24,815%00 und (P, 5) = 87,990 %00,
dagegen ist (die Bedingung (4. a.) und damit (5.) gilt
nicht mehr),

%02 = 1,178%s und

aIO

(17.) f, =
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; g0, 5
] e it
(19) 7 — - B0 0,02 — 1,436 %/90,
! &y, 2 a’-LO,5|
hingegen ist wieder & — 1,299 °/o0.

Diese Werte in Ansatz (3.) eingesetzt, gibt
(16.) ()(G‘Btlo,'ﬂ'ﬂ) == Py == 28,066 /0o und
(22.) (P, 55) = 41,908 %/oo,

welche Werte von den vorhin berechneten der 1. Me-
thode ein wenig abweichen.

Die III. Methode ergibt

0,02
b+ A
(29.) D(Ptm,?'?l) 1——:}—“"0;@ - Py == 24,989 %00,
.
A ]1 ! 4,,+0,02 Ay, r;]ll
40, .Tu|l +0, 02 g [
£ S l() 25] 40
1) 5(P‘“)’ 55]) o Ao, 551~ Quo,5)

= 0,049141 |1 — 0,85128 - 0,26842] = 37,912 %o,

sowie
4002 0,02
(30) f, =" o 2 0,998 %00
’ }0 25 + D 02 a'_l.() ’ ’
‘ 0,02  a, . 0,02
o) £, [1— ot g
) m 25| +0,02° B0 1 By 5517 Ayp 5

= 1,514 %00
also ist nach Amsatz (3.), da wieder h = 1,299 % ist,
(24.) (P, 55)) = 28,066 %00 und
(34.) J(Bro 35) = 41,908 %oo.
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Die Bruttoprimien sind also hier dieselben wie
bei der II. Methode, hingegen ergeben sich fiir die
Nettoprimien und Zuschlige 7, und f, andere Werte.

Fir die praktische Anwendung ist die II. Methode
massgebend, bei der in den ersten 5 Jahren Netto-
und Bruttoprimien so gerechnet sind, als ob es sich
um die lebenslinglich zahlbaren Primien der lebens-
linglichen Versicherung handelte.

Hin und wieder wird fiir die Primie ab 6, Jahr
nicht der Zuschlag

| 0,02 .
B == 0,08 (1’m+ é,‘) — 1,299 %,
40
angewendet, sondern der Zuschlag, der dem um 5 Jahre
hohern Alter entspricht, niimlich

(35)  h. =— 0,05 (Pk+9’9?) — 1,566 %oo.
’ Ty

Dadurch ist die Bruttoprimie ab 6. Jahr nicht mehr
S(Byo, 551) = 41,908 %00, sondern (B, ) == 42,175 %00,
also ein hoherer Betrag. Wie in den allgemeinen Aus-
fiihrungen erwithnt wurde, ist es aber nicht zweck-
miissig, die Grosse h, von A auf diese Weise ab-
weichen zu lassen. Setzt man néimlich x = 40, %k =— b,
p == 25 und » == 25, so hat man offenbar die ge-
wohnliche gemischte Versicherung auf 25 Jahre mit
der gleichbleibenden Nettopriimie £ g5 33,906 %oo.
Wiihlt man nun nach obiger Art i, == 1,566 °/o0, so er-
hiilt man als Bruttopriimie nach 5 Jahren B — 37,884 %/00,

trotzdem man nach gewdhnlicher Berechnungsart die
Bruttoprimie (P,, 4) == 37,617 D/oov fiir die ganze Ver-
sicherungsdauer erhilt, zu welchem Resultate man auch
nach unserer Methode fiir z =— 40, b = 5, u = 25
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und % = 25 gelangt, wenn man A == h = 1,299°0
setzt, den Zuschlag h also unveriindert lisst.

Nun betrachte man wieder eine gemischte Ver-
sicherung eines Vierzigjihrigen auf 25 Jahre, deren
Primienzuschlag sich nach 5 Jahven dndert; die
Priimie ab 6. Jahr sei nun um 20°/y niedriger als die
Anfangsprimie.

In dem weitern Beispiele der allgemeinen Aus-
fiihrungen sei also x = 40, » = 25, k — 5 und
¢ = — 0,2 gesetzt.

Zur Berechnung sind dort zwei Methoden ange-
geben. Nach beiden derselben erhiilt man fiir die

Bruttopriimien (es ist wieder s = 1,299 °/50):
(S:" == 1703 (A-IO, 23] +0,02) +a,, 2| ‘
o\ ™40, 25| 0,8 a,, 5] + 0,2 &40, 5]
0,5554
(48.) — )QO;ZBE = 43,639 °/oo
und
(58.) % 103 0,8 (A_m‘m +0,02)+0,8- By, 55] h
5Puo, )7 0,8 a,, TR 0,2 &, |

== 0,8 - 0(%40, le) = 34,911 %0.

Nach der ersten Methode sind die Nettopriimien
und Zuschlige (ausgenommen /2) explicite nicht ange-
geben, da diese Nettopramien praktisch nicht verwertet
werden, sondern nur diejenigen nach der zweiten
Methode. Nach dieser ist

A

pcpe N — 10, 25| . 39.333 0
(55.) o(Pdo, 251) 0,8 8471 0,2 E 39,333 °/oo

und

(50.) (Pm 55 = = L8 - D(Blo,z‘a‘[) = 31,466 /00,



’ 0,02
H ‘, 3 _— 1 ?7 0
(56) /) 0.3 8 oy 0,2 80y 071 %00 und
[y = 0,8 f, = 1,257 %/oo, sowie
Qe t D B
(G7) - = ~ 11,5070 und

0 018 a’m,éb’i +O?2 a‘ao, 5]
hoo= 0,8 I, = 1,206,

Setzt man diese Werte in Ansatz (3.) ein, in dem
h durch hg, vesp. h  zu ersetzen ist, erhiilt man die
durch (48.) und (58.) angegebenen Bruttopriimien.
(Abweichungen um ecine Finheit in der letzten Stelle
sind infolge der Abrundungen unvermeidlich.)

[n den hier angefithrten Beispielen und betrach-
teten Methoden (ausgenommen, wenn gemiiss (35.) A,
nach dem Alter 45 statt 40 gerechnet wird, was, wie
zu erschen war, beim Ubergange der verinderlichen
Priimienzahlung zur gleichtormigen zu Widerspriichen
fithrt), gelten die am Schlusse der allgemeinen Aus-
fithrungen angefiihrten Gleichungen I bis V, in denen
stets §==0,03, a =0,02, y =0,05; =40, m = 25,
(4) = Am,ﬁ ziw setzen ist; ferner fallen fir die
Grrossen (P), P, £ und b die durch die Indices 4, 3,
2, 1, 0 bezeichneten Werte miteinander zusammen,
chenso die durch die Indices 24, 23, ...
zeichneten Werte.

Die Gleichungen I bis IV lauten demgemiiss fiir
die betrachteten Beispiele

L (B — 1,08 [(P)+7,]+ Ry und
o(P) = 1,08 [(P)+/]+ Ay

IL 7, - 0,51 15 [Buo, 55 — Quos] = 0,02

-

7, 6, 5 be-
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L, hg ) &.1(),5]—{-}2’5 [a'alo.ég] - a'.m‘5|j_l

o, 0,02
0,05 {P =

10

]'a.m g = 0,001299 a,, 5 =0,01918

0, 3]
10

V. O(Sl;) ' a,{lo’5|—|—=_)(5jr$) I:a’-l(), 25 a’»mﬂ‘l
= 1,03 I;‘LL-LO,EE‘I -+ 0,027\ + - a — 555,46 °/o0

10, 25|
zur Bestimmung der Zuschlige und der Bruttoprimien
und fiir die Nettoprimien gilt die Gleichung

Vo o) - B, >t+ (L) - (a“m, o a’m,ﬂ) = 4
—= 500,66 °/o0.

40, 25]

[n diesen Gleichungen ist noch
Q5 = 457812 und A 5n a5 = 10,18819.

[st fiir die Bruttoprimien () und () noch eine
weitere Bedingung gegeben, so sind sie durch die
Gleichung TV bestimmt, migen auch fiir die Netto-
primien und Zuschlige noch mchrere Lidsungen in
Betracht kommen, wie wir aus dem ocrstangefiihrten
Beispiele mit veriinderlicher Priimie nach der zweiten
und dritten Methode und aus dem zweitangefiithrten
nach der ersten und zweiten Methode gesehen haben.

Im ersten Beispiele lautet die zu IV hinzutretende
Bedingung (B) == P, = 28,066 °/os, im zweiten Bei-
spiele [(B) = 0,8+ (). Aus je einer dieser Bedingungen
und der Gleichung IV erhilt man die in (16.) und
(22.), resp. (24.) und (34.) und die in (48.) und (58.)
angegebenen Werte. Im ersten Falle erhilt man
néimlich aus IV und () = 28,066 °/oo,

0,55546 — 0,028066 - &

10, 5]
. — 41,908 /oo
;)(SE) a{[()! 95| _‘*a"i(h | ’ ’

|
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wie in (22.) und (34.) angegeben ist; im zweiten Falle
erhiilt man aus Gleichung I'V und aus (F) == 0,8 - ()

o) = G8a O’:.)i:jlg G 43,639 Y und
’ 10, 25| ) 10, 5|
(B = 0,8 (B) = 34,911 */on,
wie in (48.) resp. (58.) angegeben ist.

Zum Schlusse sei noch ein Beispiel angefiihrt, in
welchem sich nun die Priimie jihrlich éndert: Gegeben
ist wieder eine gemischte Versicherung cines Vierzig-
Jiihrigen auf 25 Jahre; es ist diejenige Anfangsbrutto-
priimie zu berechnen, die ecrforderlich ist, wenn die
Bruttopriimie jedes Jahr um 3 °/, ihres anfiinglichen
Betrages abnimmt.

Die Gleichung IV der allgemeinen Ausfithrungen,
die zur Grundlage fiir unsere Bruttopriimienberechnungen
geworden ist, lautet hier

v Q(S‘B) 'i).m ¥ |(S‘B) '-{)7.171 oot .:(S”B) * ‘D.10+t + T + M(B’B) 'Dm_
| Do

1,08 [y, 7+ 0,021+ B+ 8y, g == 555,46 %on.

Die Grisse & und die ganze rechte Seite der Gleichung
ist dieselbe wie in den vorhergehenden Beispielen.
In unserer Aufgabe bestehen zwischen den 25
Jahresbruttopriimien ausser dieser Gtleichung IV nach
Voraussetzung noch die 24 Beziehungen

{P)=[1—1-0,03]- () [1=1,2,3...,24]
Unter Beriicksichtigung dieser Gleichungen ergibt sich
aus [V

o(B) [1,08 (Nip— Niz) — 0,08 (81— S5 — 25 Nes)]
Dy,
— 0,55546 ;
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daraus ist die Anfangsbruttopriimie

PB) = 0755‘5359 - D LN e
il 1,08 Ny — 0,28 Nz — 0,08 (8o — Sis)
- (),55546_.
-~ 10,6208

= 52,3 0/00‘

‘Die Bruttoprimie nach ¢ Jahven betriigt demnach
t(g‘B) — (1 == ()308) ' 5273 0/007 (t = 07 11 21 vws 24'
und die jithrliche Primienverminderung betriigt 1,569 /oo.

Zu diesen Bruttoprimien gelangt man bei mannig-
faltigen Verteilungen der Nettopriimien und der Zu-
schliige auf die einander folgenden Versicherungsjahre.
Nehmen sie jedes Jahr ebenfalls um 3 0/y ab, so betriigt
die Anfangsbruttopriimie

(B e : A.lo, a5+ Do
= - 1,()3 iv:[o - 0,28 Mii’: - 0303 (Aq.l() "— !S’{',r))

~0,50066
10,6206

die folgenden Nettoprimien sind damit bestimmst durch

(L) = (1—1-0,03)-47,14 °/op; im Ansatze

L () = LO3[(P)+ 1]+, ist dann
fi=0—1%-0,08)-f, und h, = (1—1¢-0,03) &,

und die Gleichungen IT und III der allgemeinen Aus-
fithrungen ergeben

Il 7, - 10,6206 — 0,02 und
LI By - 10,6206 == h - &, . == 0,01918,

= 47,14 %/p0,

woraus folgt

/'0 = ]_)883 0/00 und h’() == 1)806 0/00'



Damit sind auch die Werte f, und /%, bestimmt, und
setzt man alle diese CGrossen in den Ansatz I ein,
erhiilt man die angegebenen Werte der Bruttoprimien

(B) = (1—1t-0,08) - 52,3 */on.

Man kann nun aber auch annehmen, dass die
Zuschlige f, und %, jihrlich diesclben bleiben und die
Bruttopriimien doch jihrlich um 3 °/o abnehmen. Bei
Beniitzung der Gleichung IV miissen dann die Brutto-
primien die ausgerechneten Werte erhalten, die Netto-
priimien miissen jedoch andere werden.

Es sei also f, = /" und h, = h, der Ansatz |
wird also zu

L) — 1,03 [(P)+ 7]+,
die Gleichungen II und IIT ergeben

I f - a5 = 0,02 und
o _ 0,02
LA g g = 005 [2, + 2 =] 8w
a‘rl()
und daraus ist /== 1,354 °/o0, wiec wenn die Préimien-
zahlung gleichbleibend wire, und wieder A =— 1,299 %/o,.
Die Bruttoprimie ist direkt aus dem Ansatze I'V

bestimmt worden, und die Nettoprimie ergibt sich aus
derselben und aus dem Ansatze [ zu

Wy -
D
dF) = = 1,03 /
(L—¢ - 0,03) - ;),(())523 — 0,001299 4 501554
?

oder [(P) = 48,162 %/o0 — ¢ - 1,528 %/oo.
10
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Die Anfangsnettopriimie ist also (£) == 48,162 °/so
und die jihrliche Abnahme zirka 3,16 °/o derselben,
Ansatz I ergibt selbstverstindlich wieder die Brutto-
primie

(B) = (1—1¢ - 0,03) - 52,3 %oo.

Aus diesen Ausfiithrungen ersicht man, wie man
bei verinderlicher Primienzahlung durch Beniitzung
der Gleichung IV die Bruttopriimicn eindeutig be-
stimmen kann, falls zwischen diesen Bruttoprdmien
geniigend weitere Beziehungen bestehen; dabei konnen
die Nettopriimien und die Zuschlige noch auf mannig-
fache Weise auf die Priimienzahlungsdauer verteilt
werden.
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