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Bestimmung von Bruttoprämien bei veränderlicher

Prämienzahlung nach Ansätzen, die zunächst nur fiir

gleichbleibende Prämienzahlung aufgestellt sind.

Von Dr. pliil. E. Göring, Mathematiker
bei der Schweizerischen Rückversicherungs-Gesellsehaft.

Die Bruttoprämien werden öfters, besonders im

Ilückversicherungsgeschäfte, aus den theoretischen

Nettoprämien nach einem für alle Fälle festgelegten
Ansatz bestimmt. Dieser hat gewöhnlich die Form

(1.) (iß) + /?)

Ö

a
7t ;

dabei bedeutet (P) dio theoretische Nettoprämie nach
der festgesetzten Grundlage und (p) die Bruttoprämie
der vorgegebenen Versicherung. [In diesem Aufsätze
sollen, wenn nichts anderes angegeben ist, die inter-
nationalen Bezeichnungen der Vcrsichorungstcchnik
gelten.] wi bedeutet die Dauer der als gleichbleibend
vorausgesetzten Prämienzahlung. « und ß sind positive
Konstante (echte Brüche) und /< ist in der Regel be-
stimmt durch

(2.) A =y(p„+£),
wo y eine positive Konstante (<' 1) und die lebens-
längliche Prämie für eine lebenslängliche Versicherung
bedeutet, a ist dieselbe Konstante, die auch in (1.)
vorkommt. 7r ist also nur vom Boitrittsalter, nicht aber
von der Versicherungsart oder -dauer abhängig. | P^ ist
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hie und da ersetzt durch P.,..*..- oder ähnliche Aus-
drücke, nämlich dann, wenn Versicherungen mit höhern
Bndaltern als 85 etc. nicht in Betracht kommen.] Der

ft
Zuschlag im Ansätze (1.) hat offenbar den Sinn,

inj

dass ein Zuschlag zu wählen ist, dessen Barwert für
alle Prämienzahlungen zusammen immer gleich « ist;
denn es ist

a

Ist nun die Nettoprämie für die Prämienzahlungs-
dauer nicht mehr gleichbleibend, sondern während den
einzelnen Versicherungsjahren verschieden, so wird man
wohl den Zuschlag Ä unverändert lassen [falls man es

nicht vorzieht, ihn in anderer Weise auf die Prämien

zu verteilen, wie wir später sehen werden], hingegen
ft

setzt man statt des Zuschlages einen Zuschlag
mj

ein, der für die einzelnen Versicherungsjahre zu den

entsprochenden Nottopriimien proportional ist, und
dessen Barwert wieder gleich a ist. [Für die erste

Bedingung kann nach Zweckmässigkeit eventuell eine

andere treten.]
Ist also die Nettoprämio nach t Jahren (P), so

ist die zugehörige Bruttoprämie ('[>) bestimmt durch

(3.) ,Cß) (1 + 0 G(P) +/;) + *;
dabei ist /« wieder bestimmt durch Gleichung (2.), und

für die gelton die Beziehungen

ja] „(P) : ,(P) : : ,(P) :

® "57 ~
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Daraus ist

W ^ ^^ ^p^+ ^+... ' «

Als wichtiges Beispiel oiucr solchen Versicherung
mit veränderlicher Prämienzahlung sei folgendes an-

geführt : Gegeben sei eine Versicherung für einen

x-jährigon auf die Dauer «. Die Prämie sei in den ersten
Zc Jahren so bemessen, als wenn die Dauer der Ver-
Sicherung ,u wäre; nach /c Jahren werde für die fol-
genden (w— /f) Jahre diejenige gleichbleibende Prämie
bezahlt, die mit der vorherbezahlten Prämie nötig ist,
um don Anspruch auf die gemischte Versicherung zu
decken.

J. JfeZhotZe; Die Nettoprämie in den ersten
/r Jahren ist

(6.) P„| -
die Nettoprämie in den folgenden (« — &) Jahren sei

dann ist

^•) ^ + fc(^v»|) ' (V*l — 4*,«j.

*^3î. wl 77l
* a„

woraus folgt

(80 ,(^,)
a

'5 "I
__

•'•',."1
_ V t]

Ji| fc|

— fc| ^

was sich nach einiger Transformation ergibt.

Man kann auch annehmen, obige Versicherung
sei zunächst auf die Dauer /t abgeschlossen worden

und nach /r Jahren werde sie unter Kcserve-Anrechnung
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in eine Versicherung auf clie fernere Dauer (« — /c)

umgewandelt. Daraus folgt unmittelbar

A -, K
/Q \ / t> \ aj+fc, w— /f| Ä: a?, ,<i|

v-* fc(Pc,räj) „ __iE+fc, «—Ä.'|

Über die Identität der Ausdrücke (8.) und (9.)
kann man sich durch Umrechnung leicht überzeugen.

Die beiden Bruttoprämien und
sind nach (3.) gegeben durch

' 0 • o(^®, *|) 1 + Ä [P„_ „ | -f /;] + h und

(1 1.) — (1 + /I) f.fc(Paj,»|) + //J +
wo Ä durch (2.) gegeben ist, und wo nach (5.) bei
einfacher Umformung

Unter Berücksichtigung von (7.) ergibt sich daraus

(14.) r„ 4^- • Pr XT- ' « -*
a;, w|

I ,w| ^;c, fc|

(15.) y "I /'i
ß

fc|

«| ' «| fcj

Hier sind, wie hervorzuheben ist, die dem Gliede
C(

— entsprechenden Zuschläge proportional den ent-

sprechenden Nettoprämien berechnet.

Q
au w
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IJ. ./Yetf/iode: Man wird im Gegensatz zu oben

Gefundenem in der Regel annehmen, dass die Brutto-
prämie in den ersten /c Jahren analog wie die Netto-

prämie die Bruttoprämie für eine gemischte Versicherung
auf ,w Jahre ist, also

(1®-) oCP., ü) ($«,J|) (H"Ä H + —j + 4
also in Abweichung von (14.)

(i7.) 4 -
Die Zuschläge /) und 4 können nun nicht mehr

zu den Nettoprämien proportional sein, hingegen muss
noch die Bedingung gelten, dass der Barwert dieser
Zuschläge gleich a ist; d. h. es ist, wenn man noch
für 4 seinen Wert aus (17.) setzt,

Vw ' 4», + 4 (a,,üi «.

Daraus folgt in Abweichung von (15.)

1
*4 M

(19.) 4 **•»
a», «j a«, rj

Setzt man diesen Wert in Formel (11.) unter Berück-
sichtigung von (8.) ein, so erhält man

^ ^

(4»,»i + ") — (^»,-,71+ a" )a,«,A:|

.-A,«) =(!+/»)— - -1——saz—+*.
Bringt man also (8.) in die Form



— 122 -
ho hat man, um jcOftc, n|) erhalten, hierin durch

«]-(-«) sowie +,._ durch A,, „ |-|-« zu ersetzen,
das Resultat mit (1 + /Î) zu multiplizieren und I, zu
addieren. Zum gleichen Ziele kommt man auch, wonu
man im zweiten Ausdrucke für ,.(1+,,|) in (8.)

mit (1+«) multipliziert, den ganzen Ausdruck hernach
mit (1-4-/0 nnd wieder A dazu addiert. Es ist also

^ ^

(+c, «] + «) —(-+,,,j+«)'77
Ä,) (1-1-/0

Ac, Ai

(i+/0
w—fc'j ' /t|

+ Ä«

Iii. iUe^/ioIe.' Will man bedingen, dass die Brutto-

prämie in den ersten /r Jahren gleich der Brutto-

prämie einer gemischten Versicherung auf /t Jahre

ist, und sollen doch die Bedingungen (4.) resp. (5.)

gelten, so kann die Nettoprämie „(P_, in den ersten

/r Jahren nicht mehr P -, sein, sondern es gilt nur
œ, ,«| ' ^

noch die der Gleichung (7.) analoge Bedingung

(2>'-) o(^»,n|) ' Ac, ?c| + fc(-^a!,M|) (Ab,»| " Ac, fc|) Ac,?i|'

Dabei ist nach (10.) und (16.)

(24.) o(^<B,Äl) ^ ^ [o(^, n|) + / o] +

- (1+0 +c, ,«| +
Ae, ,«l

+ /(, also

(25-) o(+v«|) + /o • + o
Ac, ,-<!
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Weiter ist analog zu (12.)

(26.) /'
n|)

fc(^œ,n|) (®œ,«| £))

und ZU (13.)

(27.) 4 —
A^V»J)

o(^x,n|) ^x,7c] ~H fcC^x,n|) (^x, m| ^x,fc|)

Vus den Gleichungen (23.) und (26.) ergibt sich

(2H.) 4

und aus (25.) und (28.)

o(^a?, w|)

a a
œ, n

P ,+ —— 14- "
X,/l| I a ~Q ./l

(29.) (7' V """I ®>ÜL pi ' ov a,»; „ »,*«i
14. «

14-

und

(30.) 4 • « - PTT —
Aus (23.) und (29.) folgt

i 11 - A,i+« 5,

<"•> "*•"
fcl I

'®t ,«1 J

a,, «] a^ j.|

und aus (27.) unter Berücksichtigung von (23.) und (31.)

(32.) 4
1 __

a^,-,

4»,»n + " a^ g
^"a?, fc|

«
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Diese Werte in (11.) eingesetzt, gibt

ATJ \
' a.«M X."l' I

oder

»| ^a?, 7c|

&œ, fc|

(4b/ïï| + <*) ~~
,.| + ")

a
(31-) ,(¥„„;) =H+/>) «L + '<

^a?, w| ^*aj, Äff

(i+/0
Q-ai + fc,^ P + «)

_
'

+ /i.
•"oj+fc, n—fc|

Wie man sieht, stimmt der Ausdruck für ^.(^ ^) nach

(34.) mit dem Ausdrucke nach (22.) überein; d. h.

nach der zweiten und dritten Methode erhält man
gleiche Bruttoprämien, trotzdem die Nettoprämien von-
einander verschieden sind.

In ZcowÄreZm JWe» wird man nach der zweiten

Methode rechnen, d. h. die dem Gliode —-— ent-
»i

sprechenden Zuschläge nicht proportional den Netto-
prämien wählen; die dritte Methode zeigt uns, dass

man zu den gleichen Bruttoprämien kommt, auch wenn
man diese Zuschläge proportional zu den Nettoprämien
rechnet, falls man letztere selber in anderer Weise auf
die Prämienzahlungsdauer verteilt.

Die Grösse Zi wird übrigens in der Regel für die
Prämie nach Zc Jahren nicht für das Beitrittsalter tu,

sondern für das Alter (o; —7r) genommen; man setzt also

(35.) Zij. / (pfc ' l œ-t-fe I o

Dabei ist zu bemerken, dass, wenn u « gesetzt

wird, der Zuschlag Zi^ doch von Z< verschieden ist,



also auch die Bruttoprämio nach fc Jahren von der

Anfangsbruttoprämie abweicht, trotzdem die Ver-
sicherungsart im übrigen zur gewöhnlichen gemischten

Versicherung auf « Jahre wird. Indem also die go-
mischte Versicherung nach Zc Jahren eigentlich in sich

selber transformiert wird, da — « bleibt, die Änderung
also eine rein formolle ist, wird die Bruttoprämie doch

erhöht. Sollte es also zweckmässig sein, für /« J w den

Zuschlag h nach 7c Jahren zu erhöhen, so müsste es

auf eine Weise geschehen, dass nicht so sehr von
/c, als vielmehr von der Ungleichheit von ,u und «

abhängig ist, und für />. « müsste //,, /» werden.

Als weiteres Beispiel sei eine gemischteVersicherung
auf die Dauer « gegeben, deren Bruttoprämie -j)
nach Zc Jahren sich um den (1 —f- 93) - fachen Betrag der
Anfangsbruttoprämie „(iß^ ändert. Es sei also

(36") *(¥„,*,) (l + v)o(*W>
dabei ist irgend oine positive oder negative Grösse,
nur muss </> >• — 1 sein.

Z. MeZ/ioc/c : Nach Ansatz (1.) gelten wieder die
Gleichungen

f o('\«1) (1 -f /0 ,,|) + /"„] + Ä und

I A„,) + +
für /< gilt wieder Formel (2.)

^ + "f
für die Nettoprämien „(P^) und Formel (23.)

n(^a»,»|) ' «|) ' (®to, «1 fc|) ' ®i»l'

(37.)



hingegen kann ,,(P^„|) nicht das (l-j-<p)-fache von

o(4»,*j) ^in.

Aus (5.) ergeben sich für /j, und /). wieder die

Gleichungen (26.) und (27.), die sieh infolge von (23.)
schreiben lassen:

(38.)

/' • « und" A -1

4 - «

Diese Werte in (37.) eingesetzt ergibt

iOJV«|) " (l+Ä (l + 3^7) • o(-4;,n|)+^ und
\ o?, M| /

($*,h|) ('+/')('+ ,|
' + 4

\ w|/

aus Gleichung (36.) folgt demnach

(40.) (l-f/<) (1 +/ • )"M
V «t,»| '

(i + v){(i +4 (i+i^j) • <>(4, ,<,)+/'} oder

(41.) (1+0 (t+-JÎ-) j,(P, „) _(!+
/«.

Aus der oben angeführten Formol (23.) ergibt
sich analog zu (8.)

<»1 wl) ' & ~
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w A.I

_ ''-.ly« 7 o(^,»i) ' [(t+y) • a,,„ - '/ • a^il
MI 7c|

Diosoti Ausdruck in (41.) eingesetzt:

(44.) /p \
(i+0 t-L„I+«) • [1 -°V^{( ' + ?') * a,.»I ' • a, t|}"l

a?, w|

?"*-{V»| odor

(«•) a+/o (i+3^-) Ä„)\ V«K

_(1+/>') i +_«) '/' • & • (a„,„| — a^fc|)

(l+<p) v^, — ?» a^j.

Aus (42.) und (45.) folgt

(JO.) (1+0 ^)
_(' + /») (4+y) (Ac, m + «) + '/ • Ä a^,,|

0+7) • a.,,., •-'/ • a.,.'.',

Die Werte (45.) und (46.) iu (39.) eingesetzt,
ergibt

au >'+^)K,»i+") 7 •/'•A,„. -a,,,)
" (4 (-'/)• a,, „ '/'• a,. J.

und

r«? \ -
' " 'a_ «il ") + 7" ^ ' a^;, fc[ ^

A ^|/ f I _L_ /v-A Q /Y) 51(1 + <P) • a^si — 7 a», j.|

oder, diese Ausdrücke transformiert,
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,<|!
(4*,r>| +«) + a • /t

Aii ^ O'/OO :'/)(••',,» '0(1'/) a,.,,-/'
* ~

(W</) • a^,»| —v '

(1-f-qs) o($œ,„])

wie es auch nach (36.) clor Pall soin muss.

/i. Merode.- Nehmen wir in diesem Beispiele an,
dass sich nicht nur die Bruttoprämio nach 7c Jahren
gegenüber der Anfangsbruttoprämie, sondern auch die

Nettoprämie nach 7c Jahren gegenüber der Anfangs-
nettoprämie um den vorgegebenen Botrag (l + <p) vor-
vielfacht, so können wir in den beiden Gleichungen
(37.) das 7j nicht mehr unverändert lassen, sondern man
hat xu setzen

(49.).
o(^œ, ,»|) (H"£> C,(P.,.|) +./(,] + Ä„ "'«1

' 4+ /0 +/,,]+ V
Dabei ist wieder, wio (36.) angibt

aber os ist auch

(50.) ^Äi) (l+ «P) o(-P-.»|),

und deshalb nach (4. a)

(si.) 4 a-f-v) • /;.=

dann muss aber auch, damit die Gleichungen (49.)

möglich sind,

(52.) \.= (l + 9»)->'o

sein.
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Wir haben nun angenommen, dass der Barwert
der Zuschläge und /). zusammen gleich « ist, d. i.

(53.) /„ • a^,,| + 4 (^. „| — a-», &|) —

entsprechend nehmen wir auch an, dass der Barwert
der Zuschläge + und 7ij, zusammen der gleiche bleibt,

als ob der Zuschlag 7 für die ganze Vor-

siclierungsdauer der gleiche geblieben wäre, d. h.

(54.) 7»o • +,»i + A • a,,„.

a,;, riI '

Es gilt selbstverständlich wieder Formel (23.)

o("^a;, -w|) ^aj, &| fc(^ai,w|) (^*a?, «| ^a?, fc|) "^"a?, w| 5

in Verbindung mit (50.) folgen für die Nettoprämien
die für unsere Versicherungsart bekannten G leichungen

(1+?')
^»,»1; (I + ./J-+; • -a.,,/
/c(^tc, w|)

aus (51.) und (53.) folgt

(56.) — " und
H'/O • a,, „| — c/ • a^j.,

__
'

i+f/0 «
/*: (1 + y) • a^s| — 9' a^jtf

aus (52.) und (54.) folgt

zr.7 \ /; -
"I—^ und(«7.) '« (i+y) ^ - 9 • a^fcf
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_ (i+y) •

~ U+îp) a».«i — v ' a,.7!I V «a!,®!

Setzt mau alle diese Werte in (49.) ein, so erhält
man

(58.)

au - (4».»l + °) + "*,»i *
**' " ('+•/) »„„-»a,,,,

1=
(1+1) (i+y) (Ar,m+«)+(i+y) a,, .„I- A

"

(i+y) 9

Diese beiden Gleichungen sind mit den G leichungen
(48.) übereinstimmend, man erhält also trotz der Ver-
sehiedenheit der Nettoprämien nach den beiden Methoden
für die Bruttoprämien dieselben Resultate.

Die Identität der Gleichungen (58.) und (48.),
ebenso wie diejenige der Gleichungen (34.) und (22.)

gibt zu folgender Überlegung Aulass : Gegeben sei

irgend eine Versicherung, deren Prämienzahlung m
Jahre währt, und zwar sei in den ersten 7c Jahren die

Nettoprämie (P) und die Bruttoprämie ^(j3) und nach
7c Jahren die Nettoprämie ,.(P) und die Bruttoprämie
,.(iß). Die Einmal-Einlage für die Versicherung (Netto-

Einlage) sei (A), dann ist

(59-) „(-F) * + • (a„. — a,. ,|) (A).

Die Bruttoprämien sollen nach den Ansätzen be-

rechnet werden

| ,(Rj (l-h/0 • :.(/')+.</, unci

1 „TO 0+1» «(+>+f«.

wo und </j, zunächst irgendwie yon der Versichorungs-
art abhängen können.
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Für dieselbe Versicherung sei nun eine andere
Wahl der Nettoprämien und der Zuschläge gegeben,
die Bruttoprämie in den ersten 7c Jahren bleibe hin-

gegen dieselbe, nach 7c Jahren sei sie die Netto-

prämien seien „(P)' und ,.(P)', der Zuschlag /7 bleibe
derselbe und der zweite Zuschlag soi ^ und r/j. ; dann

ist also

I »C£) C- + /0
(61.)

1 ,(?)' (1 + /0 ,w+7/;.;
dabei ist wieder

(62.) „(P)' a^ + ^P)' • (a„„! — a^,,|) (A).

Die Zuschläge //^ und sollen nun so gewählt
werden, dass sie zusammen den gleichen Barwert bc-
sitzen wie die vorhergehenden Zuschläge // und
Es ist also

(63.) • a„,A..|+//[. • (a^„| — a^j.)
V, • a^-fy,, • (a^.„| — a^,.|).

Daraus folgt

(64.) (//;, -//„) a, - (.V, //;.) (a,,- a,_,

Aus (62.) und (59.) folgt

(65.) [„(P)-„(P)'K,„ .[„(P)- -,(P)](a,,„-a,,,):
aus (64.) und (65.)

.,(*) „(/>)' ,(/T -,,(/>)
(66.)

77(> 77o 77,, — .(7,,

Durch Subtraktion der ersten Gleichungen von

(60.) und (61.) voneinander erhält man

(67.) (1 + /0 [o(P) -„(P)'] - (77; —^o) "•



Infolge (66.) ist deshalb auch

(63.) (1 + /0 [,(P)'-^)] - (.V, - o.

Durch Subtraktion der zweiten Gleichungen von
(60.) und (61.) voneinander erhalt man

(69-) ,(fV -,fh) (1+«[,(P)'-,(P)] - ('/, .'7[),

also infolge (68.)

(TO.) ,(?)' ,0?); d.h.

Wird in Gleichung (60.) eine andere Verteilung
der Nettoprämien angenommen, sowie eine andere Ver-
teilung der Zuschläge ^ und bleibt hingegen im
übrigen die Versicherung dieselbe, ebenso der Barwert
der neuen Zuschläge /jf und <7^., so bleibt, wenn
ungeachtet der Änderung der Nottoprämie und des

Zuschlages die erste Bruttoprämie sich nicht ändert,
auch die zweite Bruttoprämie dieselbe.

Wenn die Prämie sich während der Versicherung«-
dauer mehrmals ändert, so wird unter analogen Be-

dingungen bei Variationen der einzelnen Nettoprämien
,(P) und Zuschläge </^, wenn bei letztern der Barwert
derselbe bleibt, die letzte Bruttoprämie nicht variieren,
falls die vorhergehenden dieselben bleiben.

Im Ansätze (3.) wird es deshalb für veränderliche
Prämien ohne Belang sein,, den festen Zuschlag /t
durch einen veränderlichen 7^ zu ersetzen, also zu
setzen

(71.) ,0P) (l-,,;> (/Vf/,)
nur muss neben der Bedingung (4&.)

/'» 'A + A + •+/« + • • •— "
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noch clie Bedingung

(72.)
7<0 /lj; + /«I Mt+ 1 + + P. A 4~ • • '

• a „

A
7 ^Pas 4" X m|

bestehen. Durch entsprechende andere Verteilung der

Nettoprämien können stets dieselben Bruttoprämien
erzielt werden wie in Bedingung (3.).

Kommen noch die Bedingungen

(73.) ' * — V • ZV •

hinzu, wo £ und t' alio einzelnen Versicherungsjahre
bedeuten, so sind die Bruttoprämien zu den Netto-
prämien proportional.

Nach der Bedingung (72.) wäre in (35.) nicht,
wie es gewöhnlich geschieht,

A I-/,: +
zu setzen, sondern einfach

(74.) A, /t - A 4-

wie es in den entsprechenden Formeln auch gehand-
habt wurde.

Wir sehen also zum Schlüsse, dass der Ansatz (1.)
bei veränderlichen Prämien zu ersetzen ist durch

L <Cß) (i + /^) [j(P) 4- /i] 4- A
wo A, und /) den Gleichungen

Ao ^+ /'i A,H 4- • • 4- /'< A+« 4-
II. A

und
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j-jl
Äo A_+_hl A+l -("••• ~f" /'< -0®+« + • • •

A:

/' • a —iX-, w! p, +
und ira übrigen den den speziellen Erfordernissen ent-

sprechenden Bedingungen genügen [etwa konstant sind
oder den Netto- oder den Bruttoprämien proportional].

Die letzte der ermittelten Bruttoprämien hängt
nur noch von den vorhergehenden Bruttoprämien ab,
hingegen daneben nicht mehr von der Verteilung der
Nettoprämien und der Zuschläge in den einzelnen
Versicherungsj ahre n.

Zwischen den Bruttoprämien besteht nämlich, wenn
(vi) die Einmal-Nettoprämie der Versicherung bedeutet,
die Beziehung

"" A
; - (1+ /S) [(vi) -f- a] -)- /« • a^ „,j.

Zum Beweise hat man die Ansätze I, II und III
zu berücksichtigen und ferner noch die für die Netto-
prämien geltende Beziehung

V.

(4;
o(*) + .(*) Ö^+ ,(P) P + h ,(P) P„,,+

A
man hat nämlich einfach alle Gleichungen I für samt-
liehe /, nach Multiplikation mit den entsprechenden

A+« miteinander zu addieren und die Beziehungen II,
III und V einzusetzen.

Sind die Konstanten a und /« und die Einmal-
Nettoprämie (vi) der Versicherung gegeben, und setzt

man zwischen den Bruttoprämien so viel Beziehungen
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voraus, class sie unter Zuzug einer einzigen weitern

Gleichung eindeutig bestimmt sind, so sind sie durch

Benützung von Gleichung IV vollständig bestimmt,

gleichgültig, wie im weiteren die Nettoprämien und

Zuschläge in den einzelnen Versicherungsjahren vor-
teilt sind.

Biese Ausführungen seien nun an bestimmten

Zahlenbeispielen zu erläutern.
Man nehme an, zur Bestimmung der Brutto-

prämien diene der Ansatz

0,02-1
(1.) (tß) 1,03 l^(P) +
wo /t gegeben ist durch

(2.) /t 0,05

n[J
+ /'

[Die Bormein werden von hier an mit den gleichen
Ordnungsnummern versehen wie die entsprechenden
Formeln der allgemeinen Ausführungen.]

Es ist also « 0,02, /? 0,03 und y - 0,05
gesetzt.

Als technische Grundlagen diene die Tafel der
17 englischen Gesellschaften und der Zinsfuss 3'/a "/o.

Es handle sich etwa um dio Bestimmung der

Bruttoprämie für eine gemischte Versicherung eines

Vierzigjährigen auf 25 Jahre.
Zunächst werde die für die ganze Dauer der Vor-

Sicherung gleichbleibende Jahresprämie bestimmt. Ilior
ist a; 40, m 25, (P) =--- P,^ 33,906 »/oo,

P p - : 24,815 o/oo, ferner 1,854 »/oo,
10 7 ' 7 o

"UO, 251

l,173 7oo und A l,299o/oo.
a,o
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Die Jahresbruttoprämie beträgt also nach obigem
Ansätze

^o„r,i 1,03 p _[_
40, 251 q

!•*:. 2.-, •

I- Ä 37,617 »/ou.

Wird für diese Versicherung keine gleichbleibende,
sondern eine veränderliche Prämie bezahlt, so gilt der
Ansatz

(3.) ,(?ß) • 1,03 [,(P) + //| + A (/ 0, 1, 2 24)

für die Bruttoprämie nach / Jahren. Dabei ist wieder
7t 1,299 »/oo, und für die // gelton die Bedingungen
(4. a. und 5.), in denen x 40 und « — 0,02 zu
setzen ist. [Für die Bedingung (4. «.) kann auch hier
nach Zweckmässigkeit eine andere treten.]

Aus diesen Bedingungen folgt

Die Prämie für die angegebene gemischte Vor-
Sicherung für einen Vierzigjährigen auf die Dauer von
25 Jahren sei nun so veränderlich, dass in den ersten
5 Jahren die gleichbleibende lebenslängliche Prämie
für eine lebenslängliche Versicherung bezahlt werde;
in den folgenden 20 Jahren werde diejenige gleich-
bleibende Jahresprämie bezahlt, die mit der vorher-
bezahlten Prämie nötig ist, um den Anspruch auf die
Versicherung zu decken.

Die Netto-, rosp. Bruttoprämie in den ersten
5 Jahren sei mit rosp. mit diejenige

ab 6. Jahr mit rosp. mit -(^ho 25]
bezeichnet.

In dem in den allgemeinen Ausführungen zuerst

angeführten Falle ist also a? 40, » 25, ,w — 100 — s;

und /t' — 5 gesetzt.
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Nach der dort angegoboiien I. Methode ist

<®-> o(^o.»i) *40 - 24,815«/.o und

»45,2Öj * »40
(«)• .(^W T~rh- - ' 87,990 %o

oder" p£
<•»•) .(*«*)= "" 31,990 V»;

I.Y 9f '

^„».2-01 ~ /
*45, 2Ö|

ferner ist

P
(14.) /' _i2_ o,02 0,991 ®/oo und10

10, 2flj

P a ,\ 0,02*• in '".in M \

a„

• a a u.uz
l _ '» L-

^10.25) ' »40, »| »40, 5|

1,518 ®/oo.

Da /i 1,299 ®/oo ist, so sind gemäss Ansatz (3.),
wo noch ,(P) ,,(P) „(P) etc. ist, die

Bruttoprämien bestimmt durch

oflW=1.03 (P^ + /y + A 27,879«/oo und

A„,„|) - 1,03 (,(/>„.„) + /;) + * =41,992 V«.

Nach der II. Methode ist wieder

o(^40,26|) ^40 24,815®/oo und ,(P,„, ,,„) 87,990»/.o,

dagegen ist (die Bedingung (4. «.) und damit (5.) gilt
nicht mehr),

(17.) /;, ^ 1,173 ®/oo und
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i _
(19.) /; • 0,02 l,436 7oo,

9-io, Sil ^-to, s|

hingegen ist wieder /i 1,299 »/oo.

Diese Werte in Ansatz (3.) eingesetzt, gibt

(160 0(^0,liil) +u> 28,066 «/oo und

(22-) 5(^0.251) 41,908 «/oo,

welche Werte von den vorhin berechneten der I. Mo-
thode ein wenig abweichen.

Die III. Methode ergibt

1 + ^
(29-) o!<>2 ' 24,989 "/oo,

I |l +1,0 + 9)92 9.,to, fi]

(31.) 5(^.10,251)
Ao,^1 + 0,02 a„„f

ïïRI ^1.1
40, 251 40, ö|

0,049141 [1 — 0,85128 • 0,26842] 37,912 »/oo,

sowie
'40+ 0,02 0,02

*40,251 W|0

Ao + 0,02 a^,B|i 0,02
(32.) ./;

9*40, 25 i 9.40,5 1

^"40,251 + 9,02 a.,0

1,514 »/oo;

also ist nach Ansatz (3.), da wieder h 1,299 »/oo ist,

(24.) 0(^40,25,) - 28,066 »/oo und

(34.) 5<+,„:+ 41,908 »/oo.
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Die Bruttoprämien sind also hier dieselben wie
bei der II. Methode, hingegen ergeben sich für die

Nettoprämien und Zuschläge und /,. andere Werte.

Für die praktische Anwendung ist die II. Methode

massgebend, bei der in den ersten 5 Jahren Netto-
und Bruttoprämien so gerechnet sind, als ob es sich

um die lebenslänglich zahlbaren Prämien der lebens-

länglichen Versicherung handelte.

Hin und wieder wird für die Prämie ab 6. Jahr
nicht der Zuschlag

A 0,05 (P,o +^j - l,299o/o»

angewendet, sondern der Zuschlag, der dem um 5 Jahre
höhern Alter entspricht, nämlich

(35.) A 0,05 (^45 + ^0 1,566 0/oo.

Dadurch ist die Bruttoprämie ab 6. Jahr nicht mehr

.#40, ,<5|) 41,908o/oo, sondern 42,175"/oo,
also ein höherer Betrag. Wie in den allgemeinen Aus-

führungen erwähnt wurde, ist es aber nicht zweck-
mässig, die Grösse /ig von Ii auf diese Weise ab-
weichen zu lassen. Setzt man nämlich a? 40, & 5,

/i 25 und w — 25, so hat man offenbar die go-
wohnliche gemischte Versicherung auf 25 Jahre mit
der gleichbleibenden Nettoprämie P^ 33,906 ®/oo.

Wählt man nun nach obiger Art /<,. — 1,566 ®/oo, so er-

hält man als Bruttoprämie nach 5 Jahren 37,884 ®/oo,

trotzdem man nach gewöhnlicher Berechnungsart die

Bruttoprämie (iß^ --,) — 37,617 ®/oo für die ganze Ver-

Sicherungsdauer erhält, zu welchem Resultate man auch

nach unserer Methode für a? 40, /t' 5, /« — 25
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und « — 25 gelangt, wenn man A. —- A 1,299 °/oo

setzt, den Zuschlag A also unverändert lässt.

Nun betrachte man wieder eine gemischte Ter-
Sicherung eines Vierzigjährigen auf 25 Jahre, deren

Prämienzuschlag sich nach 5 Jahren ändert; die
Prämie ab 6. Jahr sei nun um 20 °/o niedriger als die

Anfangsprämie.

In dem weitern Beispiele der allgemeinen Aus-
führungen sei also as 40, » 25, A 5 und
</> — 0,2 gesetzt.

Zur Berechnung sind dort zwei Methoden ange-
geben. Nach beiden derselben erhält man für die
Bruttoprämion (es ist wieder A 1,299 ®/oo):

çp
1 '03 (4io, ääl + 0,02) + a,,o ^ • A

0,8a,,»| + 0,2a,.,,
0,55546
12.7280

^ ^
1,03 - 0,8 •

àsj 0,02) +0,8
5^o.W- ~ -

0,8^ + 0,Z^,|
0,8 • o(^40, M|) 34,911 0/00.

(48.)
und -

(58.)

Nach der ersten Methode sind die Nettoprämien
und Zuschläge (ausgenommen A) explicite nicht ange-
geben, da diese Nettoprämion praktisch nicht verwertet
werden, sondern nur diejenigen nach der zweiten
Methode. Nach dieser ist

^•10, 2BÎ

(350 „(A:,,,)-08a -+ 0 2 a
' =-^,3330/00

b° «10, 10, ö|

und

(50.) r= 0,8 • „(P^) 31,466 7„o,
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^ /'<> (ÏT1 "ill o 2 a " *7»o und
-jO, 25| *" »40.51

— 0,8 /j, 1,257 »/oo, sowie

(3<•) /'o 08 a
^'

+ 0 2 a "
^40,201 ' ' 40,5]

A, 0,8 A„ 1,206 '/oo.

Setzt man diese Werte in Ausatz (8.) ein, in dem
/« durch /r, resp. A. zu ersetzen ist, erhält man die
durch (48.) und (58.) angegebenen Bruttoprämien.
(Abweichungen um eine Einheit in der letzten Stelle
sind infolge der Abrundungen unvermeidlich.)

In den hier angeführten Beispielen und betrach-
loten Methoden (ausgenommen, wenn gemäss (35.) /(.
nach dem Alter 45 statt 40 gerechnet wird, was, wie
zu ersehen war, beim Übergänge der veränderlichen
Prämienzahlung zur gleichförmigen zu Widersprüchen
führt), gelton die am Schlüsse der allgemeinen Aus-
führungen angeführten Gleichungen I bis Y, in denen

stets /)' —• - 0,03, « 0,02, y 0,05 ; ,r 40, m — 25,

(M) A,,, thj] zu setzen ist; ferner fallen für die

Grössen (P), iß, /' und A die durch die Indices 4, 3,

2, 1, 0 bezeichneten Werte miteinander zusammen,
ebenso die durch die Indices 24, 23, 7, 6, 5 be-
zeichneten Werte.

Die Gleichungen I bis IV lauten demgemäss für
die betrachteten Beispiele

L „(<ß) 1,03 [o(P) + /'o] + 7'o und

s® Ü03 |„(/')+/;-,!-i-ü

/o ' »10,6| 75 [»40,251 »40, 5|1 ~
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III. a.jo 51 + ^5 [a.io, 251 ^m,5|l

: 0,05
0,02

to r
10

a,o. ,51
0.001299 a,„,j„i 0,019:18

'V- „CP) ' a„.5i + ,#) l.a.io, äsi — a,o,T|]

1,03 4- 0,021 + /j a,o 25|
555,46 "/oo

zur Bestimmung cler Zuschläge und der Bruttoprämien
und für die Nettoprämien gilt die Gleichung

n(^) ' a,„_g|-f .(P) (a,o 2ijj a,io,"5|) ~ Am,»!

500,66 »/oo.

In diesen Gleichungen ist noch

a,o, o, - 4,57812 und a,„,~ a,„,= 10,18810.

Ist für die Bruttoprämien „(iß) und .(iß) noch eine

weitere Bedingung gegeben, so sind sie durch die

Gleichung IY bestimmt, mögen auch für die Netto-
prämien und Zuschläge noch mehrere Lösungen in
Betracht kommen, wie wir aus dem erstangeführten
Beispiele mit veränderlicher Prämie nach der zweiten
und dritten Methode und aus dem zweitangeführten
nach der ersten und zweiten Methode gesehen haben.

Im ersten Beispiele lautet die zu IY hinzutretende
Bedingung „(iß) iß^„ - 28,066 »/oo, im zweiten Bei-

spiele .(iß) 0,8 - „(iß). Aus je einer dieser Bedingungen
und der Gleichung IY erhält man die in (16.) und

(22.), resp. (24.) und (34.) und die in (48.) und (58.)
angegebenen Werte. Im ersten Falle erhält man

nämlich aus IY und „(iß) — 28,066 »/oo,

0,55546 — 0,028066 • a„,^i
,Cß) - — » ^ - 41,908 o/oo,

«MO, 2ö| ".10,"6|



wie in (22.) und (24.) angegeben ist; im zweiten Falle
erhält man aus Gleichung IV und aus .(5ß) 0,8 -„(f)

J23)
0,55546 ^ 43,039 »/oo und

0.8a„i + 0,2a,„
a(^ß) 0,8 „0)3) 34,911 "/oo,

wie in (48.) resp. (58.) angegeben ist.

Zum Schlüsse sei noch ein Beispiel angeführt, in
welchem sich nun die Prämie jährlich ändert: Gegeben
ist wieder eine gemischte Versicherung eines Vierzig-
jährigen auf 25 Jahre; es ist diejenige Anfangsbrutto-
prämie zu berechnen, die erforderlich ist, wenn die
Bruttoprämie jedes Jahr um 3 ®/o ihres anfänglichen
Betrages abnimmt.

Die Gleichung IV der allgemeinen Ausführungen,
die zur Grundlage für unsere Bruttoprämienberechnungen
geworden ist, lautet hier

,„ • +,(5ß).^+ • •

A«
' ' ,03 [A^äi] + 0,02] -f- h • a.^ 2g| ^ 555,46 °/oo.

Die Grösse /< und die ganze rechte Seite der Gleichung
ist dieselbe wie in den vorhergehenden Beispielen.

In unserer Aufgabe bestehen zwischen den 25

Jahresbruttoprämien ausser dieser Gleichung IV nach

Voraussetzung noch die 24 Beziehungen

,(5ß) [1 — f • 0,03] • „(5ß), [A= 1,2,3...,24].
Unter Berücksichtigung dieser Gleichungen ergibt sich

aus IV
u(J3) [1,03 (A,, —iV„) — 0,03 (äto — Vor, — 25 V„5)|

Ao
0,55546 ;



daraus ist die Anfangsbruttoprämie

oW)
0,55546 • Z>.10

1,03 Alm — 0,28 ÀV) - 0,03 (Sio — A>V,.->)

0,55546
52,3 »/on.

10,6206

Die Bruttoprämie nach 1 Jahren beträgt demnach

(!-#'- 0,03) • 52,3 »/on, (1 : 0, 1,2,... 24|

und die jährliohePrämienverminderung beträgt 1,569 "/oo.

Zu diesen Bruttoprämien gelangt man bei mannig-
faltigen Yerteilungen der Nettoprämien und der Zu-
schlage auf die einander folgenden Yersicherungsjahre.
Nehmen sie jedes Jahr ebenfalls um 3 °/o ab, so beträgt
die Anfangsbruttoprämie

o(P)
A 10, 25j ' Ali

l ,03 iV.io 0,28 JVGB- - 0,03 (Ä,„ —

0,50066
10,6206

47,14 »/oo,

die folgenden Nettopräraien sind damit bestimmt durch

,(P) (1 —• t • 0,03) • 47,14 »/oo ; im Ansätze

I- «(?) 1)03 [j(P) + //] + Äj ist dann

/; (1 — <. 0,03) •/; und A, (1 —• f. 0,03)

und die Gleichungen II und III der allgemeinen Aus-
führungen ergeben

II. // • 10,6206 • 0,02 und

III. /<„ 10,6206 Ä • a„,_ j5| 0,01918,

woraus folgt

/;, 1,883 »
oo und 1,806 »/oo.
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Damit sind auch die Worte /'^ und /<^ bestimmt, und

setzt man alle diese Grössen in den Ansatz I ein,
erhält man die angegebenen Werte der Bruttoprämien

(Sß) — (1 _ 0,03) • 52,3

Man kann nun aber auch annehmen, dass die

Zuschläge /) und jährlich dieselben bleiben und die

Bruttoprämien doch jährlich um 3 °/o abnehmen. Bei

Benützung der Gleichung IY müssen dann die Brutto-
prämien die ausgerechneten Werte erhalten, die Netto-

prämien müssen jedoch andere werden.

Es sei also /) /' und A /j, der Ansatz I

wird also zu

I. ,CP) 1,03 [,(P)+/-] + *,

die Gleichungen II und III ergeben

n. /• • a,o,3Bl 0,02 und

III. Ä • a,j^25| 0,05
0,02

aci.io -J V 251

und daraus ist /'— 1,354 "/oo, wie wenn die Prämien-

Zahlung gleichbleibend wäre, und wieder A —1,299 ®/oo.

Die Bruttoprämie ist direkt aus dem Ansätze IV
bestimmt worden, und die Nettoprämie ergibt sich aus
derselben und aus dem Ansätze I zu

tCß) —
,(P) =- -Y-Y- ^

1,03

— <• 0,03)-0,0523- 0,001299 _ ^^1354
1,03

oder ,(P) 48,162 %o — < 1,523 %o.

10
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Die Anfangsnettoprämie ist also „(P) 48,162 ®/oo

und die jährliche Abnahme zirka 3,16 °/o derselben,
Ansatz I ergibt selbstverständlich wieder die Brutto-
prämie

(1 — P 0,03) • 52,3 o/oo.

Aus diesen Ausführungen ersieht man, wie man
bei veränderlicher Prämienzahlung durch Benützung
der Gleichung IY die Bruttoprämien eindeutig be-
stimmen kann, falls zwischen diesen Bruttoprämien
genügend weitere Beziehungen bestehen ; dabei können
die Nettoprämien und die Zuschläge noch auf mannig-
fache Weise auf die Prämienzahlungsdauer verteilt,
werden.
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