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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

(Separatabdruck aus der ,Zeitschrift fiir schweiz. Statistik", 48, Jahrgang, 1912,)

Mathematische Theorie der Invaliditéts-
versicherung.

Von Dr. L. Gustav Du Pasquier,
Professor an der Universitiit in Neuenburg.

I. Eine aus " 2z, gleichaltrigen aktiven Per-
sonen  bestehende Versicherungsgemeinschaft B~ ver-
iindere sich aus drei Ursachen: 1. durch Absterben
der Mitglieder; 2. durch Invalidwerden derselben;
3. infolge Reaktivierung der Invaliden. Dic invalid
Gewordenen  bilden mit der Zeit eine zweite Ver-
sicherungsgemeinschaft I3, deren Mitgliederanzahl an-
fimglich /" -~ 0 ist. Dieser zweite Bestand B,
moge sich chenfalls aus drei Ursachen veriindern :
1. weil er fortwithrend aus den Reihen der Aktiven
Zuwachs erhiilt; 2. durch Absterben der Mitglieder:
3. infolge Reaktivierung derselben.  Der Inbegriff der
zwel  Bestinde B, und B, soll cine geschlossene,
d. b von Ein- und Auswanderungen freie, (esamtheit
bilden. |

Nach Ablauf ciner bestimmten Zeit bestche  die
cerste Versicherungsgemeinschaft B, aus 2% - 2z Mit-
gliedern, die zweite, B, aus l;’ =, Personen. Es ist
der Zusammenhang zwischen den betreffenden  An-
zahlen zu untersuchen.
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LL. Die mathematisch strenge Behandlung dieses
Problems erheischt die Einfithvung folgender sechs Aus-
scheideordnungen :

a) tir den Versicherungsbestand B, der Aktiven:

die tatsiichlich sich einstellende Reihe

we g et .
s B ey BB s o 0 (Reihe der z,);

diejenige Ausscheideordnung, dic sich ergeben
wiirde, wenn nur die Sterblichkeit cinwirkte,
wenn also jedes invalid werdende Mitglied des
Bestandes sofort durch ein neues, gleichaltriges,
aktives orsetzt wiirde:

.....

o ’,a‘a (.“) ,Z(ta (“H) ‘)
ln, bl oy oeor e wey B

. (
(Reihe der 23");
dicjenige Ausscheideordnung, die sich einstellen

“wiirde, wenn nur die Invalidierungsursachen auf

den Bestand ecinwirkten, wenn also jedes mit
Tod abgehende Mitglied sofort dureh ein neues,
gleichaltriges, aktives Mitglied ersetzt wiirde

ac a0 (v st (v
tn N Iln-*_cl), v ey 57- (l), .0 (l{b?//ﬁp der z UJ 5

b) tiir den 'Versiche1'ungsbestzmd B,- der Invaliden:
4. die tatsiichlich sich einstellende Reihe

e
J,

I:rl = 0 ZnH, e woeied g ls) coenn 0
(Rethe der C);

diejenige Ausscheideordnung, die sich ergeben
wiirde, wenn auf den betreffenden Bestand von
[nvaliden nur die Sterblichkeit einwirkte, wenn
also jedes wieder in die Reihen der Aktiven
iibertretende Mitglied sofort durch ein neues,
gleichaltriges, invalides crsetzt wiirde:

(1) (1) . . (e
Z"‘ Zif;‘f, covi. 0 (Reihe der 1Y)



6. die Ausscheideordnung, die eintreten wiirde, wenn
ausschliesslich Reaktivierung auf den Bestand
einwirkte, was man sich dadurch realisiert denken
kann, dass jeder mit Tod abgehende Invalide
sofort durch cinen neuen gleichaltrigen Invaliden

ersetzt wird :

, o) 0 , *.:(g) . »
L .0 (Reihe der £,

¥

I11. Jede dieser sechs Ausscheideordnungen gibt
Anlass zur Kinfithrung bestimmter Intensitiitsfunktionen
und bestimmter Wahrscheinlichkeitsgrissen.  Aus der
Reihe der z, leitet man in bekannter Weise ab:

aa na ti_(:‘: 5
My s Yoy Py y Gy, USW.

. 0 ~ - —
Aus der Reihe der 27: "p% pt*t) gttt
@ x ? @ ) @ ?
m, ’ aa(v) 1.
N N N ” e " @’ @ ? @ T
I 7 LA i
" » " » Cm . ,u,w, Qa;" pm’ q;u’
W), ¢ i ’, ii () o il (1)
b " ” M o’,,ln ' Jum’ p_,; b Q';,). - A

(U) it (o
£ e, pt@

7 n o n Sy Ouy Py s Tpy «vve

(Die ,partiellen Grossen® [von Karup und andern
Autoren , unabhiingige® Girossen genannt] sollen stets
durch einen Akzent links oben gekennzeichnet werden.)

() )

LV. Setzt man jede der 6 Funktionen 2, 20, 2

- '(.“) '(L) . . . T
Cor Co'y & als differenzierbar  voraus (Kontinuitits-
hypothese), so lisst sich beweisen, dass “u®* — w2
My == . USW.

In Worten: Die einem bestimmten Alter ont-
sprechende Sterbeintensitit ist unabhiingig davon, ob
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ein Zugang oder ein Abgang von Mitgliedern aus irgend-
welchen Ursachen erfolgt, solange die Kontinuititshypo-
these gilt; und ganz allgemein: die Differenzierbarkeit
obiger Funktionen ist notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass jede der Intensititsfunktionen
Wi Wty vy o, bei festgehaltenem z, auch dann un-
veriindert bleibt, wenn die gleichzeitige Wirkung aller
drei  Veriinderungsursachen (Sterben, [nvalidierung,
Reaktivierung) beriicksichtigt wird. Tiin dhnlicher Satz
gilt aber nicht von den ,partiellen Wahrscheinlich-
keiten*: p°", 'pfi“('”), usw.

V. Setzt man die Differenzierbarkeit der Funk-
tionen ;" und llj voraus, so wird die Wechselwirkung
der beiden Versicherungsbestinde B, und B; aufein-
ander durch folgendes System von simultanen Difte-
ventialgleichungen ausgedriickt :

d 1¢e . .
b Uy, i o it ;
= g 18 (:“’;» -+ vw)
' ()
d ; j
a 4144 o ()
ﬁfz_a, o é.v: "V !.v; ('u'.v + Q’L)

Iis gilt also, zwei [unktionen 2z und £ derart zu
bestimmen, dass

b B — 2 + F@) l (1)
illj, =z I — (e + () ‘

(erste Ausdruckstorm);
oder cine Funktion z, welehe der Differentialgleichung

4’z dz , . o,
i (Zrﬂ = ‘ELT * I’s,l(il) "+‘.(« v /f;_‘)(m)



geniigt (zweite Ausdrucksform); oder eine Funktion »
von der Kigenschaft, dass

dv .

— == ! 4 g(x

dx 9(%),
unter g(z) cine belichige Funktion verstanden (dritte
Ausdrucksform),

VI. Die obigen Gleichungen sind im allgemeinen,

mit Hilfe der bekannten elementaren Funktionen, nicht
in geschlossener Form integrierbar.

VIL. In cinigen Spezialfillen kann man das obige
tleichungssystem (1) in geschlossener Form integrieren.
Unter den von mir behandelten Spezialfillen seien hier
nur dic zwei folgenden erwithnt:

1. Der Fall, in welchem keine Reaktivierung statt-
findet. Es ergeben sich dabei teils schon bekannte Be-
ziehungen, z. B. die zuerst von J. Karup in anderer
Bezeichnung aufgestellte Formel :

P2 == Pl ;pia(»-),
teils solche, die bis jetzt noch nicht aufgestellt wurden
and die von den Annahmen iiber den Verlaut der
Sterblichkeit und der Invaliditit abhingig sind und
auch vom angestrebten Genaunigkeitsgrad, z. B.:

. ()
[f‘i Zii , )ﬁ(.”) + 1 (1) 1 + b,
EE2 w Py e Va Py T iy

oder:
il aa
—_— ]
L LI 1) @

= . -{l;if+ o (1 )]

2. Der Fall, in welchem die vier Intensititsfunlk-

ad it

toonen w5y gels v o als withrend der Dauer eines
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Jahres konstant angesehen werden. Der Zusammen-
hang zwischen I** und [f lisst sich dann mit Hilfe
der Hyperbelfunktionen in ecinfacher Weise darstellen.
Aus den strengen Formeln leitet man leicht Niherungs-
formeln ab, je nach dem erstrebten Gtenauigkeitsgrade.

Als zu den einfachsten gehorend zitiere ich z B. die
folgenden :

ii Jii 1
A R ==

Dahel | 1 aa it

Dabei ist 6 - 5 \Ha + w v, +o,), und u
bedeutet das niedrigste Alter, in welchem der Kintritt
von Hrwerbsunfihigkeit im betrachteten Versicherungs-
bestande iberhaupt konstatiert wird ; mit andern Worten:
n bedeutet dasjenige Alter, in welchem alle Versicherten

noch aktiv sind.

(=0 (D)

wobei & o

@

Letatero Formel liefert zwar fiir die Anzahlen
der Aktiven eine geometrische Progression, solange
man ¢ und % konstant hilt. Man kann ithnen aber sehr
wohl von Jahr zu Jahr wechselnde Werte beilegen
und so dem tatsichlichen Verlauf moglichst nahe kom-
men. IMir die jingeren Alter wird man diese Konstanz,
ohne erheblichen Fehler, auf einen lingeven Zeitraum
ausdehnen konnen und das Produkt (1-—o0) (14 k)
nur fiir Zeitabschnitte von z B. fiinf Jahren neu be-
rechnen. Die entsprechende Alktivititsordnung setzt
sich dann aus einer Serie von geometrigchen Pro-
grcssio‘ncn Zusammen.
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Auch fiiv den Fall, dass die Intensititsfunktionen

aa i

M ? f“ﬂd

habe ich Integrabilititstille des GHleichungssystems (1)
gefunden und behandelt.

o, nicht als konstant angeschen werden,

"

’
} i!,"

In ecinem zweiten Teile sollen mit Hiilfe der ge-
fundenen Bezichungen Formeln abgeleitet werden, dic
cs  gestatten, Rentenbarwerte und  Primien zu  be-
rechnen.
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