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Beitrdge zur Theorie der Intensitéitsiunktionen.

Von G. Liechti, Ziirich.

Kinleitung.

Die in der Lebensversicherungsmathematik ge-
brituchlichsten Ausdriicke fiir die rechnerische Ermitt-
lung der Barwerte von verschiedenartigen Versiche-
rungsverpflichtungen sind im allgemeinen unter der
YVoraussetzung abgeleitet, dass das Absterben einer
gleichaltrigen Gruppe von Lebenden innerhalb eines
Jahres gleichmiissig erfolge. Solange es sich um Ver-
sicherungsleistungen handelt, die am Ende eines Jahres
fillig  werden, ist die Annahme einer solchen IHypo-
these nicht erforderlich. Anders verhilt es sich dagegen
bei Barwerten von Kapitalversicherungen und Renten,
welche in ecinem andern Zeitpunkte als am Ende des
Jahres zahlbar sind. Die Hypothese des gleichmiissigen
Absterbens ist durchaus nicht wissenschaftlich; denn
es ist nicht anzunehmen, dass die Intensitit des Ab-
sterbens, der Grad der Verminderung einer Gruppe
von Personen gleichen Alters sich fiir eine mnoch so
kleine Altersstrecke auf gleicher Hohe halte. Der Pro-
zess, welcher die stetige Abnahme einer beobachteten
Anzahl von Lebenden bedingt, ist so kompliziert, dass
es schwierig ist, denselben innerhalb kleiner Zeitinter-
valle zu verfolgen und ihn durch ein mathematisches

(tesetz auszudriicken.
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Die Sterblichkeitsstatistik liefert uns fiiv die ganz-
zahligen Alter jeweilen die Zahl der Uberlebenden,
und aus dieser Uberlebensordnung ergeben sich dann
die in der Praxis gebriiuchlichen Werte der Liebens-
wahrscheinlichkeit und als komplementiire Grosse zu
der letzteren die Sterbenswahrscheinlichkeit. Is lagsen
sich dann mit Tlilfe geeigneter Reihenentwicklungen
die entsprechenden Zahlwerte auch fiiv Zeitintervalle,
welche kleiner als ein Jahr sind, ermitteln, so dass
dadurch die Anzahl der Lobenden in einem beliebigen
Zeitpunkte fixiert ist.

Zu richtigen Krgebnissen gelangt man allerdings
nur daon, wenn das Gesetz, nach welchem das Ab-
sterben erfolgt, analytisch darstellbar ist, . h, wenn
die Anzahl der Lebenden explicite als Funktion des
Alters berechnet werden kann. Wenn die analytische
Struktur des Sterblichkeitsgesetzes bekannt ist, so lassen
sich die verschiedenen Probleme der Lebensversiche-
rungsmathematik in ganz eindeutiger Weise losen; im
andern Falle hat man es immer mit Niherungswerten
zu tun, welche allerdings fiiv die Praxis hinreichend
genaue Resultate ergeben.

Die Behandlung dieser Fragen ist eng verkniipft
mit der Fulerschen Summenformel, welche von Wool-
house in die Theorie der Lebensversicherung einge-
fithrt worden ist. In der vorliegenden Arvbeit wollen
wir versuchen, an Hand einer andern Reihenentwick-
lung einige einfache Barwerte von Versicherungs-
leistungen zu ermitteln, und zu zeigen, wie mit IHiilfe
der Intensititsfunktionen solche Probleme in einfacher
Weise gelost werden konnen. Dieselbe hat neben der
grossen Kinfachheit den Vorteil, dass die rechnerische
Ermittlung der in Frage kommenden Ausdriicke mit
jeder wiinschbaren Gtenauigkeit durchgefiihrt werden
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kann, und dass sie sich in iibersichtlicher Weise nach
den verschiedenen Annahmen iiber den Verlauf der
Sterblichkeit spezialisieren liisst.

Es sind nun namentlich die Intensititsfunktionen,
welche wesentlich zur Vertiefung solcher Probleme
beitragen. Die richtige Erfassung des Begritfes ., Inten-
gitiit der Veriinderung einer Funktion“ ist nicht leicht,
und es bedarf dazu der konsequenten Auffassung des
unendlich Kleinen. Die Notwendigkeit, bei den mathe-
matischen Entwicklungen das Gebiet der hohern Ana-
lysis betreten zu miissen, ist aber kein Grund, den
Intensititsfunktionen nicht dasjenige Interesse entgegen-
zubringen, das sie in Wirklichkeit verdienen. Da wir
beziiglich der Absterbeordnung ein analytisches Gesetz
nicht als bekannt voraussetzen, so sind wir behufs
Auswertung der vorkommenden bestimmten Integrale
auf den Weg der mechanischen Quadratur gewiesen.

[ Kapitel.

x4
Entwicklung von f f(y) dy in eine Reihe.

@®

Wir betrachten vorerst ein unbestimmtes Integral
von der Form

[7a) ay

wobei wir voraussetzen, dass [/'(y) eine stetige dif-
ferenzierbare I'unktion sei, welche fiir simtliche Argu-
mentenwerte cines Intervalles o —¢ endliche Funktions-
werte besitzt. Mit Hiilfe sukzessiver partieller Inte-
gration gelangen wir zu folgender Reihe:



2
fF(y) dy ==y F (y) — %F'(y)

Y e PO | : .
+o )L FO V) 4 1) ,—@—,/F(”’(y)y"dy-
! Il (
Setzen wir in dieser Reihe y=¢ und y==0, so |
ergibt sich durch Subtraktion
2

t
. £
./O.F(y)dyth(t)——ﬂF(t)‘..

+(m1)”“‘%F‘““"(t)+(—1)"‘”i, f F'y)y"dy. (2)

Es sei nun
Fy) =fla+t—y)
F'(y) =—f(a+t—y)

u. s, f.
dann wird

t 2
/of(a-l-t-—_y)dy:tf(a)-l-%g-f’(a)...
+;:~_,j0.f"(a+t~—y)y" dy. (3)

Machen wir die Substitution

¢+t—y=y
80 wird
att

— +t/”(a—|—t—y)dy= I'(y) dy

und Gleichung (3) geht itber in

a-}-¢ 2
)y =1 f(@)+gf @+ ..

a
a-t

o et
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Zn Gleichung (4) ist zu bemerken, dass sich aus
derselben sehr leicht die Taylorsche Reihe ableiten
lisst, Man braucht nur f(y) zu ersetzen durch f(y)
und dementsprechend f(a) durch /’(a) ete.

Das Restglied ist

a-f-¢

| @) (a4-t—y)" dy.

Die in Gleichung (2) und (4) gegebenen Entwick-
lungen sind die Darstellung bestimmter Integrale, welche
nach der Methode der mechanischen Quadratur aus-
gewertet werden.

Dem Ausdrucke fiir das Restglied £ soll noch
eine andere Form gegeben werden, welche fiir die
Abschiitzung wesentliche Erleichterungen gewithrt, Es.
ist /™ (y) ecine stetige Funktion im Intervall o — ¢,
Der Ausdruck (- ¢-—y)" variert im Intervall a bis
a4t von ¢t bis o, hat also konstantes Vorzeichen,
Wir konnen demzufolge den Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung anwenden.

Bezeichnet /™ (y) einen Funktionswert, der zwi-
schen dem grossten und kleinsten Werte liegt, welchen
™ (y) im betrachteten Intervall annimmt, so wird

a-|-¢

") | (a+t—y)dy

W,
W &

oder
1 (n) n p(n)

R = e e 9t
B=ggnn = gt O
dabei ist ¥ <1 und ¢ die Linge des Intervalles.

Da wir die Reihenentwicklung (4) speziell fiir
Probleme der Lieben sversicherungsmathematik verwen-
den wollen, so wiithlen wir, um mit der gebriiuchlichen



— B2

Bezeichnungsweise in Ubercinstimmung zu bleiben, als
untere Grenze des Integrationsintervalles das Alter
einer Gruppe gleichaltriger Liebenden.
Es wird dann
24t
W dy=1t1(m)+ . @+ n,f‘”““()JrR
(6)
Fiir jeden der Funktionswerte / (), /(%) ... seien
nun deren Intensititsfunktionen bestimmt. Dieselben

seien bezeichnet mit v, 7, ... Ks ist bokanntlich,

wenn wir vom VYorzeichen absehen
@ dLgi@
0@ = ]‘(x) dx
_®_dlyf@
1@ 5T )T de

Aus diesem System folgt nun
f (x) 0 (a:) f(.’L‘)
f (CL‘) 0 (:c) 17’@) ' f(.]))

Durch diese Substitution geht Gleichung (6) iiber in

-t

F)dy = () {t + ot o

£ |
+"3"T0"w) 1”(m)+"'}+R‘ ()
Ist ¢ speziell = 1, so folgt
-1 J

f(.j)dy I f(a’) ll+ 2| 0’ (a:)

1 ,
+§To”(m)1”(m)+"‘}+R' (8)



— 58 —

Diese Reihe schreitet also fort nach den Produkten
der Intensititsfunktionen von f(), f'(y) ... an der
untern Grenze des Integrationsintervalles. Da f(y) als
stetige und differenzierbare Funktion vorausgesetzt ist,
so ist diese Entwicklung vollstiindig eindeutig. Je nach
der Natur der Funktion f(y) sind die Reihenentwick-
lungen (7) und (8) unendliche oder im Endlichen ab-
brechende. Ist z. B. f(y) eine rationale Funktion vom
Grade %, so verschwinden vom (& --1)'*® Differential-
quotienten ab simtliche hthern Ableitungen und t? @)
wird 0. Die Konvergenz der Reihe ist ebenfalls bedingt
durch die analytische Struktur von f(y), und es lisst
sich nur in jedem spezicllen Falle untersuchen, wie
weit die Entwicklung praktisch verwertbar ist,

In der Lebensversicherung hat man es meistens mit
Funktionen zu tun, deren algebraisches Gesetz nicht
bekannt ist. Die Zahl der Lebenden einer Sterbetafel
explicite als Funktion des Alters ausgedriickt ist fiir
die wenigsten der gebriuchlichen Sterbetafeln gegeben.
Man begniigt sich oft damit, die Anzahl der Licbenden
iiber einer bestimmten Altersstrecke durch eine ratio-
nale Funktion hoheren Grades auszudriicken, ohne dass
dadurch die ganze Sterbetafel ciner bestimmten alge-
braischen Gesetzmiissigkeit unterworfen wird, Wenn
wir aber unsere Reihenentwicklung auf solche Kunk-
tionen anwenden wollen, so sind wir genotigt, mit
Hiilfe eines Niherungsverfahrens zu den Differential-
quotienten und deren Intensititsfunktionen zu gelangen.
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II. Kapitel.

Berechnung der Differentialquotienten
erster und hoherer Ordnung.

Die im folgenden entwickelte Methode deckt sich
im wesentlichen mit der im Text-Book, Kap. XXIII,
Art. 38—39, gegebenen.

Aus dem Differenzenschema moge die gewiihlte
Bezeichnungsweise entnommen werden,

[le—23) .
4% 2
2
fz—1) A"
' /JI_ 1 A,
-3
f(x) A A(‘;V
Afl- " /jIII
0 +3
f(z+1) ) Ay
4
2

Flo+2)

Bekanntlich ist nun

ot 0+ () 4 ()

e o
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Aus obigem Schema folgt

T Y ¥ (LT
A-}-l == A" + /J " T;
11 Ir I I IV V
Aty = 4 1+AlV = A 1+A0 + 4",
_|,. é i gt _ i _J‘_ 2_
v vir
g, == +2ﬂ + 4 447
2
Somit

f(a4t) = /(:L)+() N _j—l-(é) {/JU+ sz}
ey
e

+{(é)
[@+8— @)+ ]

/—-\—*—

Ferner ist

Folglich
f@+0“ﬂ@+ﬁ

) (1)
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fetO=r@+(1) 4 1+ () 4

—|—(H3"1) ,.4f1%-|—(tj|;2) A7)

Das arithmetische Mittel aus (10) und (11) liefert
die Form

e0=r@+ g ({4 1+

G (5
+2{(t—|—1 t+2}

Setzen wir zur Abkiirzung

f@+8)=f(x) 418 +T‘2“”H+ l(t__‘:}f),gm

t*(*—1) 8 (8 —1%) (tz—-?”)
tirosah Y155 20.5 %0

Von dieser Reihe ausgehend gelangen wir nun
leicht zu einem Werte fiir den ersten Differential-
quotienten. Derselbe ist nimlich gegeben durch:
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Lim [ET ")t —I® _ pe

t=0

1 22
= § —. rrra”’-|-5—!s"... (13)

o 31 % %
Fiir die praktische Rechnung mag es geniigen, die

Reihe bei dem Gliede 31— 6;” abzubrechen.

Somit wird angenihert

] 1 A1
f(x) =8 — . (14)

Sind nun, wie wir voraussetzen, die Funktions-
werte von f(z) in iquidistanten Punkten des Argu-

: o wf 1r 5 .
mentes bekannt, so lassen sich die o) und o, leicht
ausdriicken. s wird niimlich

o = g @ —1) — (1)

W= f@A1) —f@—1)+ 5 (f(@—2) — f(@+2)
und daraus
) =@ =@t 1)}12— V@—2) —r@ tf;i

ferner folgt (=)

oo = Fla)
8l/@—)—f@+D} ~{/(@—2) —f@4D} ¢
12/(=)

I[dentifizieren wir f(z) mit den Lebenden einer

Sterbetafel, so gibt uns Gleichung (16) den angeniiherten
Wert der Sterbeintensitiit fiir einen zjihrigen !).

1) Text-Book Kap. II, Gleichung (21).



Die Form, wie sie in Gleichung (16) gegeben ist, kann
Anfang und am Ende des Intervalles nicht angewendet am
werden, weil sic die Kenntnis symmetrischer Funktions-
werte voraussetzt, s lisst sich aber, unter Anwendung
der weniger konvergenten Entwicklung (10) auch diese
Schwierigkeit beseitigen.

Die Frmittlung der Differentialquotienten hoherer
Ordnung geschieht am besten so, dass man die durch
GHleichung (15) dargestellte Operation successive auf
die Reihen der f'(z), f”(x) ... anwendet,

Wir geben in der folgenden Tabelle die Werte
von f(x), ' (x), [ (x) sowie der zugehorigen Intensi-
titsfunktionen unter der Annahme, dass /(x) die An-
zahl der Lebenden nach der Sterbetafel B[ bedeute.
Die Werte fiir die Sterbeintensitiit Py die gemiiss
dem Gompertz-Makehamschen Gesetze berechnet sind,
geben uns in ihrer Vergleichung mit den  » = einen
Magstab fiir die Verwendbarkeit der Gleichung (16).

PN __.Stmbo o
0”@~ V@) inten- y

f(z) (@) ! (x) f’(m) f"a sitéit £ (@)

f ( JJ) i (J e f(x)

I

& Alter

108, | 1079, 1078, | 1075

30 [ 771681 |- 5 103.00-+F 41.80) 6.6128] S.z0s0| Guoras 4284
3D | 745 508 |~ 5 396.4a-+ 7871  T.zase| 146 |  Tyms01]  10.5670
40 | 717 338 |~ 5 916.75/+-133.02) B.2us2| 225831 B.2as3]  18.ems
45 | 685 784 |- 6 T71.83/-+213.40] D.8740| 315262 9.8743) 3l.1308
50 | 648 823 |- 8 106.67|1-326.90, 12.4044] 40,5248 | 12.0045]  HO0.3835
55 | 603 634 |~10 090.67|--472.24) 16.7105| 46,7007 | 16.7164] 7B.2828
60 | 546 604 |~12 856.00| 163235 23.5108| 49.1805 | 23.5104) 115.0025
65| 473 851 |-16 339.00|-+748.06| 34.813| 45.4777| B4.4814| 156.5108
70| 382 919 |~19 967.83]-}-842.7s| 52.1404] 42.2000 | H52.1450] 220.0940
80| 166 162 |-21 013.75/+853.74 126.4054| 40.6377 | 126.4080| 513.7008
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[II. Kapitel.

1. Die Intensitit der Verzinsung.

Ein Kapital 1 werde zu einem Zinsfusse ¢ an Zins
gelegt. Dasselbe wiichst in der Zeit ¢ an auf

i
(A4 = F(0).
Die Intensitit der Zunahme des Kapitals bei kon-
tinuierlicher Verzinsung ist dargestellt durch

FO o
f(t) = Lg (1+41) = 0. (1)
Die Intensitit der Verzinsung ist somit konstant
fiir jeden effektiven Zinsfuss .
Es sei nun ¢ (z-1) der Wert eines Kapitales im
Zeitpunkt (z--t), dann ist der Zinsertrag fiiv das Zeit-
intervall 0—1 dargestellt durch

1
/'¢m+0%Hw
0
und bezogen auf das Kapital 1

1
/'¢@+0%Hw
- : (2)
(%)

Dieser Ausdruck ist nichts anderes als der Wert
des effektiven Zinsfusses & Zu Gleichung (2) wollen
wir noch bemerken, dass d_ , als konstant anzuschen
ist. Wir wollen aber obige Form bestehen lassen, weil
sie in Ubereinstimmung steht mit gewissen Ausdriicken,
welche in der Lebensversicherungsmathematik eine
grosse Rolle spielen. Identifizieren wir nimlich ¢ (2 --¢)
mit der Anzahl der Lebenden des Alters x|, Oy it
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der Sterbeintensitit, so gibt uns Gleichung (2) die
Abnahme der CGesamtheit der Lebenden infolge der
Sterblichkeit in der Altersstrecke @ bis (x--1), be-
zogen auf einen Lebenden, oder mit andern Worten,
die Sterbenswahrscheinlichkeit des wjihrigen.

Setzen wir in Gleichung (2)

p@+1) = (143
p(z) =1
80 erhalten wir zwischen den Grenzen 0 und 1

fﬂ+#%ﬂmﬁfﬂ+ﬁﬁ

Dies muss gleich dem effektiven Zinsfusse ¢ sein.
Das Integral konnen wir geschlossen auswerten. Wenn
wir aber die durch Gleichung (8), Kap. I, gegebenc
Formel anwenden, so gelangen wir, unter Beriick-
sichtigung, . dass

ooy 1% = W%y =0

zu folgender Reihe

1 2
N o a 0 oo 4
él/(;(l*l—z) dtmé{l—f—m—|—-§vi+... in mf'.}___e-—l

¢ = "M = (1 4-9),
Somit

<%ﬁ+#w:5 q. e d. (3)

Das Kapital 1 am Anfang des Jahres ist bis ans
Ende des Jahres angewachsen auf

ﬂuﬁmz%- (4)
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und folglich ist der Zinsertrag bei kontinuierlicher Ver-

zinsung {
(;s‘ - ‘)

Wir wollen noch den Fall betrachten, dass der
Zins m Mal im Jahre entrichtet, aber nicht kapitalisiert
werde.

Der Zinsertrag in einem Zeitabschnitt % ist dar-

gestellt durch

m
/ @ (x4t) Oy di
Jo

und fiir die Zeit eines Jahres somit
1

m / @ (X 1) Oy dt.
Jo

Der Ausdruck

1
m f "o (x+41) Opys di (5)
0

gibt uns den sogenannten nominellen Zinsfuss, welcher
also der m maligen Verzinsung im Laufe eines Jahres
entspricht.
Die gebriiuchliche Bezeichnung dafiir ist ;7. In
der Grenze, d. h. fiir m = oo wird
Lim j™ = ¢

Wenn ¢(z) die Anzahl der Lebenden, d.,. die
Sterbeintensitiit bedeutet, so gibt uns
1

f% (@) duy e dt
0
(%)
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die Wahrscheinlichkeit fiir einen wjihrigen, im Zeit-
abschnit 0 — ;:‘—@- zu sterben, oder die Sterblichkeitsrate

fiir die Altersstrecke 0 — %

Setzen wir wiederum ¢ (2 ¢) = (1 i), 8o wird
1
m 1 o [1)\? .
m (I—I—’i)tégdtzmé{m'{"g!‘(“)‘}"“mmf‘}
0

m

=m {971"6-—1} = m{(l—!—z’)ﬁ"'——l}'

somit
™ = mi( iy —1 (6)
woraus
L j(m)
a4 =144
und it
o foy §
i= (14 L0) -1 ™

Die Gleichungen (6) und (7) geben uns den be-
kannten Zusammenhang zwischen dem effektiven und
nominellen Zinsfuss,

2. Zoitrenten.

Der Barwert der kontinuierlich withrend » Jahren
zahlbaren Zeitrente 1 ist dargestellt durch
1

n—1 1
A=0 0
wobei » = T

14
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Wie man sich leicht iiberzeugen kann, werden die
Intensititsfunktionen von »*tt und den Ableitungen
konstant, nimlich Lg v.

Legt man wiederum Gleichung (8) in Kap. [ zu-
grunde, so folgt
(n—1) 1 1 ]
o ) o —(Lav)? 4 ... ininf
anl._Zv {1-{—2! Lgv+ 31 (Lgv)" + ... mlni.[
A=0
Die Klammer unter den Summenzeichen ist aber

I.r‘
R A | ] —p

CLgv 8

weil bekanntlich Lg v = — ¢, somit wird

- lva i 1l—v
=T L T Ty W

. o g X i
Dabei ist @ = v+ v* - ... 0" der Barwert der jihr-
lich nachschusswoise zahlbaren Zeitrente 1.

Da

doetp 3
dv 4§
80 wird schliesslich
i
Ly 3 @ (9)

Lassen wir in der letzten Gtleichung # =oo werden,
so gelangen wir zum Barwert der ewigen (perpetuellen)
kontinuierlichen Zeitrente,

I)H 1

Qoo — —

2
so wird {



64

Ist die Zeitrente mmal jihrlich zahlbar, je im

1 i % g
Betrage von “r;z—’ so wird ihr Barwert

m. "l

o) = vm + fvm + .. vﬁ} Zv’l

Der Ausdruck vor dem Summenzeichen ist aber
unter Beriicksichtigung von Gleichung (6)

2 ” i
v - e T P . __-(WL)
m {(1 —}-i)ﬁ—l} J
folglich
3 n-1 ;
o™ S
ﬂﬂ; T )y Z v = Tmy “ﬂ (11)
J A=0 ‘}
fiir »n == co wird
a,ff = -3m) (12)
J

IV, Kapitel.

Die Sterbeintensitiit und ihre
Anwendungen.

1. Die Sterbeintensitit und ihre Abhingig-
keit von den verschiedenen Annahmen iiber
den Verlauf der Sterblichkeit innerhalb
eines Jahres.

Es sei [, die Anzahl der Lebenden vom Alter x.
Die Sterbeintensitit wird dann bekanntlich definiert
durch den Ausdruck 7’

L i

e = Tm



Wenn [, als analytische Funktion des Alters x
bekannt ist, so wird die Ermittlung von u, keine
weiteren Schwierigkeiten bieten. Ist aber das Sterblich-
keitsgesetz, auf welchem die Tafel aufgebaut ist, nicht
bekannt, so sind wir zur Bestimmung von u, auf ein
Niherungsverfahren angewiesen. Die Gleichung (16)
des Kap, II ist die gebriuchlichste Form, welche zur
numerischen Berechnung der Sterbeintensitit dient. Die
Daten einer Sterbetafel gestatten uns aber die Bestim-
mung der w, nur fiir ganze Altersjahre, so dass man
oft genotigt ist, iiber den Verlauf innerhalb von Zeit-
abschnitten kleiner als ein Jahr gewisse Voraus-
setzungen zu machen.

@) Nehmen wir vorerst an, dass man w, wihrend
der Dauer eines Jahres als konstant ansehen kionne.
Die Zahl der Lebenden in einem beliebigen Zeitpunkte
innerhalb eines Jahres ergibt sich dann durch Lisung
der Differentialgleichung

L Al
Mapt = — Z;:—{—t ~dt

Dabei ist g,y = w, konstant,
Integrieren wir iiber das Intervall 0 —¢, so folgt

l.r:+t = Z.n e Fe t' (1)

Der Verlauf der Lebenden ist also durch eine

Exponentialkurve dargestellt.
b) pieye verlaufe innerhalb eines Jahres linear, so

dass also
Mot = fo b (o — fla 1) = fla—b 4 Wy,
s wird dann die Anzahl der Lebenden im Zeit-

punkte x-}-¢ gegeben durch
— ﬁ»<£°zj s :
(l£+t):lL . 8 te bt 9 My (Z)
' b
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Aus (1) und (2) folgt
tﬂ
(TS

(lop) = 2 " Loy (3)

Diese letzte Gleichung gibt uns ein Mass fiir die
Abweichung, wenn wir die eine oder die andere Voraus-
setzung itber den Verlauf der Sterbeintensitit machen.

¢) Untersuchen wir zum Schlusse noch die in der
Praxis gebriuchliche Annahme, dass die Sterbefille
sich gleichmiissig iiber das Jahr verteilen, In diesem
Falle ist die Anderung der Anzahl der Lebenden in
der Zeitstrecke dy, dargestellt durch

ey = (ly—lpy) d
woraus ' 4

o == e megmen s ), (4\)

Es wird also die Sterbeintensitiit gleich der Sterbens-
wahrscheinlichkeit. Wenn man aber die zahlenmiissige
Vergleichung zwischen w und g macht, so zeigt sich,
dass diese Ubereinstimmung eine sehr rohe ist, und
daraus kionnen wir riickwiirts schliessen, wie wenig die
Annahme des gleichmiissigen Absterbens innerhalb
cines Jahres gerechtfertigt ist. Wenn wir diese letztere
Voraussetzung machen, so heisst das nichts anderes,
als dass man das Absterben einer gleichaltrigen Gruppe
von Lebenden wihrend eines Jahres der Moivreschen
Hypothese unterwirft.

2. Die mittlere Lebensdauer.

Die strenge Form derselben ist

o0 1

0 1 :

g == —Z;Z [ b iyt A (5)
J=0"



Das Integral unter dem Summenzeichen ist der
Ausdruck fiiv die Zeit, welche von [,, am Anfange
des Jahres vorhandenen Lebenden im folgenden Jahre
durchlebt wird.

Nach den Ausfiihrungen des [ Kapitels ist aber

N1 ;
1 7 1 te
./0 la:+1-|-e dt = lm‘{—}. + _27 [ @A + —37 [ afhovoe e

Nun besteht die Relation

llm-}—l _ l.v i Ma-i
Setzen wir
l”m-]-). = lw-}-ﬂ. Ug-}-h
so folgt
l”:r+:1 1 d lm—}-i. JLR
H‘U‘H- = T e e e

[ loa dmpﬁ.

Da die Kurve der Liebenden im allgemeinen zwei
Wendepunkte aufweist, so hat ”,,; im Verlaufe der
Sterbetafel nicht {iberall gleiches Vorzeichen. Iine
Summation iiber einen Ausdruck, welcher u,, enthilt,
wird also positiv oder negativ einzufiihren sein, je nach
dem Alter, von dem ab der Summationsindex lduft.
Wir setzen deshalb vor jeden Ausdruck, der w,,, ent-
hiilt, den Buchstaben &, wobei &, = -1 oder —1 ist,
je nach dem Werte von .

Ferner ist
d lw+/ll_

L l; ~ 9_,._,'_‘_ 7 D R
3 [t ' A l. v *“A dx+}. + A I—l]. {Zmil_‘l I

(@ proys 2o

YA P

Als Intensititsfunktion zweiter Ordnung ) fir die
Sterblichkeit werde bezeichnet:

1y Prof. Dr. Chr. Moser: Die Intensitiit der Sterblichkeit und
die Intensititsfunktionen. Heft 1 der Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker.
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U g
Maetr Aoy el

Hs wird somit

, . I
Ubs = Mypa {/“‘x+;. :“x.;_x}

und folglich

1
1 1
flw>kl+ﬂ dt = Z;H_), {1 — "2*!* Mt + ';T Eq- uaz-H}
0 . e’ a
g1y kann auch folgendermassen geschrieben werden

Vot U

lopr  Vopr

Dies ist aber nichts anderes als das” Produkt der
Intensititsfunktionen der urspriinglichen I'unktion 7y,
und ihres ersten Differentialquotienten.

Wir wollen die Reihe ihrer starken Konvergenz
wegen mit dem dritten Gliede abbrechen; denn aus
der Tabelle ist ersichtlich, dass die folgenden Glieder
keinen grossen KEinfluss mehr ausiiben,

Es wird also schliesslich

Uyt ==

g 1 % =
Z_Z a:+/1{ 9 ;“x—H} Z Z.r:-H. U J
1==0 =0

Begniigen wir uns mit einer weniger starken An-
niherung, so konnen wir setzen

Z b 2 { g Mt A} (M)

Aus Gleichung (7) folgt

] 1

—1 = |, — l w

& ® w1 :n+1 2 el

o0

woraus

o 1 o
g, == (1_ —é_lu'a,) +-pa: em-H' (8)
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Diese Rekursionsformel gestattet uns die Berech-
nung der vollstindigen mittleren Lebensdauer aus den
Reihen der p_ und p .

Setzen wir in Gleichung (6) u = ¢q,, d. h. legen
wir ein gleichmiissiges Absterben zugrunde, so wird

Ugpa = 0
und da
l§0 lx—l"}‘ q‘”‘}‘)v = Z.L
80 wird
[¢) 1 > 1
em — i: lm~|—i_ - —2—' Zr (9)
1=0
oder _
0 1 1 1 T
8'.1! = “2"‘ + _l:; z%“l").—}-l —_— “2*' —l-—- ‘lm! 1 (10)
A=0
wobei

Z‘l l.c~i-ﬂ.——| 1= bp-}1 + l;r}—}—‘a + e T L;v—|—l

Auf dhnlichem Wege kann man zu der Anzahl
von Jahren gelangen, welche /, Personen durchschnitt-
lich in den niichsten » Jahren durchleben,

Dieser Wert ist dargestellt durch

1 [
Q
|n e;u - -i: lw-}-H—t dt
i=0 0
oder { g =
|n8w = l {Ld Ld|n .YQTZZ‘HL”LH
- !
A=0
1\
-y Ep Z lw,,H, Uy - (11)
A=0

Man wird oft vor die Frage gestellt, namentlich
bei der Behandlung der vollstindigen Renten, die Zeit



zu ermitteln, welche die in einem gewissen Zeitintervall
Crestorbenen durchschnittlich innerhalb demselben noch
durchlebt haben.

Nehmen wir als Zeitabschnitt » Jahre.

Die von den Gtestorbenen des ersten Jahres durch-
lebte Zeit ist

1
f t lm'H M- |-t dt
0

Fiir die im zweiten Jahre Gestorbenen ergibt sich als
durchlebte Zeit

.1
(o1 — lyp2) + / t it Monprpe A
0

w, 8. f,
Piir das nte Jahr folgt

‘ 1
('n e 1) (locvlwn--l_" la:-i—n) "I“ _/ t Za‘.-}-n—l—{-t Ma-pn—1 -+t dt.
0

Es wird also von den innerhalb » Jahren Ge-
storbenen eine Zeit durchlebt von

n—1
(lw I ia:—}-n) (in g;v) — Z A (Z’L}ﬂ. L Z;vi-i.-l-l)
A=1
n—1 1
-+ / bl patt Mapate A8,

A=) 0
Ks ist aber

n—1
D 4 o= i) = Lt — Lipgn— (0—1)

A==l

n—1l 4 n—1 1
Z / b lotate Motate A = Z—- lotat1+ f bt 2yt B
i=0 0 7=0 0

= —— L»”*H —+— Lm-{—n-ld + [m [n ce)m



N

folglich
lu: | n 8:1: - no- l;t: -n

(1 n 8;1:) —

(12)

l:r: - l'.c-l—n

Der Zihler ist offenbar die von simtlichen zu Be-

ginn des Intervalles vorhandenen /, Lebenden im Zeit-

raum von » Jahren durchlebte Zeit, vermindert um

die von den ly}n Uberlebenden durchlebte Zeit. Das

durchsehnittliche Alter beim Tode innerhalb der niichsten
n Jahre ist somit _
X + (I n g.v)'

Wir haben in diesem Abschnitt die Fragen, welche
an die mittlere Lebensdauer ankniipfen, behandelt,
ohne irgendwelche Voraussetzungen iiber den Verlauf
des Absterbens zu machen.

[iir den Spezialfall, dass sich die Sterbefiille gleich-
miissig tiber das Jahr verteilen, ist in den gefundenen
Ausdriicken iiberall

Wit = U
und Mgl == Q
zu setzen,

3. Die Sterbenswahrscheinlichkeit als
Funktion der Sterbeintensitéit.

Die Anzahl der von [, Personen im Laufe des
folgenden Jahres Gestorbenen ist

1
da, =Sj lm~{—t M-t dt.
0

Es kann somit die Sterbenswahvscheinlichkeit g
dargestellt werden durch

1
f lopt pots dt
0

q.l' — l»v
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Ks ist aber

1
1 dli,
/ bt prope B =l o+ 57— .
0 ! s

1
= lw{,um—— 5 & U ’

Daraus folgt

I 1 2 I
1 = Mz —2* Ep U = Mg — _2— Ew (1“’:0 — M fu-.n)
oder . l
g, = ,u,m{l — o (o — ,u,f)j- (13)

(Uber den Zusammenhang zwischen q, und. g,
siehe auch C. Landré, Mathematisch-technisches Kapitel
zur Liebensversicherung, Abschnitt 41.)

4, Kapitalversicherungen auf den Todesfall.

a) Barwert der Kapitalversicherung 1, zahlbar am Ende
des Jahres, in welchem der Versicherte stirbt.

Der Barwert der Kapitalversicherung 1, zahlbar
am Fnde des Sterbejahres, ist darstellbar durch

| & | 1
A, = Fn Z’U)' H f la:—l-A-H M-t dt. (14)
* =0 0

Durch die Substitution

I Y
lotats dt

Uatitt =

kann der obige Ausdruck umgeformt werden in

(o e ]

1 . 1\
Ay = o Z’U}' H {Z.x,--+-).~ l.c-l-.i.+1} = 1. Z/UH_I dﬂ?-l—)-‘
. A== () v A==0 (15)
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Nach friiherem konnen wir aber auch mit grosser
Anniiherung setzen

1 dleys o
fl“’“*”‘*““dt—laﬂum i+ 57 %LH‘"
r

1
== l:n—H. Mapr — "Q‘ Ep-a Z'J't 4 Uag-)

tolglich wird

o0

1 ) 1
A, = i Zv’t H lots fats — o7 b Uz (16)

i=0
Dabei ist -

1 "
Um = 'l—'" 2_"0 + lw-H Uy 42
A=0

b) Barwert der Todesfallversicherung 1, zahlbar am Ende
des Sterbeabschnittes ;:7

Wir denken uns das Jahr in m gleiche Zeit-
: " 1 ;
abschnitte von der Linge — ecingeteilt.
m

Der Barwert der Sterbesummen fiir die im ersten
Intervall Gestorbenen ist

[ - | m
m
" / bo it Moyt At = " P ,ux B T Uaa
0

fiir den zweiten Zeitabschnitt finden wir

g 2 2 L 1
;ﬁ m T m m m
v / Lo-patt Magatye Gt =V —
v1 0 Yo

m

n) )
o 1 (m \m

== 2 labl—l —"—a'/tm~F1 = v2'* — Uy Fi’

u. s. f.
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Analog gestalten sich die Uberlegungen fiir jedes
folgende Intervall, so dass, wenn wir vorerst nur das
erste Jahr beriicksichtigen, der gesuchte Barwert fol-
gende Form annimmt

m k m I
bt ,’-%-{—lZ‘% V" Ly Ui E;—L,n;jl ™ (17)
k=1 k=1
K

Die Summe Z—v'" gibt, wie man sich leicht

k=1

iiberzeugen kann,j(—mv), wobei 57 den in Gleichung (6),

Kapitel 111, ermittelten Wert bedeutet. Gtleichung (17)
geht dann iiber in

34 e st toding g }
m o Matd T G Y letd Hat)

1 i X
. J M
~t bk o Z koo™

=1

Es ist ferner

B3 L _ j("‘")) v
27 , ,(m))ﬂ(“r w) T g

Summieren wir von 4 = 0 bis oo, unter Beriick-
sichtigung der Diskontierung und unter Zuhiilfenahme
von Gleichung (16), so wird

) m— 1 1
A(m) (2 + {1 + m . }{-‘ U.
Jm)y 9’ Fmy y am) | “T T
J gon 2m J (18)
Es ist aber
1 . 1 (m)

G s T T e
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folglich konnen wir auch setzen

? m

A — T A, "I" { ae - ————} &x Uy (19)

Wenn wir ein gleichmiissiges Absterben innerhalb
eines Jahres voraussetzen, so wird

Uy =10
weil dann ) pep; als konstant anzusehen ist.
Unter dieser Annahme wiirde dann
i

A'(q:m) — ;6") Am . (20)

(Text-Book Kap. IX, GL. 10.)

¢) Barwert der Todesfallversicherung 1, zahlbar im
Momente des Todes.

Der allgemeine Ausdruck fiiv den gesuchten Bar-
wert ist offenbar

o0

— 1N Mg
Am — im ZJ f})k H lw-l-l-f-t/"w-]—l-I-t dt. (21)
Y x=0 0

Durch die Substitution 7,4 e = — dlype wird
obiger Summenausdruck iibergefiihrt in

oo

I va {laﬂ-l —V lw'l—7~+1}

st 1
+ Lg v Z f VM e dt,
A=0 0

Die erste Summe ist

l.)) {au, - a’w} = l;L‘
die zweite
L_(/ v lmiiw == ““fSZ.inm
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und somit B
Ay = 1— 8@ (22)

Wenn wir in den GHleichungen (18) und (19) des
vorigen Abschnittes m = oo setzen, so gelangen wir
zit einem angeniherten Werte von A..

Da
Lim j0® = ¢

m==09

_ ' T

oder
Ao= a2 l———“}sU (24)
x = 73“ q,"{"‘_a‘ oo“l‘ D) oo €x Up. -

Unter der Voraussetzung, dass die Sterbefille sich
gleichmiissig iiber das Jahr verteilen, wird U, == 0
und folglich

Ad,=—_A4,. (25)

Fiir den Barwert von 4, wollen wir noch eine
Reihe herleiten, welche ihrer Einfachheit wegen einiges
Interesse bietet.

Betrachten wir vorerst das Integral
1 1
j vt dt = f F'e) dt.
0 0

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, wird
Fo = oo
F'to) = @'ty — 8 po)
F”(o) ] (P”(O) — 20 q)'(o) —|—- l‘s?q')(o).
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Das Bildungsgesetz fiir die Differentialquotienten
an der untern Grenze des Intervalles ist leicht er-
sichtlich.

Nun haben wir gefunden, dass

sl
} | [ ¥ e
]F(c) dt = F) -+ a1 o -+ —ET!F (0) .
[}

Unter Beriicksichtigung des vorhergehenden Glei-
chungssystems wird dann

1 1 . 2
[ gwie—[roa—qli- 3 1 5]
; vt ) (t) G ¢P‘ 91 31
oo §ae
L0 .0
41

+ ¢"t) {3! -

|
I

Der Koeffizient von @) kann gesetzt werden

Zur Ermittlung der zweiten Summe setzen wir die
Reihe an
" o o’ bk
B=gr—srTar

Es ist dann offenbar der Koeffizient von ¢'o) dar-
=

gestellt durch -‘Z—;
Nun ist
R f‘.:Lt_‘i
S o
woraus folgt
d R X v



Identifizieren wir nun @p) mit ly e, @' mit
1 41 T

== — Iy Uy, 80 wird

.y

;{‘:iivlﬁg_ . mis U, —I-—*l*—e‘U.

9, (3 a4-A Ma--A 5 x Ve 3 x Y
A=0

Unter Verwendung von Gleichung (16) ergibt sich

schliesslich

= ijr 1 1)
Aw“‘"FA‘BHI_-B_l__l—?-‘(_j}E‘”Um'

2
Diese Form ist mit Gleichung (23) identisch.

5. Barwert der lebenslinglich zahlbaren
Leibrente 1.

a) Barwert der jéhrlich zahlbaren Leibrente 1.

Von /, zu Anfang des Jahres vorhandenen Per-
sonen leben am Ende des Jahres noch

1
31, ——f zm,}.t Mot dt.
0

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten
ist offenbar

) {lw _— ./'llx,l,g Ut dt}-
]

Fithven wir diesen Gedankengang fiir simtliche
folgenden Jahre durch, so kann der gesuchte Barwert
in folgender Form geschrieben werden

by Ol == {’u bo + V2l + .. }

22 1

N A+t s
- ZJ’UR t flw-Fl'l't Map -4 dt. (zb)

A=0 v

Die hier auftretende Summe ist aber nichts anderes

als [, A,.



Ferner ist

i+ 2 lppr 4 ... = v (ap+1).

Es wird somit

by == 'U(“w“l"l) o Aw,

woraus
(s Aa;
oder :
e p (28)

b) Barwert der Leibrente 1, zahlbar in » Raten.

Die Anzahl der Lebenden im Alter a:-l——?—}-l— ist
ausgedriickt durch

1
b - ‘./--m l.uH Mac-t dt,
0

somit der Barwert der an sie auszurvichtenden Renten-
raten

m m -
m v {l.r - _(( lw~|~t Ma-f-t dt’
Fiir den zweiten Zeitabschnitt finden wir analog

2 2

1 = — .
gy {lm " [ "ottt dt}'
m A

Fiir das erste Jahr ergibt sich somit ein Bar-
wert von
_'”!

l ke m 1 {:_ 1‘;
R ™ Z m [m
I L A lppt thays AL,
Ly L = " f wtt Mot
k=1 0

"\' = l



Nun ist aber
m k .
rP = X
m g
Je=1
Ferner wird

1‘:?, k m d Za: 2
Zw_t_ m_{_ dﬁ e lm A | |
0'[  fott m f 2 d, ’

folglich der zweite Summenausdruck

W LN RIS JIFS

fe=1 fe=1

Die nur vom Abzinsungsfaktor » abhiingigen Sum-
men lassen sich ermitteln zu
k

k m i { j(m)} v
e ST I
T

2 m; m
k=1

X G\ | 1 v
g+ ) o g 1]~ 3

Wenn wir nun die Summation iiber simtliche
Altersjahre durchfiihren und die Gleichungen (18),
(27) und (28) beriicksichtigen, so kann nach geeigneter
Anordnung gesetzt werden:

=5 i v(am+1)—7)(1+3 )Agn>+.}Am.

Dloser Ausdruck kann aber auch geschrieben
werden zu

m 1 1 1 "
a,g: ) }(m) — (7—(;5 —l— Wl:) A:(n ¢ (29)
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Fs ist dabei AU nach (Heichung (18) berechnet.

Diese Form fiir a4 stimmt iiberein mit derjenigen,
welche sich unter der Voraussetzung gleichmiissigen
Absterbens ergibt (Text-Book, Kap. IX, GIl. 11), nur
ist zu beriicksichtigen, dass die zugehorigen Werte von
A" nicht als identisch anzusehen sind. Gleichung (29)
ist streng.

Stiitzen wir uns auf die IHypothese der gleich-
missigen Verteilung der Sterbefille iiber das Jahr, so
wird, da nach Gleichung (20)

"l(m]

4L ) fi.l,‘ﬂ

n | . | | .
f-l‘.(n ' _— — ’ 1 —1 fla; (7.('”” —{— )}' (,;(]]

' 7'(”;)7 | m
Zu den gefundenen Gleichungen fiir ay” wollen
. 1 [
wir noch bemerken; dass .~ -4 — den Barwert der
q8) m

. L 1 g
ewig vorschussweise in Raten von - zahlbaren Zeit-
m

rente 1 bhedeutet.

¢) Barwert der kontinuierlich zahlbaren Leibrente 1.

Der Barwert der kontinuierlich zahlbaren Leib-
rente 1 ist gegeben durch

N 1,
7y = zl M et 31)
A=0"Y

Setzen wir in Gleichung (29) des vorigen Ab-
schnittes m = oo, 80 wird, da

Lim j™ = 4,

= o0

6
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[ -
= - (1—A2) (32)
woraus auch folgt
Ay =10 (33)

Diese letzten Gleichungen stellen uns den mathe-
matisch genauen Zusammenhang zwischen 4, und a,

dar (Text-Book, Kap. X, Art. 16).

Setzen wir gleichméssiges Absterben voraus, so
wird nach fritherem

4"1.1! - ’&‘ -A:r
0
und folglich
l I .
(g == —= — o A (34)

Fiir das Integral

S|
/’Ut l‘v..H dt

0

konnen wir eine Reihenentwicklung herleiten, welche
uns gestattet, den Barwert @, auf anderem Wege zu
ermitteln.

Substituiert man

t* dl, o

't
lopt = b — 0/ bt gt = bt — 5 =

so wird

-1 1 L
jv‘ Lot it == l:,,.fv" dt — 1 ,u,,.ft'v‘ dt
0

0 0

- .l x
+ by b U ] 2 vt dt

0

Die hier auftretenden Integrale lassen sich leicht
auswerten. Ks ist nimlich



— B8 -

-1 ',;
fordt=""
A 4

1 v v
falt ) s e o
_u/ vt dt 3 + -,

0
1 , v 2 ] v v
Pt — — —
J t2 ot di = ) ) 1 0 »°

't T

|
J

Nach durchgefiihrter Summation iiber alle Alters-
jahre erhilt man fiir a, den angeniherten Wert

?

: 1 /) 1 ¢ : -
Ap — —(‘S‘ S "(39’ fl.;_- + :;‘é Ts‘ = (1 + -‘2“) Ep l[_,-. (J 1))

6. Die vollstindigen Renten.

a) Die pro rata der im Todesjahre durchlebten Zeit zahlbare
Schlussrente sei am Ende desselben zahlbar.

Da bei den vollstindigen Renten fiir die im Sterbe-
jahre durchlebte Zeit noch eine Rate gewithrt wird,
0 ist offenbar fiir das erste Jahr der Barwert der
fillig werdenden Renten

. 1
A {l;,,.l 1 +./ { l.,. [t Mt (lt} =2 / lm'l" dt.
0

0

.1
/[‘,,M(U gibt uns die Zeit, welehe von 7, am
0

Anfang des Jahres vorhandenen Lebenden im folgenden

Jahre durchlebt wird, und der gesuchte Rentenbarwert
ist offenbar proportional dieser Zeit,

[is wird somit

o0

Q 71 “+= ‘1' ¥
Lo s = ZJM M et (36)

A=0 0



Setzen wir

1 : 1
/ZWH\*H dt = Za:-}-l "“‘ ”2'71.1: A M-}
0 :

i
g bk daids

so folgt
Ly il =y (0 —+—1)v‘——l—l. A ———5—&‘ by [y
vty — by it 2 €Z AL 12 & Y @
oder
Gy = gt - Ay — 60 U (37)
e & 2 iy 12 x e

Im Falle gleichmiissigen Ablebens wird das letzte
Glied 0 und somit

& = g+ -;— Ay, (38)

b) Die Schlussrente sei zahlbar im Momente des Todes.

Die im vorigen Abschnitt gemachte Annahme, dass
die fiir die Grestorbenen noch auszurichtenden Renten-
raten am FEnde des Jahres zahlbar seien, ist in der
Praxis mnicht gebriuchlich, und wir wollen deshalb
noch den Fall untersuchen, wenn die Raten im Zeit-
punkte des Todes zahlbar sind.

Der Barwert der im erston Jahre fillig werdenden
Renten ist

i
v Z‘L{—l —'— j ¢t Za}l—t Mot di
0

1 -1
= f’?}t lw+g dt — (3/ t vt lm-{_g dt.
0 0

Der Ausdruck fiir @, setzt sich in diesem Falle
aus zwei Rentenbarwerten zusammen, nimlich aus dem
Barwerte fiir eine kontinuierlich zahlbare Leibrente
und demjenigen fiir eine steigende kontinuicrliche Rente,



letztere multipliziert mit dem negativen Betrage der

Verzinsungsintensitit. Die zweite Rente hat die Figen-

schaft, dass sie zu Anfang eines jeden Jahres mit 0

beginnt und dann proportional der Zeit wiichst.
Allgemein ist

0 O:‘ . |-t 3
l-.v Uy = Lo @0 ‘+‘ ZJ/ l 'Ul i [;,31_14_5 M)+t dt.

J==0 0

Zur Berechnung des Integrals schlagen wir fol-
genden Weg ein :
Els ist

-l
¢
/ t’l))‘ t lw-{-k,H,HJ;_l.)‘,Hdt
0
= — (l(tl)l"'t)l,n}l“udlllf

,) j J Fhbt Mo )t d[.

Das erste Integral kann gesetzt werden

(i i)/.lcl (tvrt?) {[.:.--H. Moty 1 dl‘f‘lgf::;”""” . }
= — S lat bk x/ 0 () ““:-'--U‘“’“ftd(t )
N }3 {4,, Bt i e dla’{*zif";””__l
eyt ()

Summieren wir iiber simtliche Altersjahre; so wird
unser erstes Integral

1

1 1 ?
- . e i f ln ‘x [fw.
y b Ao (26 " 5") o

2
o



Im fernern ist nach durchgefiithrter Summation

1\ =
F 2/ ’U)‘—H lw—}-l—{-t M) -t dt = Y A1, 3

=0 0
somit wird schliesslich

o _ L | (1 L i) "y
g = Ay ‘I" ‘“5‘ IA:c —‘Am} + 24 + 52 PE E U(')‘}())

Unter der Annahme einer gleichférmigen Ver-
teilung der Sterbefiille wird

o b
t = tat 55 {4y — 4ol (40)
oder, da dann
= i
Ay = Ky A;-:,
(e = 0 + &;—T(Z Aq. (41)

Substituiert man in (40)

;{I.” it l - fs (g y
so wird auch
o 1
Uy = T (l e Aa) === (’(;1: o a/'.‘v)' (42)

Schlussbemerkungen.

Durch die Anwendung der im |. Kapitel ent-
wickelten Methode auf einige einfache Probleme der
Lebensversicherungsmathematik glauben wir gezeigt
zu haben, wie auf kontinuierlichem Wege sich die
verschiedenen Fragen in iibersichtlicher Form losen
lassen. Die Eulersche Summenformel, die bei der Be-
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handlung solecher Aufgaben gewdhnlich in Anwendung
kommt, setzt voraus, dass sich die Funktion /() in
der Umgebung ecines Punktes = in die Form bringen
lasse
f(x) =a,+a x+a,2?+ ...

also durch ecine bestindig konvergierende Potenzreihe
darstellbar sei. Das ist aber, funktionentheoretisch ge-
sprochen, nichts anderes, als dass f(x) transcendente
ganze Funktion ist. In unseren Entwicklungen haben
wir iiber die analytische Struktur von f(x) absolut
keine Voraussetzungen gemacht, und es ist deshall) die
in dieser Arbeit niedergelegte Methode als cine ganz
allgemeine zu betrachten, Sie bietet auch den Vorteil,
dass die Auswertung der verschiedenen vorkommenden
Integrale auf mannigfache Weise vorgenommen werden
kann, und wir haben mit Absicht nicht iiberall nach
dem gleichen System die mechanische Quadratur vor-
genommen,

Die  Korrektionsglieder bei  Barwerten von Ver-
sicherungsleistungen, die zu  cinem  beliebig andern
Zeitpunkte als am Lnde des Jahres fillig werden,
miissen streng genommen cine Summe darstellen, die
sich iiber die ganze Sterbetafel crstreckt. Bei der ge-
wiihlten Bezeichnungsweise wiiren die u, und U/, als
Korrekturen anzusehen. IThre numerische Bestimmung
erfordert keinen so grossen Arbeitsautwand, als dass
or sich nicht rechtfertigen liesse.

Gewbhnlich werden die Korrektionsglieder so ermit-

telt, dass man fiir die verschiedenen Zeitintervalle von —
m

die Gewinne oder Verluste fiiv den Zins und die Sterh-
lichkeit getrennt aufstellt und durch Grenziibergiinge zu
den kontinuierlichen Barwerten zu gelangen sucht. Diese
Betrachtungen sind  gewiss sehr instruktiv, aber im



— B8

allgemeinen etwas schwerfillig und nicht immer
einwandfrei.

Die in der vorliegenden Arbeit niedergelegte Me-
thode, welche ecigentlich auf nichts anderem beruht
als auf der Entwicklung eines bestimmten Integrales
an der untern Grenze des Integrationsweges, ist einc
ganz allgemeine. Sie enthebt uns auch der Not-
wendigkeit, iiber den Verlauf der Funktion zwischen
ganzzahligen Argumentenwerten irgendwelche  An-
nahmen zu machen,

Die in der Lebensversicherung vorkommenden
Funktionen haben die angenehme Kigenschatt, dass
die Differentialquotienten erster und hoherer Ordnung
eine rasche Abnahme zeigen, so dass die durchgefiihrten
Reihenentwicklungen sehr konvergent sind. Ks ist uns
dadurch ein Mittel an die Hand gegeben, diese rein
kontinuierliche Methode so weit zur Anwendung zu
bringen, dass sie auch in der Praxis den Vergleich
mit den bisher angewandten Prinzipien aushalten kann.
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