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Die indirekte Methode zur

Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente.

Von Dr. G. Schaertlin.

1. Seitdem Belun ') und Zillmer-') und andere

Autoren in Deutschland, Ralph R. 1 lardy"), Meiklo"),
King-'), Manly"'), Allin") und K.U.Thomas?) in Kngland
zur .Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente
die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein, also das

Verhältnis der Zahl der verheirateten Männer eines

bestimmten Alters zu der Zahl der Männer desselben

Alters überhaupt, eingeführt haben, ist von der neuen

Methode vielfach Gebrauch gemacht worden").
Das Verfahren, als indirekte Methode bekannt,

von den englischen Autoren „Collective method" ge-
nannt, scheint um so mehr Aussicht zu haben, sich

') (I. Hehin. Kntwurf eines Gesetzes hetreffeml i lie fill's II ver
sicherniii>- (Irr Arbeiter nebst liegnindung, sowie eine Denkschrift,
betreffend die Gefahrenklassen. Merlin IS,so.

-) Zillnier. Assekuranz-Jahrbuch von A. Ehrenzweig. XII.
Jahrgang,

") Alan vergleiche J. I. A., XXXVIII, $. ltül.
') J. I. A.. XXX, S. 201.
"') J. I. A., xxxvr, S. 20!). XXXVIII. S. 101 und XI.II. S. 1.

") J. I. A., XXXIX, S. 337.
') J. I. A.. XI,, S. 188.

") Auch die Arbeit von Sclijoll, Christiania 1802. von der
ein Auszug im .1. I. A.. XI,, S. 200 enthaIten ist. behandelt diesen

Gegenstand.
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allgemein einzubürgern, als sorgfältige Untersuchungen
gezeigt haben, class dessen Ergebnisse sehr gut mit
denen der komplizierteren direkten Methode, die mit den

Storbenswahrscheinlichkeiton der Frauen in der Ehe
und der Wahrscheinlichkeit des Heiraten» der ledigem
und der verwitweten Aktiven rechnet, übereinstimmen ').
Ratsam ist es freilich, wie schon Zillmer es verlangt,
die Wahrscheinlichkeiten, verheiratet zu sein, aus den

Beobachtungen der Kasse, deren Belastung zu ermitteln
ist, abzuleiten, also nicht auf fremde Erfahrungen ab-
zustellen. Ferner ist die Methode noch einer wesont-
liehen Verbesserung fällig. Statt die Wahrscheinlich-
keiton, verheiratet zu sein, aus den Beobachtungen an

den lebenden Männern herzuleiten, empfiehlt es sich,
den Zivilstand der Männer zur Zeit des Ablebens auf-
zuzoichnen. Handelt es sich um eine .Bensionskasse,

so ist auf die Zeit der In Validierung oder des Ablebens
als Aktiver abzustellen^). Denn es ist nicht erwiesen
und auch nicht zu erwarten, class die Wahrscheinlich-

keiton, verheiratet zu sein und, worauf es weiter an-
kommt, die Altersvorhältnisse clor Männer und Frauen bei

gesunden und bei kranken oder gebrechlichen Männern
übereinstimmen. Mit andern Worten, es darf die Wahr-
scheinlichkoit, class ein gestorbener Aktiver oder ein

zu den Invaliden übertretender verheiratet war oder ist,
nicht gleichgesetzt werden mit der Wahrscheinlichkeit,
class ein gleichaltriger-Aktiver verheiratet ist. Uber-

') J. Karup, die Finanzlage der Gothaisehen Staatsdiener-
Witwen-Soeietät. S. (il.

-) Betinden über die Pensions- und [liilfskassen der Schwei-
zerisehen Bundesbahnen von J. Rebstein und G. Schaertlin. S. HO.

Bern 190-1. Neukomm & Zimmermann.
Anderer Meinung scheint King zu sein. Vergl. in dieser

Beziehung J. I. A., XXXVIII. S. 105.
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einstimmung ist nur dann zu erwarten, wenn die Ursache
des Ausscheidens aus der Aktivität in keinem oder nur
in einem entfernten Zusammenhang mit dem Gesund-
heitszustand des Aktiven stellt, beispielsweise dann,
wenn ein Unfall die Ursache des Ausscheidens ist.

Man hat im allgemeinen um so eher Veranlassung,
auf die Beobachtungen an Ausscheidenden abzustellen,
als Aufzeichnungen darüber so wie so bei den Bensions-
küssen gemacht werden müssen und infolgedessen viele
dieser Kassen auch schon ausreichende Beobachtungen
besitzen.

.Kino weitere .Fehlerquelle der indirekten Methode,
so wie sie bisher gehandhabt wurde, ist von geringerem
Belang. Karup ') macht mit Hecht darauf aufmerk-
sum, dass die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein,
nicht nur vom Alter, sondern auch von der Dienst-
dauer abhängig ist. Diese Abhängigkeit besteht aber,
ohne besonders berücksichtigt zu werden, auch für
die Wahrscheinlichkeit des lleiratens. Allerdings ist

der Hintluss dieser Tatsache bei der direkten Methode

weniger bedeutend als der entsprechende bei der in-
direkten. Immerhin wird man auch bei dieser die

Tragweite dieses Zusammenhanges nicht hoch anzu-
schlagen haben. Ihn zu berücksichtigen wird dann au

der Zeit sein, wenn auch der noch wichtigeren Ab-

hiingigkeit der [uvaliditäts- -) und Sterbenswahrschein-

lichkoiten der Aktiven von der Dienstdauer einerseits,
der Sterbenswahrscheinlichkeiten der Invaliden von
der Invaliditätsdauer anderseits, Rechnung getragen
werden kann.

') J. Karup, a. a. S. 50.
*) K. Blaschke, Internationaler Arbciterversicherungskongrcss,

Wien. II. Band, S. 12!).
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Diu bereits hervorgehobene Bedeutung der indi-
rekton Methode rechtfertigt das Bestreben, sie für dir*

Praxis so handlich als möglich zu gestalten. Was zur-
zeit besonders vermisst wird, ist der Einblick in den

Zusammenhang der verschiedenen Anwartschaften, ver-
schieden, je nachdem die Rente vorschüssig oder nach-

schüssig, in ganzjährigen oder unterjährigen Raten,
mit oder ohne Schlussrente im Todesfall gewährt wird.
Eine genaue Untersuchung der verschiedenen Methoden
zur Herlcitung von Anwartschaften scheint uns auch da-

rum erwünscht, weil die von verschiedenen Autoren gege-
honen Berochnungsmethoden von einander abweichen '),
manchmal auch der genaueren Begründung entbehren.

Wem der Aufwand zur Feststellung genauer Be-

Ziehungen und der Voraussetzungen, unter welchen sie

gelten, in keinem Verhältnis zur Zuverlässigkeit des

vorhandenen statistischen Materials zu stehen scheint,
möge bedenken, dass die mathematische Theorie durch
solche Erwägungen sich nicht davon abhalten lassen

darf, die ihr zukommenden Aufgaben zu lösen.

2. Die folgenden Entwicklungen erfordern die

Kenntnis von Spezialwerten des allgemeinen Integrales

fei

wo «, p', «i, & Konstante bezeichnen.

Nach den Hegeln der Integralrechnung findet man

') Hugo Meyer, Beiträge zur L'eiisionsversicliei'iuig. 1908.
Jena. (J. Bischer.

feO

•/ Jt + + '/»
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wobei
/ - «6 '

0 a) — ft)

,r(i «.)
'"SC <0,

Wv''><V'Vi/< (ft /y) " '
I' iii' Werte von die wenig von l verschieden

lind, ist seilt' annähernd

Wir können t'olglicli für kleine Werte von « und &

setzen
log (1 ö) -2 • -

und

log (L -/0=
Mit diesen angenäherten Werten von log (1 ft)

und log (I — /») gehen wir in den Ausdruck für unser

Integral ein und erhalten nach gehöriger Reduktion

" - '1. ,1,
2 ft) (2— &)

Diese Annäherung hat nur Gültigkeit für kleine
Werte von ft und &.

I. Die Aktiven-Witwenrente.

3. Zh'e A««;ftftsc/ift/'t ««/ rfie /e/je/(s7«»<//<c/te IIA-
iwt»'««te ./, «ft Ï»me7te«, Ha«/<rfm rfer ihfa«« «Ts M/rfére/'

//esto/Aen iirf, ers7»tft/s s« A'c/yit/n rfes ft«/' dan Torfes-

y'ft/tr /o^rewrfe« IVsürftmtMt/s/ft/rres.
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Wir gehen aus von der Aktivitätsordnung der

Männer. Die Zahl der Aktiven des Alters ,r sei

Das Ausscheiden der Aktiven erfolge durch Tod und

Invalidität; die Sterbenswahrscheinlichkeit der Aktiven
sei nach der Beobachtung 5"".

Die Erfahrung an einer grossen Anzahl von Männern,
die im Alter als Aktive gestorben, habe als Wahr-
schcinlichkeit, verheiratet zu sein, den Wert A,„ orgeben.

Insbesondere sei die Wahrscheinlichkeit, mit einer
Frau des Alters ?/ verheiratet zu sein, /), so dass

A — T Ai-J

wo die Summation vom niedrigsten Alter der Frauen
bis zum höchsten gehen soll, was wir der Einfachheit

wegen andeuten wollen mit
00

/^, zzzz:

?/ 0

Wir setzen voraus, dass die Wahrschein-

lichkeit, class der a; -)- /jährige Aktive mit einer Frau
des Alters y -)- / verheiratet ist, sieh mit / stetig ändere.

Unser nächstes Ziel ist nun die Bestimmung von

û.k|0*), des Barwertes der Belastung mit Witwenrente

auf einen Aktiven (cc) der Aktivengruppe herrührend
von den Ehefrauen mit dem Altersunterschied rc — ?/.

Dabei soll einmal der Umstand berücksichtigt
werden, class von der Aktivengruppe nur ein Teil,
nämlich Z. /c^, mit Frauen des Alters y verheiratet

') Solche Wahrscheinlichkeiten hissen sich unter anderem
aus den Daten herleiten, welche Leubin in seiner Arbeit „Ver-
sicherungstechnische Orientierung", Bern 1903. in Tabelle II
gegeben hat.

In der Schreibschrift verwenden wir dafür das n der
deutschen Kurrentschrift.
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ist, und ferner, class dor Bestand der vorheirateten

Aktiven, deren Frauen den Altersunterschied .r—//
aufweisen, durch das Ausscheiden der Aktiven zufolge
Todes oder Invalidität, durch Verheiratung und weiter
durch dus Absterben der Frauen verändert wird.

Aach Ablauf des «. Yersiclierungsjahres setzt sieh
der in Betracht fallende Bestand zusammen aus den

Aktiven, die mit Frauen des Alters y -)- « verludratet

sind; ihre Zahl ist

Entsprechend ist die Zahl der anrechenbaren
Aktiven des Alters ,r -|- o -j- t

7«« 7,

Ist die Sterhensintensität ') der Aktiven (,e),

so sterben von den Aktiven im Alter -j- « -f- < bis

u;-|-«+ (kurz ausgedrückt: im Alter x' —f-w —f-1)

verheiratet
ißt« rm / /iGl-» ® |-n-M :l-«T<

Die Gestorbenen hinterlassen ebenso viele Witwen
des Alters ?/ -f- « +

Von diesen Witwen erleben das Alter // -f- w -)- 1

iPi'Tü
ö® / G/4-M-I-1 I,<.c | « I « /'.« I-H-I « «x |-H-| * : (/+«+( - - (//.

îît'/F

Hierin bedeutet /»"' die Zahl der Witwen des

Alters // der Ausscheideordnung V der Witwen.

Dabei hat es die Meinung, class bei der Ableitung
der Ausscheideordnung der Witwen diejenigen, die

') Vergleiche Heft 1. S. 54, der Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker.

-') Amtmann und Pt'atfenherger, Zur Mathematik der Pensions-

Versicherung. 1907. G. Fischer, Jena.
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onto weiten« Kite eingegangen, wie «lit* Oestorbenen

behandelt worden seien.

Eine solche Ausschcideordnung kann entweder
direkt ans den statistischen Beobachtungen hergeleitet
oder aus einer Sterbetafel für Witwen und der Ileirats-
Wahrscheinlichkeit für Witwen nach bekannten Ver-
fahren bestimmt werden.

Um die gesamte Zahl der Witwen mit dem Alters-
unterschied .x — j/ zu finden, welche nach dem Alter
// -}- m Witwen geworden und das Alter // -j— « —)- 1

als Witwen erleben, ist die Summe der Werte '/.u bilden,
welche das letzte Produkt für alle Werte von < — I)

bis / r-n I annimmt.

Die Zahl der das Alter // —(— —|— 1 erlebenden
Witwen ist also

Bezieht jede dieser Witwen vom Endo dos Sterbe-

Jahres des Mannes ah eine vorschüssige Rente, so belastet

jede die Kasse am Ende des Sterbejahres des Mannes

mit 1 —j— rt,y Die Belastung für jene Zeit ist also

Diskontiert man auf das Alter Null der Aktiven
zurück, so erhält mau

£-1

/ VN-D
(1 -|- -|-w-(-i) df.

I ~t~ K/+«-l i)



Zur Auswertung «les Integrales sind bestimmte
Annahmen über den Verlauf «1er auftretenden funk-
tionen dienlieh.

Ks mögen sie,Ii die Todesfälle der Aktiven in den
Grenzen t 0 bis / | gleichförmig über «las Jahr
verteilen. Das heisst, es sei

Ctd 7/W rt'/.
wc-f-w • « |-J — *#(-« '/a?-| «•

Die \\ iihrscheinliehkeit
| | | | « verlaufe in-

nerhalb derselben Grenzen linear; es sei also

^ (^ar |-«://-(->? /<a?-f /<•-{-1 :// [-// | 1)

und ferner

Dann kann der auszuwertende Ausdruck gesehric-
bon werden

Wegen Gleichung (I) hat «las in diesem Produkte
vorkommende Integral ./ den Wert

nrtfi G« /If"' / - I /'V \
,c (-» «Zr1 « '//1 » 1-1 11 -p <4 I-H+D-

:.//+« 4~ /'.il I w I 1 :// l-H l-l

b/ I » ~T~ «7/ I « I 1

oder

7"'"-' 1 7"'"'
«1/1-« -p «'.// « « 1-1

l'user Produkt nimmt daher die Perm an

o ..«HüIC'„(i" 14- «:,t„I w+ Zb/+'<
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wo die Wahrscheinlichkeit bedeutet, class die

Witwe (y-f-w) ii» nächsten Jahr weder stirbt noch

heiratet.

Das Produkt gibt die auf das Älter 0 der Ak-
tiven diskontierte Belastung aus den Sterbofällcn des

(»i + !)• Versicherungsjahres.
Für einen Aktiven (cc) ist die auf das Alter er

bezogene' Belastung aller Versicherungsjahre oder ci»p,

— •>? — — O 'R-'W

a""; — 2 !-)"+« '/"+« /»„+„+A : „+„+L
n"" « <> - - «m

__
l +P.I/-I-«

ai ïûp; \+ «</+»+1)-

Legt man /y der Reihe nach alle Werte vom nie-
d rigs ten bis zum höchsten Alter bei und addiert die
sämtlichen Belastungen, so ergibt sich für einen Aktiven

(a'j der Gruppe die erwartungsmässige Gesamt-

belastung mit Witwenrenten. Die? Summe bezeichnen

wir mit a."j\ so class wir haben

— yy—co _—'

v ««
Clœ| — Q.o|,,.

7/ »

Führen wir die Bezeichnung

-co 'iü/ü
R®® — y i, i i ^ Pt/ /, « îûRj \ -q\— VG+- : /y+ — - r (1 + «„+,) (2

7/=0 7 2 w' ~r I'.y

ein, wobei jB die erwartungsmässige Belastung mit
Witwenrente durch den Todesfall eines Aktiven im

(;r 4- 1). Lebensjahr, bezogen auf das Alter er + 1,

bedeutet, so können wir durch die Veränderung der

Reihenfolge der Summation auch schreiben

— 7; ^ -- —
aa G y j-xa« «a 73aa „Clai| — — Zj Ux-|-« (*>)

i -



4. AUttwfceÄ«/'/ «•?»/ /rim/iMie-Wic/te W#M?e«-

rpu'e, ie</i«neM^ >«// tie/« ÏWe /ies AA'/ive«.

Obgleich der Anwendung der Beziehung (.'S) nichts

im Wege steht, empfiehlt es sich, dem Vorgehen der

Praxis folgend, eine etwas einfachere Berechnungs-
methodo zu suchen. Dies kann dadurch geschehen, dass

man annimmt, die heim Tod eines Aktiven in Anschlag

zu bringende Belastung 1-/. ://1-< verlaufe in jedem

Versieherungsjahr linear.

Die Belastung durch die Witwen des Alters y-)-"4"/>
welche Witwen durch die Todesfälle der Aktiven lies

Alters .«-)-« entstanden sind, ist, auf die Geburts-
zeit der Aktiven bezogen,

W-|-/G|-£ 7'«« Art I -/top 7,f ^a; /'.r }-// |-£ f-« (-/ : //-f-//-f-£ #// |-//-|-£

Setzt man

ja/t «a 7«« tttt
ke » |-l ,";c !« |-i — ke I » | »

und
~ /P/P 7 —/P/P

'kl- |-« + < : 1/ I h-| <%-(-« |-t — 'kl-f-w : J/-P«

7/7 'P/P / —tP'P \
— ' /va?-j- " ^ // ^1- " « h l : //-f- «4-1 vt// -{- « -f-1 / ;

so kann die auf die Geburtszeit der Aktiven diskon-

tierte Belastung, welche durch diese im Alter t/-f//
bis // "| - « + 1 entstandenen Witwen hervorgerufen

wird, geschrieben werden :

/ 1

7«« «a /* ,/ J /, 7*^'/' /f7/ i
G..|« / ' ('kc iw I« «Î/I" : lyf«

*-0

4l' l-H--l-l : )/ h-H+l %-k"|l)l '"
Setzen wir zur Abkürzung

7 —/p/p / —/p/p

_ »*+«:// |.« %+» ''»-)-»-1-1 : y l-H + 1 «/»+« l-l
» —MJ/P
' '•» 4- « : //-|-« " 7/4"7/



so ist auszuwerten der Ausdruck
<-=1

«/" — Cf» Sa'"-» V*+» 0 — «0 <*'•

0

Nun ist aber

r i
m; </

j - a

und

wobei

<=0

7—L

/ /'•' '/< j., !' — '!)>

< .1)

t) log (1 + 0.

Da angenähert
i — f)' i

2
'

kann man schreiben

S M
£=0

Das Integral im Ausdruck für ./ kann daher ge
schrieben werden

d

r)
1-"

oder wogen der Bedeutung von «

7 7 —WMJ 7 — ÎCWJ
(Ï /^a; fw : y-{- ra ^y-f-w ~i : y-f-fl-l"1 ^

O.t 7 ---V'DC
*" "œ+7i : y-|-'ß ßy-|-n

Der auszuwertende Ausdruck nimmt nun dit

Form an

fZ 7«« /7» —'/fît? I 7 —\— 'cc-|-/# Î.x'+k ^ v^-|-« :y-|-?i ^y+-H ~f~ #y-|-M-f-l/
2 y



Infolge dessen ist

und

rühren wir die Bezeichnung ein

/C S /t (4)

so können wir dem gesuchten Barwort die Form geben

Will man, was sich empfiehlt, bei der Bestini-

mung der Anwartschaft auf kontinuierliche Witwen-
rente von Hypothesen über den Verlauf der in Betracht
fallenden Funktionen absehen, so wird man die Filier-,
Mac Faurinsche Siininieuforniol ') beniitzen und unter
der Annahme der Stetigkeit: der erwähnten Funktionen
die folgende Überlegung anstellen.

Die Anwartschaft auf kontinuierliche Witwenrente
für Witwen mit der Altorsditterenz .c - // wird gegeben
durch

') Flier die Zulitssigkeit ihrer Anwendung ohne Schätzung
des Uestgliedes vergleiche Karup, a. a. <>., S. ill.

</ |

2d 'ü--«W| «(/>, I" h Ar I i). (-))
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Führen wir zur Abkürzung die Bezeichnung ein

wia j /UÎÛ
'key — «œj/ «;y ;

se ist

0^ -4 /":DT+« Ä 4"H : .y M <«

Dr
<=0

Bezeichnen wir ferner

2 *(*) /<» + ^+1) + ^('-+2) +
so ist nach der Eulorschen Suinmonforinel

oo

//rVw/:+^ /mV) j'.,/•"(>.){

Für ,s — 0 wird

I A(0) - - F(0) + F(l) + F(2) +
und

3 FK.) /'/•'(:) '/:+'_ F«!, j', /•• (<»,.

,'J-O

In unserem Falle ist

/••(r) /••(/.) - icr/rr/cr:,./,
//VA\ t-\«« ««/ (0) D# -£>#//•

'Nun ist nlihorungsweisc

m/ / i\ [ \ ftd ",Ä" (4,) — ~ (J-'.c-f-fl-l jtlaj-f-i—1 + L —1

Da« aa ~T>a« \
#-|-£-|-l ^#+«+1 : y-H+l/

und

/T/r\\ 1 /T\ß® «« dp)«« ta«« «« ta«« \
Z (^Uj — — _ {1^ — 1 X»aj_x:y_i 1/®.-|-i -^a!+l:2/+ï/*
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Demnach erhalten wir
I ~ — I

—«a v «a ' aa T^aa
Ga;|w — ^nc-|-£ i: //-|-< ~ "Q~ ^wrt/

hart £._i)
' Z

03

I -pvaa a« /»art i -.aa aa r>aa
—* /^a;—I ^a;—1 : //—1 " I'a3-f-l /'sc-J-1 : .v i -1

24 I)««
'

oder, wenn wir den letzten Bruch mit bezeichnen
und £ durch >/ ersetzen,

1 ^ • | _—art i lArtrt art /)rtrt ' art r>art
Ci.ijla — ~ Zj o -**#//

jQrtrt W-ü -ö

1
>rm

24

Bilden wir dieselbe Beziehung für alle Werte von

//, addieren, und setzen wieder

oo oo
,,<!« V //'« V /, -»'!>

X)^ £>#,/ /ta;/; //
-0

'
0

so erhalten wir
I oo _ j _ J

an ' v I «<t ,,«« 1 aa »><i« *• pria
Ü;r| — ~ 2j -^»a; |-n o ' ^ 91 ^ ^

jytrt ,i :(> J ^4

WO — —
Dart aa F »a« I \'ta «a /jaa

^ a;-l ,CCa?—1 -*- 33— 1 I'.c | 1 ,0a; f-l £>03 f l

D°"

Der Berechnung von ci".f nach der Formel (Ii) steht

praktisch kein Hindernis entgegen. Für die Bestimmung

von /<!"' ziehe man unsere Arbeit im ersten Hefte dieser

Mitteilungen zu Rate.

5. Zh'e i« t/t/eWe£>e»;>re>ite.

Von Aktiven sterben im Alter und hinter-

lassen Witwen des Alters «/-(-<.... ?£" (/»"" /<•.<• p< ; j, pfdA
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Von diesen Witwen erleben das Alter ?/ -j- « als

Witwen
—

/rtrt «« 7 { I.,,
i : /; |-i

7 fj tt;
'.</+«

Die Zahl clor Frauen, die im Alter // bis ?/ -)- »

Witwen werden und das Alter y -(- » erleben, wird
gefunden, indem man in diesem Produkt < alle Werte
von 0 bis x beilegt und die erhaltenen Ausdrücke
summiert.

Ihre Zahl ist also

£ M

'/ (") / Cî-t J"H-< /'» ff : // M Mi c//.
./ /«•"••

/ 0 \'/-f

Nun ist offenbar

r ûSf„- «g(1) + (2) + '"'/CD +
Für die in Raten zahlbare Uberlebensroute gilt

die Beziehung

Um den Unterschied der Anwartschaften zu be-

stimmen, stellen wir auf die Eulorsche Summenformel ab.

Bezeichnen wir die Reihe

A» + /•'(': fl) + W(.e+2) + mit S .*'(*)

und

'
/•'< -

> M-'U I-
'

)i-/'ihf --) + ....} mitS'" W(s),ml m m 1
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so ist nach der Fnlersehen Smnmenformel

r'n.) '*'(«) + "£ 1 ••2/M 12 M"

In unsernt Fuilo entspricht dorn A'(A) der Wort,
den die Funktion (/ («) für 77 annimmt, also Null;
dorn /'' (.2) entspricht der Wert, in welchen die Ah-
leitung von /•" </ («) nach n für w 0 übergeht.

Ann ist

»•"
<y „ loge j. C <'?(»).

d" r/n

Da aber
/-«

/ \ 7 / /dtt tat / 1 / 4

</ 00 — .'/ I " / 'a?-|-£/^a;-||-£ : //-{-£ 7

'//1 <

so isf

et <7 (H)

i/n

y 7 «,'iÜ

„ /1i" ^'/+" I 7dd 7
: &aj-|-77://+/?7 w tü

// I "

Folglich ist

1/1;" r/ («)
r/n

/(Kl rtd 7

Infolge dessen ist mit grosser Annäherung

('»)
__ 2 1

itm 7«« «« 7«« ad 7
U.-K|T/ Cla?|2/ -— j2 .IM2" ®

und also
(m)
ad dd M

O.ci/y Clo;| v/
o« /

12 nr
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Da diese Beziehung für jedes der verschiedenen
Alter der Frauen gilt, hat man

(m) — /)>i2 I — <»
aa «a «• aa v /

Clx| Ox| — 12 ^
oder, da

2/ oo

S /i ;f « 7

r=o

2/ »

("0 _ 2 1
a« aa Wl A aa 7 /o-,

0x| — Clx] ,,„,2 Ä».

Hieraus folgt für )« oo

1 £1(l rtß - cut 7 /\0x1 — Oxl TK /»X «X '*>;
l

12

und
(m)

act aa
ü®| ' Q.r| ~

12
»r a,

Man beachte, dass diese Gleichungen unabhängig-

von Hypothesen über den Ycrlauf der in Betracht
fallenden Funktionen sind; Voraussetzung ist, dass </(<)
und dessen Ableitungen stetige Funktionen von i sind,
was der Natur der Verhältnisse durchaus entspricht.

Die Gleichungen (8) bis (10) gestatten nun, wenn
eine der Anwartschaften berechnet worden ist, die
andern Anwartschaften zn bestimmen.

(i. Die /layniaimmAenswa/ ««/ de« t/ier?e&ews/a?Z.

oj -öer i&meeri der Fersie/ienini/ A /'«/%.> wewra

de»- M/ciiee («) «ix A/rfiver siirid unci eine THiiice

/mderiässi.

Von Aktiven sterben im (n -f- 1). Versiehe-

rungsjahr und hinterlassen Witwen, die gegenüber ihren
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Khemäunern den Altersunterschied y/ aufweisen,
/ I

/ /«« art » 7,
/ ke+H |-< I H I « ".c I « I f : 1/ I H I «(•

Der Barwert der an sin /ai leistenden Zahlungen
ist, auf die (ieburtszeit der Aktiven bezogen,

£ 1

/ / 7«rt a« 7 /,
/ ' NI"a+W-M : 2/-f-«

£ ü

Verlaufen /x4«-h ,«*+« M und //,v-|-,h-':.'/+«+' in den

Urenzen / -O bis / I linear, so ist
* 1

•/ -• Ü"+H V|« ://!»/,< (1 — /// d/,
r.i»

wo

// : 7/ | » : 7y |-/i-f-l

| « : i/ | »

Ann ist nach Abschnitt 4

./>" «"«= £('"!) 4 ('-£)
f-0

^ /i.c-l-M : I« -f- -|-m|-1 : i;-|-n+l ^ /'•>;+« K, :

: .?/-{-/> ^
: 7/-l-w

Hieraus folgt

T ^ ID" /, i i

<7

Demnach ist der Barwert fli' der Überlebens-

kapitalversicherung ')
'

') In der ScIireilischriCt verwenden wir das der deutschen
Kurrentschrift,
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fli I>» I-« W I-« ».« I-» I-.',: y (-»+!
#2/ </ jjaci "

Bildet man diesen Ausdruck für die verschiedenen

// und addiert, so erhält man, da

CO

A
I)

als Barwort der gesuchten Kapitalversicherung-

—et«. 1 v i „ et« 7
A> - -r- ~ - —' ''»-I-» 2«-|-» -• (11)

te c) jyt« «=0 ^ ^

Will man von einer Hypothese ühor den Verlauf
der in Betracht fallenden Funktionen absehen, so er-
erhält man, da

oo

n'l" (11«)
i,

£=0

nach der Eulcrschcn Summenformel

__ co _ _ |
—«a 1 v tV**® ,,«« 7, * «« /,f\l —— -L'x'-l-i /-Ltj4-£ 'Lf|-2 : //-(-£

'

g~ jlta? '^a?/y
037/ jyia L <> "

j «a I, t-v«a «et 7
1 -L'a;—1 /•'»- l "tc — 1 : //—1 ~~ L'£c-|-1 MaH-1 "œ-J-l :2/-f-l

24 ,)««

Bildet man dieselbe Beziehung für jeden der vor-
schicdenen Werte von ?/ und addiert, so ergibt sich,
nachdem man t durch » ersetzt hat,

—«a

~v«a 71=0

~ 1 -—<*«, 1 vvnfld aa /, -* ««2,f\l :—:— .lL>;-}-7t ^
Dt"

j l^rt« «ft 7 ixrtft rtft /
1 l^aj—-1 ,Wœ—t 'Le— 1 -•-'aj-j-l

24 i Uta

(12)
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/>/• /Atniwt d«r

/>'(-/ de« IP«#, (/«.s'a- die JFihee .viiVid oder sic/« w/ie/mfet.
Für die Witwen mit dem Altersunterschied a:- -//

ist dieser Jlarwert

_ «a L / i-vöd «ft » » w 7/f\ 2~ / 1/,-y | ^/'.f | i:/y | <

'* Dr../

Dabei bedeutet Aj j.< den Barwert der Versiehe-

rung I, zahlbar, wenn die Witwe (4/ + /) aus den

Witwenstande durch Tod oder Heirat ausscheidet.

Da
» W v —töW
A// • «

1 <>
i /,

('i'li<iit(Mi wir
£ -OO

1 /'Dj;'| 7 K: I/-f< dt

nry
f 0

/ - OO

d /'Drm'r//(,m:^(u;;r«d/.

r-o
-art

Das erste Glied rechts ist fli das zweite ist der

Barwert der kontinuierlichen Überlebensronte d auf
das Leben der Witwe. Wir bezeichnen ihn nach Ab-

schnitt 4 mit d'ci, und haben dann

a"" ««fli — fl da,-i,,.
a?/y a/yy

Di. .sc Beziehung sagt, was ohne weiteres ein-

leuchtet, dass man der Witwe das Kapital 1 schon

beim Ableben des aktiven Ehemannes einhändigen
kann, wenn dafür der Zins bis zum Ausscheiden der

Witwe aus dem Witwenstand vergütet wird.
10
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Bilden wir dieselbe Beziehung für sämtliche Alter
// und addieren, so erhalten wir für den Barwort der

Eberlebenskapitalversicherung der Witwe, fällig bei

ihrem Ausscheiden,

—art — art «« /j o\Hl R ü=()0,;i. (Id)
® a?(//)

Wir setzen das // in Klammern nur hei, um den

Index 2 darüber andeuten zu können. Die Beziehung
ist für jeden Aktiven des Alters .x- gültig, unabhängig-
davon, ob er ledig oder verheiratet und welches in
diesem Falle das Alter der Frau ist.

7. Die im Fer/udhiis der im 2Wrs-
des a/r/m»« .Mûmes non diesem dîtrc/deideu J?e;7.

Von C Aktiven sterben im Alter .e -j- « und hinter-
lassen Witwen des Alters y -J- «

/"+„ /Cf.* Ä»+«w;F«

Entsprechend dieser Feststellung ist die Zahl der

Todesfälle des Alters x- —(— w —|— i gleich 'P(n-f-t) di.

1st « ein ganzes Vielfaches des Versicherungs-

abschnittes —-, so gibt, wenn i <r" / die im Todes-
m ~ m

abschnitt verlebte Zeit an. Der Barwort clor Vor-

Sicherungsleistung ist für diese Todesfälle

t"+' <ß(w-}-/) df.

Der Barwert der Versicherungsleistungen für den

f« -j- 1). Versicherungsabschnitt ist demnach

/"(»+») y h-'"' ' '
ch(w+0 di.

*=0
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Um clou Wort der Versichorungsleistung für samt-
liehe Abschnitte zu bestimmen, haben wir für m der

1 2
Reihe nach 0, —, —, zu setzen und die siimt-

m m
lichen Integrale zu addieren.

Zu diesem Zwecke führen wir die Funktion

' '^(0
«

ein, wobei nach Abschnitt Uleichung (11«),

F(.-r) y«"-H r/Rt) de I)«« Ar.
<-()

Dm' Definition von A(.z;-)-t) entsprechend ist

^(£±0 _ _ M

dt
und folglich

'/ /'"(•'+«4') _dt

Infolge dessen können wir setzen

< 0

Durch partielle Integration folgt

/'(•'•+") — -(• / /-"( /-f n '//.

/ -0

Iiier haben wir, wie schon erwähnt, der Reihe

nach « 0, — zu setzen und die erhaltenen
m m

Ausdrücke zu addieren.
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Es ergibt sich
^

^

/ (^-)=~ ^ ' ~t~y -^(®+o+o
« 0

1

r
/ (s'-(- /' (A-t—) -f- / —t~0

m -m m J '»*
<0

Der gesuchte Barwert ist also
£_oo

i-0

oder in der Schreibweise dos Abschnittes 5

i_oo

-^(aO + ^+Z^+O*-
M>

Ann ist nach der Eulorschen Summenlbrnicl

r-i» =y «»)*,+4-FW -- ,,'^n«)
/:-00

— / ^(œ+i) 4- 2^^(») — *"(»),

Folglich ist der gesuchte Barwort

'
/•'(•') f •

'
/•"(").

2 m 12 w
Nun ist aber

Man Dr R>
:c*/
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und

/•"(') '//'•(.r-f-/) ^(o)=
f 0

Da« ftft »

•B «.-•//

so duss dor Barwnrt geschrieben worden kann

' ICH'*" ' DÏ"
12m®2w

7/.

Auf einen Aktiven und auf das Alter «; bezogen,

ergibt sich

I r> L ftft »

A' ,u,-
2ttt 12nd-

Bilden wir diesen Ausdruck für siinifliche krauen

der verschiedenen Alter und addieren, so erhalten wir
als gesuchten Barwert

' «r 1 ftft ;

2ttt * 12 t«-

Diesen lliilfswert werden wir im Abschnitt
benützen.

(S. Wird der überlebenden Witwe beim Ausscheiden
durch Ableben oder Heirat noch eine Schlussreuto im
Verhältnis der im Witwenstand während des Aus-
seheidungsabschnittes verlebten Zeit gewährt, so kann

* -((ft
tnaii den Wert der Schlussrente auf A - schätzen.

a &•(«)

Zur genauen Bestimmung hat man die folgende
Idterlegung anzustellen :
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Von don S" Aktiven sterben im Alter a: -)- tf, vor-
heiratet mit krauen dos Alters // —|— ^,

yfltl flfl 7 7#
|-i : f/ |-i

Von don hinterlassonen Witwen erreichen das Alter
<ds Witwen

7WW

7WW
%+e

Von diesen scheiden im Alter // -(- // aus

7 WW

Cj« ,«*+< /4+«
7WW
WM

wo ,Uy die Aussclieidungsintensitiit der Witwen des

Alters // bedeutet.

Die Zahl aller Ausscheidungstalle im Alter y -f- w

ist also
£ m

/' — 7 WW

*/'(/() rfw / Cm ,CH W« : ;/+<
7 »ww

; o

Entsprechend ist die Zahl der Ausscheidungsfälle
im Alter a; + » + *

<P(yt-|M) cZtf.

fst « ein ganzes Vielfaches der Zeitdauer — eines
m

Versichorutigsabschnittes, so ist der Barwert /(at-j-w) der

Versicherungsleistungen im («'-)-1). Versicherungsab-
schnitt

|

'/• »l

/'(a,'+/i) / to''' I "-D î//(a;-)-t)
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In diesem Ausdrucke ist der Reihe mich « —
l H

zu setzen ; die erhaltenen Ausdrücke sind
m M
zu addieren.

Zu diesem Reimte führen wir die Funktion ein

oo

/'Y'.+o yVi< dd/i .•//.

£

deren Bedeutung durch die Beziehung

a«

/•'(.' Dï" A,
'

erklärt wird.

Der Definition von Z''(c~H) entsprechend, ist

(/ /''( ' F'.) _ ,/ I ' </' /
d/

Also ist auch

iZ /' (.< f-"-| ,yj' I «-t-e A.

Denigemäss können wir schreiben

/•<*+»> .|e»-'(.«+«+o,„.
£ 0

Durch partielle Integration erlu'ilt man

L

/
/'(.t-f-«) - - — -f- / i'X'''+«+0 d*.

/-o

Setzen wir nun rechts der Reihe nach « ---- U,

' ",.... und addieren, so erhalten wir als gesuch-
Hi Hi

ten Rarwert
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111 2
I A"

w -^0*4—) 4- • •( + / /<V+0^-»i ?tt »H ./

Analog clef Entwicklung dos Abschnittes 7 ergibt
sich für don gesuchten Barwert

Nun ist aber

/•'(') In"r
und

/•' (r)
ax

'/ /•'('•-1-./)

4 0,

da
«/'•(()) o.

Folglich ist der gesuchte Barwert

J nr r"".
J'/M ai/y

Auf einen Aktiven und das Alter ,x bezogen, ergibt
sich als Barwert

' Ä"
2m

Bilden wir diesen Ausdruck für sämtliche Frauen
der verschiedenen Alter und addieren, so finden wir
für den gesuchten Barwert

.1 H
2m

wo der Index i?/,) nur ausgesetzt wird, um das Zeichen 2

für das Uberleben anbringen zu können.



(»1)

i). Die Route, deren Rarwort wir zu ci^" bestimmt

haben, wird in Raton von der Werteinheit, erstmals

zu Beginn des auf den Tod des Aktiven folgenden

Zeitabschnittes, gewährt. Soll die erste Rate von
'

M
uni den Betrag verkürzt werden, welcher der vom

Mhepaar im Todesabschnitt des Mannes verlebten Zeit
entspricht, so kommt ein Retrag in Wegfall, den wir
im Abschnitt 7 auf

' L -«r/t,
2)w ® 12«^

bewertet haben.

Soll anderseits beim Ausscheiden der Witwe i'y/i

noeh eine Schlussrentc« im Verhältnis der im Aus-

scheidungsabschnitt als Witwe verlebten Zeit aus-

gerichtet werden, so haben wir nach Abschnitt 8 noch

zu addieren * fl a Wir gelangen dann zu einer
2m (,„)

Rente, deren Barwert wir mit a"" bezeichnen wollen.

Ms ist also

(M)
I I /,// I ^ rt«

— n"l'- - A' 4- ,«.V -L A -

Nun ist nach Gleichung (l'i)

n"" a"" v <»<Hl H a dCU>
® #(,v)

.Verlier ist nach Gleichung- (10)
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Folglich besteht die einfache Beziehung

(14)

Die Witwenrente, deren Barwert durch (14) dar-

gestellt wird, läuft vorn Tode des Aktiven bis zum
Ausscheiden der Witwe. Die Bontenraten worden

uachsoluissig zu Beginn der Versicherungsabschnitte,
die letzte beim Ausscheiden der Witwe ausgerichtet,
je im Verhältnis der während des Versicherungsab-
Schnittes im Witwenstande durchlebten Zeit.

10. Die IFi/«'e«mde, frei toe/cher die d?e«/e«.sah-

.sieh wie/B nach de« Femcherant/sahsch/iii/ew,
sondern «ach der Zeii des d'odes des rlhfire« (;c) rieh-
/ei. /die cor« d'ode des Ah/ioe« a» /an/ende nachsc/ms-

si//e Äewfe mü Nc/dassrerde.

Der Barwort dieser Rente für die Frauen, die

gegenüber dem Manne (a?) die Altcrsdifferonz a?—//

aufweisen, wird gegeben durch

— — (»0
DCtfl rtdfc 7 O 7#

i/l-t

Nun ist aber

(«0
£»> »?

M Vergl. lieft 1, Seite 07, (1er zitierten Mitteilungen.



Führen wir diesen Wert in das Integral ein, so

zerfallt es in 2 Integrale. Der Wert des ersten ist

d

2 M/

«1er des zweiten nach Abschnitt ti gleich

'> nr.
12 m*

Folglich ist

<W'f>o— / cl \ --«o d n"Û«« 1 — Cl*|v 4- II' •

''I» \ 2 w/ 12 »j*

Hieraus folgt, wenn die Frauen jedes Alters in

Bechnung gebracht werden,

on« _ _ — ci, | 4. —- H «

-I V 2 »»/ 12 »M*

oder sehr angenähert

g(m> /_ ,y
r i ior. (iß)

2 j» ' '

Man vergleiche hierzu Beziehung (14).

Soll die Witwenrente, die mit dein Tode des Ak-
tiven zu laufen beginnt, vorschüssig sein, so erhöht
sich der "Barwert der Anwartschaft noch um

'sr.
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II. Die Aktiven-InvaliclenWitwenrente.

11. Zb'e irtMr/wk/it ««/' IFiZtt/enraRe, .2«. Jee-ie-

Ae«, wac/ic/em «Zw MAAVe (a?) «Zx Jwt'aZAZer «yesZor&ew,

ersZma/s s« Mn/'amy «Zw m«/' «Zas Toc/ex/A/jr /'oZ</ew«Ze/i

Jet/we*.

Anrecht auf Witwenrente soll hier, wie im fol-
genden, nur für die Frauen bestehen, deren Ehe wiili-
rend der Dauer der Aktivität des Mannes geschlossen
worden ist. Frauen, die invalide Männer heiraten, fallen

ausser Betracht.
Die direkte Berechnung dieser Anwartschaft ist

für den Fall, dass man auf die Verschiedenheit der
Sterblichkeit der verheirateten Frauen und der Witwen
Rücksicht zu nehmen hat, nicht einfach und kann um
so eher unterlassen werden, als man auf anderem Wege,
mittelst der kontinuierlichen Rente, leichter zum Ziele
kommt, wie im folgenden gezeigt werden soll.

12. /Fr Awitw/sc/w// rtt(/ /i'orRiwuirrZ/t'Ae ZwvaZ/-

fZcMtei/ifenrew/e.

Entsprechend der Entwicklung des Abschnittes 4

finden wir unter der Voraussetzung des linearen Ver-
laufos von in jedem Altersjahr

—ai
£/ 1 y i /7?^ I \ /17 \

a.i'i •— - IR+» R i-« I«i| » -+- -o.ü-|.«i-ij, Ii')
I)""

WO
_ ___ CO

Ä" — 2] /«»,; «4 y (18;
i/--0

Hierin bedeutet den Wert der kontinuierlichen
Witwenrente 1, zahlbar an (v/; nach dem Ableben des

Invaliden (as), i,. ist die Invaliditätswahrscheinlichkeit.
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Dabei liai es «lie Meinung, (lass die Witwenrente mit
dem Ted der Witwe oder ihrer Wiedervereheliehung
aufhören seil. Zur Bestimmung von u'.iy ist also die

Tafel der (verheirateten) Invaliden 4 mit einer Ans-

seheideordnnng der Witwen zu verbinden').

Will man von einer Annahme über den Verlauf
von absehen, so erhält man mit der Mnlerschen

Hununenformel die Beziehung

| 1 | —
«,• L v /i«i * tj<« |/k

O h --- ^ '-»•« I " »VI-» ö« I « — o ' .<• -»>.- - - o 7 »'•« 1
' U»'

jjrtrtW-» ^ ^4

wobei

I vrttf / »«/ ixrtrt
y,«/ D.C-l IV I /»»—I ~ '»: | I <V l-l | I

_

D.f

Hierin bedeutet die Iuvaliditätsintensität.

13. />»«u a«/ /« AWe/t -ca/hAftre H/t-
ATr« - /«ru/^/t'/ucAu'eweewh'.

Von Aktiven werden im Alter —(— / invalid
und sind dann mit Krauen den Alters y/-f-# verheiratet

(<+/ »Vl / /'•>• I-/ :.'/+F ")

') Kiefchniaiin, Zur mathematische» Theorie der Versicherung
verbundener Leben, Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Vcrsiehoriiiigsmathematiker, lieft 3, Abschnitt 18.

") Ai/*// bezieht sich streng genommen hier, wie im ganzen
2. Teil, auf den Invaliden, Ks ist die Wahrscheinlichkeit,
ilass der Aktive, der im Alter invalid geworden, mit einer

Frau des Alters // verheiratet ist.
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Yon diesen Ehepaaren bestehen im Alter i : 7/-{-7

noch
yi /'J

7t r /, h; |-«h/-H r7 / 15
tu- |-7, *aH-r "œ+f : — —— ^ ' ;•

7»' !•

Die Werte sind einer Sterbetafel für verheiratete

Frauen, die 4 einer Tafel für (verheiratete) Invalide
zu entnehmen.

Yon den Ehepaaren lösen sich durch Tod der
invaliden Männer im Alter te-f-t auf

CN 'IH-/ Wr:/y I-r
(>; |-f G /

Y011 ihren hinterlassenon Witwen erreichen das

Alter 2/-f-H als Witwen

7« 7'y ylüiü
'>> 7, Ii;-|-th/-H b/+» r// d,^.r-J-1' ' ai-f-X' 'yö {-X : '—— Cht

7* 7^ 7«;î«;' I <
'• ;/1 ' VW

Integriert man von /—-0 bis y==7, so erhält man
die sämtlichen Frauen, die im Alter y-f-7 Witwen
geworden. Ihre Zahl ist

/ --00

— 7/ 7^ 7«7ty

CU-iVkW.H-* »+' -fe T4+< rf' df.

Um die Gesamtzahl (/(-«) aller das Alter ?/-{-«
erreichenden Witwen zu erhalten, hat man sodann die

Integration von 7=0 his w durchzuführen.

') Riethmann. a. a. 0., Abschnitt 7.
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Ms ist also

/ 7 /

</(")= / «« / Ci-/ IV I / /'.H-/ <*'•

,/ w,v /;;"K

Wir wühlen im Abschnitt 11. olino dio Gefahr
einer Verwechslung befürchten zu müssen, dem Ab-
schnitt f analoge Funktionszeichen, hier also das /ei-
clion r/, obgleich es sich um (dne andere Funktion ah
im Abschnitt I handelt.

Bezeichnen wir nun die Anwartschaft auf konti-
innerliche Invalidenwitwenrente für einen Aktiven i.n
in Ansehung einer künftigen Witwe mit dem Alters-
unterschied .,/• - y durch £$,, so ist

7«rt a/G O.I,,,y ,;y t) + ,.2 y (O) ,.3 y (;{)

(»" ,1C 4 '

+ '
e y/-' \ 1

,-My j \ I

»» 'Uy+»»
Entsprechend der Entwicklung des Abschnitte:

erhalten wir nun für unsern Fall

""900 log r + ^^00.
Nun ist

7/W.

Vf-«

./ 7' 7^ i//://iB/'dü7« 7^ 7?i
'.«+/ 0/-FC

Air « 0 nimmt diese Ableitung den Wert 0 an.

folglich ist auch
(//;" //(«)

/j^O

o.



100

Ks ist daher
(«0

7<Ut rtZ /(trt «Z v

a.,;|,y - - «x CK','// 0.

Also
(ml
rtt (te

0.«|y CIcü| e/ —

Folglich ist allgemein
»!

_rti «e /-v o i \
cl,. 0, o (il)

und

daher auch

Cl.vj Claij

(w)
-«z rte

Oxl — Oxi

001

0. '23)

14-, Z)ie ««/'(/('•« Z/Zw'ZeZwMs/'rt/Z.

rt) Z)er Wer/ fli der i£ajji<«Zwrsi(7/erM«^ /VtZZn/,
a;

we»« (/er AA7iee (;«:), «acA(/m er i«e«Zi(Z //cfiwv/e«,
//ei LeZ/.zei/e« der Z'V«n s/ir/d.

Die Praxis bedarf dieses Wertes selten; wir be-

nötigen seiner für die folgenden theoretischen Knt-

Wicklungen.

Von Aktiven werden im Alter -f- Z invalid

S-M c/Z

Personen.

Von diesen sind verheiratet mit Frauen des Alters

// + z

(""t 4»|-< : I/ l-t cZZ.

Der Wert der Überlchonskapitalversicherung für

jede dieser Frauen ist A•' x-H : I/-K



If) I

Zu dessen Ermittlung ist die .Sterbetafel der ver-
heirateten Krauen mit der Sterbetafel der Invaliden
zu vorbinden.

Die Berechnung dieses Wertes dürfen wir als
bekannt voraussetzen ' i.

Der Wert der Belastung ist also für die Ueburts-
zeit der Aktiven i./ji

£ CO

y IX''} bp (//.
/ 0

Auf einen Aktiven und das Alter i.e) bezogen,
erhalten wir

; -o

Setzen wir

/b /ij.,; Ai
#// •','?/

so können wir schreiben
/ co

ni"'
'

/'Dxiwx-w/»":,
I)"" / I

' ''/ '

Die Midersche Sununenforniol gibt die Beziehung

n<" I

y I)'"' />"'i l ß'," lfli 1 D.r,, /. » /) '

— i. /»a Ai
ici; [)«« y n M .'/ K 2 24 '

wo
_a< — at

;r, r, ,fw - D.Ï1, i?4- „__ a-l : .V ' tf |-l;.V+l.
.17/ X)'!"

') Kiet In nun il. il. a. <).. Abschnitt 17.

11
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Hilden wir für alle // dieselben Beziehungen,
addieren, setzen m an Stelle von 1 und führen die He-

zinhung ein

so kommt
•« 1/-0 ' 321/ 7

—'«/ 1 v ry® z? i l t o?' o 1fl 1 2j .V-l-M -ö—— ' CÜ -O' ill 5 ^4 '

pim«=o
•<•+« 2 * 24 «'

wobei

7,7
I ' " IV-, /.' D - IC;. 'VI-, /' '

ff,
Dj:

125

Für die späteren Erörterungen wird es förderlieh

sein, wenn wir dem Wert von fl, noch eine andere

Form geben.

Die Zahl der Ehepaare mit Frauen des Alters

// -f- 1 und invaliden Männern des Alters -f- f, wel-
ehe Männer im Alter as -f- / invalid geworden, ist nach

Abschnitt Di

C",
/' /"
*«+«• b/-K

Von den Ehemännern sterben im Alter j? + /

?H-// '4-1/ ff,- |/; :,/ | / -*
7' 7"
'œ+z o/-| /

I)i,e Zahl aller Todesfälle von invaliden Ehemän-

nern im Alter as-f-/ wird gefunden durch Integration
von / — 0 bis r



I li.'i

>Sio ist

</>(/)<// • ' ,'fi I '// '//.

Dor Banvert dor Yersiehorungsleistuiig an die
überlebenden E ration ist, auf die (.jelmrtszoit der Ak-
tiveu bezogen,

A' ' '
</<(/) A/.

folglich ist
/ - OO

n /^ — / r-l ' r/;(/) A/. 12b I

j .a«
a; ,/
/ o

//J /Ar Ii/r/ fl s Aer Wiitow/imiwff 1 «///'
eiwe« vi/i/irew (r), ra///bar, zee«// A/e IFi/zce Acs /A-

r«/A/ /yr/wrAcne// .I/A/Vcm s/ir/A oAer sic// ee/A/ei/viAe/.

Es ist
i oo

fj'" V / D""|.< |./ //.,. j./ ; I / A.,. I / A/.

I )"'7

Hierin soll A^' den Wert der Eberlebenskapital-

Versicherung t auf das Ehepaar //), zahlbar, wenn
die den Invaliden (r) überlebende "Witwe stirbt oder

sieh verheiratet, bedeuten.

Anderseits ist
/ -oo

fll" L. / R.'-" / '»V /;.,+( : ;y l-t A ' d/.
#>/ 7-v«<« / " r' • " '

Me/£=0

Nun ist aber

Ai — A r)«'.!,,
•'•!/ att/
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Die Richtigkeit dieser Beziehung ergibt sich aus
der Erwägung, dass man der Ehefrau i//), welche den

Vorsicherungsanspruch Ä hat, das Kapital 1 beim
art/

Ableben des Mannes ausrichten kann, wenn dafür clor

Zins bis zu ihrem Ausscheiden aus dem Witwenstand
rückvergütet wird. Der Wert des Zinsanspruches ist

da.'|,y. Daraus erhellt die Richtigkeit der aufgestellten
Gleichung.

Folglich ist
/ -CO

ai J / .x«a ; i i,
R' — R - — / ' < '•' M ".cMceN KLv | ; dt,

i)

oder
-rti ^Ri — R 3 r)a.,-iv.

a\t/ .'\v

lïildet man diese Deziehung für alle y und ad-

Giert, so kommt

fl"- r"' • - da.". (27)

15. .Entsprechend der Entwicklung dos Abschnit-
tes 7 wollen wir den Wert der Vorsichorungsloistung
bestimmen, welche darin besteht, dass man den von den

Invaliden hintorlassenen Witwen eine Kapitalabfindung
gewährt, proportional der im Zeitabschnitt, da der In-
valide stirbt, mit dem Ehemann vorlebten Zeit.

Die Zahl der Ehepaare (x-|-w ://-)-«) mit Männern,
die im Alter a; -f- # invalid geworden, ist nach Ab-
schnitt 14

G'h »h-n 7i.„ |-e; j_|.J if f " ^+» </#.

&+« ^ H



I (if)

Yon don invaliden Mhcinünnern sterben im Alter
•X' —|— M

/'."i / »V : ' .X : </* </».

I < (v I '

Die Zahl aller Sterbefälle invalider iMiinner im

Alter .»• -f- w ist, gemäss Abschnitt 14,

< -M

'h(a) </« / Ci * IV K /<* II:» M
' " 'f ,'G I« (/«.

^D ('/!-<

Mntspreehond ist die Zahl aller Todesfälle im

AI tor x* —|— y/ —f— /

'/'(w+0 '//.

Ist wiederum m ein ganzes Vielfaches der Daner
'

(dues Yersieheriingsabsehnittes, so ist der Barwert
M

der Versichern ngsleistungen im (/i —f— l). Abschnitt

f —-

/*»
«_()

Nun geht die Mutwicklung winter wie im Ab-
schnitt 7.

Insbesondere ist in unserem Mall

/ -Po

/•'(.«;+/) /'"' 0(0 'C

wobei nach Abschnitt 14, Gleichung (-•>),

/''(C IC fl"'
Ferner ist

i/i'Yai+O
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d/'\a;-fZ)

dZ dtC

da
</(()) -= 0.

Folglich ist der Barwort dor Yersicheruugsleistung

B?
2 m ît'J/J

und für einen Aktiven, unabhängig' vom Alter der Fran,

L äf
2 wi «

1(>. /ierec/wüt«// des I Feldes der Ac/d«ssrewZe an
die de« JwraZide« ä&erZefrende IFiZtce.

Die Gesamtzahl der den Z Aktiven entsprechen-
den Ausscheidlingsfalle von Invalidenwitwen des Alters

// -|- «, ist, nach Abschnitt 13

*!'(«) d« f/ («) d«.

Fntsprechcnd Abschnitt 8 wird hier

da

/'(.-e-j-n) / Zik' b""D dZ,

t—0

/•(d-f/) =y t"'+< «/'•(/) dz,

/••(.' Df fl *
IM

/•" (' -
d/*'{' /' f-Z)

dZ
0,

^0

<//(0) 0.
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Somit ist dor Barwert dor Schlussrente

' H"-
2 m

odor, unter .Berücksichtigung dor verscliiedenen //,

' /V
2 ni

17. Entsprechend don Entwicklungen des Ah-
Schnittes erhalten wir nun die folgenden Beziehungen :

(»0
1 1

Clx'l Gr n' _J_ flu
2 Wt 2 Wi

odor wogen (ileichung (27)
M

d \ (28)" 2„r '

18. /d/o euni Tode des /«oa/ide« «« /«u/v«de
w«c/<scMssi//e ifrw/e »»'< .S7.7i7us.s7rw te.

Dor Barwort dieser Beute für die Frauen mit der

Altersditferenz a; — // ist

g hi)

G"|i/ -

' / J-.B | / //* |7:i/ I-i d/.
I )"v

^ 0

.Nun ist aber

«<"" /, '» \ <
'> vf"• " 2 J"" ' 12 »i- »!/'

Zufolge dessen wird
(Hl) «7

o«7 / d \ «/ d n>

' \ 2 Wi/ 12 )«-
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Berücksichtigt man die Frauen jedes Alters, so

erhält man

(m)
o «i
0«|

V 2 w/ 12 to-

oder sehr angenähert

(m)

äff =(l-/ -)4 (30)
\ 2 w/

Holl die Witwenrente, die mit dem Tode des In-
validen zu laufen beginnt, vorschüssig sein, so erhöht
sich der Barwert der Witwenrente noch um

' fl'

III. Die Anwartschaft auf Witwenrente
überhaupt.

19. Durch die Verbindung der Anwartschaften
auf Aktivenwitwenrente und Invalidenwitwenrente er-
halten wir den Wert der Anwartschaften auf Witwen-
rente überhaupt.

Wir heben insbesondere die folgenden Beziehen-

gen hervor.

Aus Gleichung (9) und (22) folgt, wenn wir

«ff I ft/ ft
Cl# I Cla.*| 0,<

setzen,
-« ft 1

«« 7 (91 \
ClJ' — Û»! Jg ,«»; «/. W ' >



_ Iii!)

Aus (10) und (Ai) ergibt sich

(»«)
<1 «

Oa-'l ü.Ü| •
12 m-

If-M (32)

Aus (13) und (27) kommt

fl> — fl'V da". («•'')
.>;(*/)

kernel' uns (14) und (23)

?« /1
_

')' \ -»
_

(34)a.,-
2 w

und aus (15) und (29)

£'= i '' o;' H- o<*>
\ 2 m/ 12 »P '

20. In der Praxis kommen häutig Versicherungs-

werte vor, die sich nach der Besoldung der Aktiven
heim Ableben oder bei der In validierung' richten. Die

Besoldung des Alters ,a; sei s«., die zu gewährende

jährliche Beute .v* ändere sich stetig mit
Alsdann lassen sich für die Barwerte dieser \ ersiehe-

rangen Beziehungen angeben, die ganz denen dieser Arbeit

entsprechen. Wie werden erhalten, indem man einfach

an Stelle von /e,.,, den Wert a,/i^,, an Stelle von

A,. den Wert nr^. .y,./p,. treten liisst.

21. iS'r/<//(SsA.u«e/7i«rt//ew.

Bs liegt nahe, die angestellten putersuchungen

weiter zu führen und insbesondere auch die autge-

schobeuen und abgekürzten Beuten, wie sie hei W aisen-

reuten üblich sind, näher zu untersuchen. Wii \ei-
ziehten hier darauf, da der 1 mfang dieser Allait
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ohnehin schon zu gross geworden ist, behalten uns aber

vor, gelegentlich darauf zurückzukommen, sofern nicht
inzwischen von anderer Seite das Fehlende ergänzt wird.

Mur zwei Bemerkungen mögen noch angebracht
werden.

«) In der Praxis kommt es nicht selten vor, dass

eine Pensionskasse für die Folgen der Dienstunfälle,
mögen sie den Tod oder die Invalidität herbeiführen,
nicht aufzukommen hat, dass also nur die übrigen Todes-
und Invaliditätsfälle zu ihren Lasten fallen. 80 liegen
die Verhältnisse zum Beispiel bei der Bensionskasse

der schweizerischen Bundesbahnen.

Für diesen Fall bleiben unsere sämtlichen Eut-
Wicklungen sowohl für die Witwenrenten, welche zufolge
eines Dienstunfalles auszurichten sind, als auch für die

Witwenrenten zufolge der andern Ursachen (Unfall
ausser Dienst und Krankheit) gültig. Mur treten an

Stelle von c/"" und ij, im einen Fall und die

Wahrscheinlichkeiten als Aktiver zu sterben und invalid
zu werden zufolge Krankheit oder zufolge Unfalls ausser

Dienst, im andern Fall 7.""" und die Wahrschein-
lichkoiten, als Aktiver zu sterben und invalid zu werden

zufolge eines Dienstunfalls.

Zur Bestimmung der Sterbens- und Invalidität*-
intensitäten führt in diesem Falle die folgende Über-

legung.

Definitionsgemäss ist

also
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Bezeichnet tnstn mit C- i ; $ i | j wo

0 < ,7 £ 2,

einen Mittelwort dor Funktion '
i |-<| m <lor die

Figenschaft hat, dass

y«« I 7«« 7«« ,««, / /,he 1 '/' I T" hi '/." — 'a:--1 |-i9 ,".(• I i'/ / '»•
odor /'o

7<W ,<M I I«« ,««, Q 7« ,«((.
—I (far -I "T" hi; V.c ^ hi* -1 |-i? /•<»—l-f-tf ;

ho dient dioso Beziehung /tie Ermittlung von | ,j.
Nun ist mit grosser Annäherung ,7 I, somit

7«rt „ ,<(« I 7(((fc ,(t«
,««, tar--I far—1 ~r '/ar

"•« — ,j() I

und
2

V 7«ff.
hi; I ht -1 he hi;

2 /r
.'571

Stellt man dieselben Beziehungen für und £
auf und addiert, so kommt

7<m iftft
,<m I /,«« i - i /' « •«— 1 ^or-f-1

», ,» + ' x -Li.. • i/, _ -

die übliche Nuherungsforniel für

/i) Die Entwicklungen der vorausgehenden Ab-
schnitte nehmen nicht ausdrücklich Rücksicht auf die

Abhängigkeit der Sterbenswahrscheinliehkeit und der

Invaliditätswahrscheinlichkeit der Aktiven von der

Dienstdauer, der Sterbenswahrscheinlichkeit der In-
validen von der Invaliditütsdauer. Sie gelten alter auch

für den Fall, dass diese Abhängigkeit besteht und dass

mit Selektionstafeln, statt mit Aggregattafeln, gerechnet
wird. Fs genügt, die angestellten Betrachtungen hin-
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sichtlich dicsci' Abhängigkeit zu durchgehen und die
formalen Änderungen anzubringen, welche diese Ab-
hüngigkoit ausdrücken, um den in Frage stehenden

Nachweis zu erbringen. Wir haben für unsere Nach-

Weisungen absichtlich die Form gewählt, welche gestattet,
(liest; Änderungen ohne weiteres anzubringen.

Der bevorstehende Wiener - .[Congress für Versi-
choruugswissousehaft hat auf sein Arbeitsprogramm
unter anderem die Forderung aufgenommen, die Vor-

sicherungsmatheniatik unter Berücksichtigung der Ab-
hüngigkoit dor Invalidität von der Berufsdauer, dor
Invalidensterbliehkeif von der Dauer der Invalidität
auszugestalten.

Den in diesem Abschnitt gegebenen Hinweis möchten

wir als Beitrag zum genannten Thema angesehen wissen.

i?ün'c/(, im Januar 1908.
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