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Die indirekte Methode zur
Berechnung der Anwartschaft auf Witwenrente.

Von Dr. (G. Schaertlin.

I. Scitdem Behm')y und Zillmer?) und andere
Autoren in Deutschland, Ralph P’. Hardy ), Meikle?),
King "), Manly?®), Allin®) und K. C. Thomas?) in England
zur - Berechnung  der Anwartschatt aut Witwenrente
die: Wahescheinlichkeit, verheiratet zu sein, also das
Vorhitltnis der Zahl der verheirateten  Minner  eines
bestimmten Alters zu dev Zahl der Minner desselben
Alters iiberhaupt, cingefithet haben, ist von der neuen
Methode vielfach Gebrauch gemacht worden ®).

Das Verfahren, als indivekte  Methode  bekannt,
von den englischen Autoren Colleetive method™ ge-
nannt, scheint um so mehr Aussicht zu haben, sich

" Gl Behm, Entwurt eines Gesetzes hetrettend die Untallver-
sicherung der Arbeiter nebst Begrimdung, sowie eine Denkschrift,
betreftend die Gefahrenklassen,  Derlin 1852,

2y Zillmer,  Assekurvanz-Jahrbuch von A Ehrenzweig. NIL
Jahreang,

My Man vergleiche J. LA, XXXVIIL S, 163

N JoL0 AL XXX, S 201,

) Jo LA XXXVILLS. 209, XXNVIIL S, 101 und XLIL S, 1

y Jo LA, XXXIX, N, 337,

o J L AL XL, S, 188,

*) Auch die Avbeit von O. Schjoll, Christiania 1892, von der
ein Awszug imJ L0 AL XL, S, 200 enthalten ist, behandelt diesen
Gegenstand.
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allgemein cinzubiirgern, als sorgfiiltige Untersuchungen
gezeigt haben, dass dessen Krgebnisse schr gut mit
denen der komplizierteren direkten Methode, die mit den
Sterbenswahrscheinlichkeiten der IFrauen in der Ehe
und der Wahrscheinlichkeit des Heiratens der ledigen
und der verwitweten Aktiven rechnet, iibereinstimment).
Ratsam ist es freilich, wie schon Zillmer es verlangt,
die Wahrscheinlichkeiten, verheiratet zu scin, aus den
Beobachtungen der Kasse, deren Belastung zu ermitteln
ist, abzuleiten, also nicht auf fremde Frfahrangen ab-
zustellen.  Ferner ist dic Methode noch eciner wesent-
lichen Verbesserung fihig. Statt die Wahescheinlich-
keiten, verheiratet zu sein, aus den Beobachtungen an
den lebenden Minnern herzuleiten, empfichlt es sich,
den Zivilstand der Ménner zur Zeit des Ablebens auf-
zuzeichnen,  Handelt es sich um eine Pensionskasse,
so ist auf dic Zeit der Invalidierung oder des Ablebens
als Aktiver abzustellen?). Denn es ist nicht erwicsen
und auch nicht zu erwarten, dass die Wahrscheinlich-
keiten, verheiratet zu sein und, worauf es weiter an-
kommt, die Altersverhiiltnisse der Méanner und Frauen hei
gesunden und bei kranken oder gebrechlichen Minnern
itbereinstimmen. Mit andern Worten, cs darf diec Wahe-
scheinlichkeit, dass ein gestorbener Aktiver oder cin
zu den Invaliden iibertretender verheiratet war oder ist,
nicht gleichgesetzt werden mit der Wahrscheinlichkeit,
dass ein gleichaltriger Aktiver verheirvatet ist.  Uber-

N Karup, die Finanzlage der Gothaischen Staatsdiencr-
Witwen-Societit. 3. G1.

%) Betinden iiber die Pensions- und Hiiltskassen der schwei-
zerischen Bundesbahnen von J. Rebstein und G. Schaertlin, S. 30.
Bern 1904, Neukomm & Zimmermann.

Anderer Meinung scheint King zu sein, Vergl, in dieser
Jeziehung J. I A, XXXVIII, S. 165.
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cinstimmung ist nur dann zu erwarten, wenn die Ursachoe
des Ausscheidens aus der Aktivitit in keinem oder nur
in einem entfernten Zusammenhang mit dem Gesund-
heitszustand des Aktiven steht, beispielsweise  dann,
wenn ein Unfall die Ursache des Ausscheidens ist.

Man hat im allgemeinen um so cher Veranlassung,
auf die Beobachtungen an Ausseheidenden abzustellen,
als Aufzeichnungen dariiber so wie so bei den Pensions-
kassen gemacht werden miissen und infolgedessen viele
dieser Kassen auch schon ausreichende Beobachtungen
hesitzen,

Fine weitere FFehlerquelle der indivekten Methode,
so wie sic bisher gehandhabt wurde, ist von geringerem
Belang.  Karup!') macht mit Recht darauf aufmerk-
sam, dass die Wahrscheinlichkeit, verheiratet zu sein,
nicht nur vom Alter, sondern auch von der Dienst-
dauer abhiingig ist.  Diese Abhiingigkeit besteht aber,
ohne besonders  beriicksichtigt zu werden, auch fiir
diec Wahrscheinlichkeit des Heivatens,  Allerdings ist
der Binfluss dieser Tatsache bei der divekten Methode
weniger bedeutend als der entsprechende bei der in-
divekten,  Immerhin wird man auch bei dieser die
Tragweite dicses Zusammenhanges nicht hoch anzu-
schlagen haben. Thn zu beriicksichtigen wird dann an
dev Zeit scin, wenn auch der noch wichtigeren Ab-
hiingigkeit der Invaliditits- *) und Sterbenswahrschein-
lichkeiten der Aktiven von der Dienstdauer einerseits,
der Sterbenswahrscheinlichkeiten  der  Invaliden  von
der  Invaliditiitsdauer anderseits, Rechnung  getragen
werden kann.

D) Kavup, acac 0L S, 59,
*) K. Blaschke, Internationaler Arbeiterversicherungskongress,
Wien. [II. Band, S. 129,



Die bereits hervorgehobene Bedeutung der indi-
rekten Methode vechtfortigh das Bestreben, sie fir die
Praxis so handlich als moglich zu gestalten. Was zur-
zeit besonders vermisst wird, ist der Iinblick in den
Zusammenhang der verschiedenen Anwartschaften, ver-
schieden, je nachdem die Rente vorschiissig oder na.ch-
schitssig, in ganzjihrigen oder unterjihrigen Raten,
mit oder ohne Schlussrente im Todesfall gewiihet wird.
Fine genaue Untersuchung der verschiedenen Methoden
zur Herleitung von Anwartschaften scheint uns auch da-
ram crwitnscht, weil die von versehicdenen Autoren goge-
benen Berechnungsmethoden von cinander abweichent),
manchmal auch der genaucrven Begriindung entbehren,

Wem der Aufwand zur Feststellung genauer Be-
zichungen und der Voraussetzungen, unter welchen sie
gelten, in keinem Verhiiltnis zur Zuverliissigkeit des
vorhandenen statistischen Materials zu stchen scheint,
moge bedenken, dass die mathematische Theorie dureh
solehe [urwngunoml sich nicht davon abhalten lassen
darf, dic ihr zukommenden Aufgaben zu [6sen.

2. Dic folgenden Entwicklungen erfordern  dic
Kenntnis von Spezialwerten des allgemeinen Integrales
£t

(1 — at) (1 3t) i,
(1 — at) (1 — bt)

o

wo «, 2, a, b Konstante bezeichnen.

Nach den Regeln der Integralrechnung findet man
lilj:- r]-[ —l" e]‘z + '/-3 3

1 Hugo Meyer, Beitvige zur DPensionsversicherung, 1903,
Jena, G LFischer,



wobel

(¢
I =
! ab’
) (0 —
e (e ) ( “) log (1 -«),

(b @)

_ — ) (3 — 1)
o &= @8, |
' h* (@ - b) g (L0
e Werte von e, die wenig von 1 verschieden

sind, ist schr anniihernd

1 ¢
log ¢ — -— 2. -
i [y
Wir kimnen folglich fiir kleine Werte von « und &
setzen .
log (1 — @)= -2 .. -
o] ( ) 2 —
und i
)
; ) — 9 . .
log (1 - 0) = 293

Mit diesen angeniiherten Werten von log (1 «)
und log (1 — h) gehen wir in den Ausdruck fir unser
[ntegral cin und crhalten nach gehorviger Redulktion

; 22— (2 —0) |
o = = : - = (1)
2 —a) (2-—0b)

Diese Annitherung hat nur Giiltigkeit fiir kleine

Werte von ¢ und b.

I. Die Aktiven-Witwenrente.

3. Die Anwartschaft wuf die lebenslingliche Wit-
wenrente 1, zi beziehen, nachdem der Mann als Ahtiver
yestorben ist, erstmals zu Beginn des auf das Todes-
Jahr folgenden Versicherungsjalires,
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Wir gehen aus von der Aktivititsordnung  der
Minner. Die Zahl der Aktiven des Alters z sei {5
Das Ausscheiden der Aktiven erfolge durch Tod und
Invaliditit; die Sterbenswahvscheinlichkeit der Aktiven

sei nach der Beobachtung 3"

Die Erfahrung an einer grossen Anzahl von Minnern,
die im Alter 2 als Aktive gestorben, habe als Wahr-
scheinlichkeit, verheiratet zu sein, den Wert 2, ergeben.

Insbesondere sei die Wahrscheinlichkeit, mit einer
Frau des Alters » verheiratet zu sein, f,,t), so dass

by == 2 hay,

wo die Summation vom niedrigsten Alter der Frauen
bis zum hochsten gehen soll, was wir der Einfachheit
wegen andeuten wollen mit
b = X hgy.
Y0

Wir setzen voraus, dass fig e, die Wahrschein-
lichkeit, dass der « 4 ¢jihrige Aktive mit ciner Frau
des Alters 7 4 ¢ verheivatet ist, sich mit ¢ stetig iindere.

Unser nichstes Ziel ist nun die Bestimmung von
Auiy?), des Barwertes der Belastung mit Witwenrente
auf einen Aktiven (z) der Aktivengruppe &, herrithrend
von den Ehefrauen mit dem Altersunterschied x—— .

Dabei soll ~ einmal der Umstand beriicksichtigt
werden, dass von der Aktivengruppe nur ecin Teil,
niimlich " /iy, mit Frauen des Alters y verheiratet

1y Solehe Wahrscheinlichkeiten lassen sich unter anderem
aus den Daten herleiten. welche Leubin in seiner Avbeit ,Ver-
sicherungstechnische Ovientierung“, Bern 1903, in Tabelle I
gegeben hat,

%) In der Schreibschritt verwenden wir dafic das a der
deutschen Kurrventschrift.,
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ist, und ferner, dass der Bestand der verheirateten
Aktiven, deren I'rauen den Altersunterschied = —
aufweisen, darch das Ausscheiden der Aktiven zufolge
Todes oder Invaliditit, durch Verheiratung und weiter
durch das Absterben der Irauen veriindert wird.

Nach Ablauf des i Versicherungsjahres setzt sich
der in Betracht fallende Bestand zusammen aus den
Aktiven, die mit Frauen des Alters » 4 » verheivatet
sind; ihve Zahl st 555 hogw . yone

Entsprechend ist die  Zahl der anrechenbaren
Aktiven des Alters o 4w ¢
;(zl:i n-}-£ hu:f}-n—{-t Lyt

[st pa’ die Sterbensintensitiit ') der Aktiven (z),
so sterben von den Aktiven im Alter @+ » 4 ¢ bis
pntdt (kurz ausgedriickt: im Alter x+n-¢)
verheirates
:il}n |-t ‘“g:f-ti--n—l—t /’:L‘—I-?cr}-t cy-bnt dt.

Die Gestorbenen hinterlassen ebensoviele Witwen
des Alters y —+ e - .

Von diesen Witwen crleben das Alter y + n |

lraml n-t ;“:Ti'n—l-t I o]ty tatt ybrtt (lt.
pinte

Hierin bedeutet &, die Zahl der Witwen des
Alters y der Ausscheideordnung?) der Witwen,

Dabei hat es die Meinung, dass bei der Ableitung
der  Ausscheideordnung  der Witwen  diejenigen, die

"y Vergleiche Heft 1. 8. 54, der Mitteilungen der Vereiniguny
schweizerischer Versicherungsmathematiker.

¥y Amtmann und Ptatfenberger, Zur Mathematik der Pensions-
versicherung. 1907, G. lMischer, Jena.
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cine weitere Bhe eingegangen, wie die Gestorbenen
hehandelt worden seien.

Kine solehe  Ausscheideordnung  kann  entweder
divekt aus den statistischen Beobachtungen hergeleitet
oder aus einer Sterbetafel fiitr Witwen und der Heirats-
wahrscheinlichkeit fir: Witwen nach bekannten Ver-
fahren bestimmt werden.

Um die gesamte Zahl der Witwen mit dem Algers-
unterschied #z — y zu finden, welehe nach dem Alter
y 4+ » Witwen geworden und das Alter 4 n 1
als Witwen crleben, ist die Summe der Werte zu bilden,
weleche das letzte Produkt fie alle Werte von ¢ =0
bis /= [ annimmt.

Die Zahl der das Alter y 4 w4 1 erlebenden
Witwen ist also

(-1
e we
qae ac yeter2-1-1
lu,'A[—n |-t o ot h.?: bt y-bn-ft st dt.
! lu;m
(=) H_.'_n l_f

Bezicht jede dieser Witwen vom linde des Sterbe-
jahres des Mannes ab cine vorschiissige Rente, so belastet
jede die Kasse am Ende des Sterbejahres des Mannes
mit 1+ ay . Die Belastung fir jene Zeit ist also

=1

ww

ac aa b b wie
lm——f«n—-{-t |-t h:v-i-n Fe:y- -t Sy (1 —|— ('lr:;,gr.n,i_l) dt.
00 )
Pt l_u—}—n -t

Diskontiert man auf das Alter Null der Aktiven

zuriick, so erhillt man

t=1 N
ket ]';L_El aa ] [ :/“iun-l L
v pd-n -t Wapn-pt o bty n -6 2200
it
-0 - y-n-f

(U ayfg) dt.
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Zur Auwswertung  des Integrales sind  bestimmte
Annahmen iiber den Verlauf der aaftretenden FPank-
tionen dienlich.

Fs mogen sich die Todoesfille der Aktiven in den
Grenzen £=0 bix £ =1 gleichformig iiber das Jahr
verteilen,  Das heisst, es soei

tl‘u'ﬁ (.',/i o [”l”; (Lt
wot Moot = bt o e | ne

Die Wahrscheinlichkeit Ttayw ity pnpe verlaufe in-
nevhalb derselben Grenzen linear; es sei also

h:rr |-n-ttepyfnlt- '/3'.1' Foryfn t (_/”.?: Foiyt-n /".w: TS TR S l)
und ferner

e i " N H

Z.u Fnft = l!l b — & (Dot — ul nit)-

Dann kann der auszuwertende Ausdruek eeschrie-
te)

hen werden

(”Lr 1-;(1' H " VTANTA
I “:[n’ll[n :/Inll(l ‘I"‘“ufit—{—[

&1
/lf'f,+,":¥"' bn ™™ _f (h}“'f*”'i.'ljl n ]'.'r.' FrbL:ydn f—i) i
e e ]f w
¢ l-’»”f*“ ! (l!i | u j-n- —l)

Wegen Gleichung (1) hat das in diesem Produkte
vorkommende Integral o/ den Wert

/f,,,. L tin —|‘ /&_,, [T T BT
B ’
N,F’ MM
byvu =+ Ly oy
1 1
h.r; {rn-!ﬁ A R
ir m e
),IIH +Juru :

Unser Produkt nimmt daher die Form an

oder

=12

= wio
ac aa o1 1 2 ),li n wn
[)u;-}-rz fl.:;-}'u ll.z‘f'l'f‘*.*'g S E 9 1 + oo (l + J[F—H"‘l)w
: Py+tn
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W0 pyty diec Wahrscheinlichkeit bedeutet, dass die
Witwe (y-»n) im niichsten Jahr weder stirbt noch
heiratet.

Das Produkt gibt die auf das Alter 0 der Ak-
tiven diskontierte Belastung aus den Sterbefillen des
(# 41). Versicherungsjahres.

Fir cinen Aktiven (x) ist die anf das Alter

bezogene” Belastung aller Versicherungsjahre oder g,

;L& (E—(L 2 lt.w
|y = 21 I) cfn (fetn h, &= ~: aj+n+ sz—:-z .
Da(& n=0 1 W
= + Pytn

(14 &:fniinl 1)-

Legt man y der Reihe nach alle Werte vom nie-
drigsten bis zum hochsten Alter bei und addiert die
simtlichen Belastungen, so ergibt sich fir einen Aktiven
() der Gruppe [* die crwartungsmissige Gesamt-
belastung mit Witwenrenten. Die Summe bezeichnen
wir mit ag, so dass wir haben

ae 7\
An| = }..4 Qn\q-
Y

IFihren wir die Bezeichnung

e oo ww
B(m = W 27 2 1 31 waw O
v -;;joh'r"iﬂ? Py — (1 + ty- I—i) (2)

' 1+ py

cin, wobei B;* dic crwartungsmiissige Belastung mit
Witwenrente durch den Todesfall eines Aktiven im
(x 4+ 1). Lebensjahe, bezogen auf das Alter x 4 1,
bedeutet, so konnen wir durch die Veriinderung der
Reihenfolge der Summation auch schreiben

aa v an aa aa )
Az = — 2 Dw fu Ua-tn Bw—}-u- (3)
Daa, n=n
x
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4. Die Amwartschuft anf konlinwierliche Witwen-
rente, beginnend wit dem Tode des Alktiven.
~ Obgleich der Anwendung der Beziehung (3) nichts
im Wege steht, empfichlt es sich, dem Vorgehen der
Praxis folgend, ecine etwas cinfachere Berechnungs-
methode zu suchen. Dies kann dadurch geschehen, dass
man annimmt, die beim Tod eines Aktiven in Anschlag
zu bringende Belastung 24y e ay e verlaufe in jedem
Versicherungsjahre linear.
Die Belastung durch die Witwen des Alters y—-n—-,
weleche Witwen durch die Todesfiille der Aktiven des
Alters 2 —+-n 4t entstanden sind, ist, aut die Geburts-

zeit der Aktiven bezogen,

R S e e
v lz |-n |-t “7 l—u |- h‘v Fot-t : yfn-f-t Qyf-n-f-¢ dt.

Setzt man

N—II l(!(t (L
nft Hapn -6 = batn v |n

I

und B
e / e
I Futtiybntt Qyputt = Napniytn Qytn

W ,_,_w!i

l‘(htlll ytn Qyfn — /’:z: Fottiyfnt1 Gy NH);

kann die auf die Geburtszeit der Aktiven diskon-
tierte Belastung, welche durch diese im Alter y -+ »
bis -+ n 41 entstandenen  Witwen  hervorgerufen
wird, n‘ns(:hrinln'n werden :

b=
W

KU ML e
| ucr;_ 3 / & hl,l nwiyfn Gy = t(/’vf—u:y}n y |-n

ba F.’l '
-0

—we :
hLi ni-f-1 s ypn-1 Qynf- 1)} dt.

Setzen wir zur Abkiirzung
] 7“!-{' l-" / — gr.-}
Lm%—u:y f-n yy. +n T Ix fn-f-1: Ly kit Cyt-ni-1

¢ — ———° - — — 7
—ww ’

h.l:'} n:y-bn (ly,l,,u
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so st auszuwerten der Ausdreuck

£l
of = Z?«“lf! q(;ﬁiﬂ P oy (‘ﬂfl rz/ v (1 —eb) df
£
Nun ist aber
£
év; o
/ f[l[ = 0 s —
N ) 0
{-=0
und
[t" (lt - g '—'d)?
wobel

d == log (1 + 7).

Da angeniithert
i—d )
—_— T —

J 2
kann man schreiben

Das Integral im Ausdruck fiir ./ kann daher ge-
schrieben werden
cl
(1_----).
r) 2

oder wegen der Bedeutung von

g 11' ih‘L
% D Lt ybn Qytn —+ hw+nr!“1 sobncb L Qe fnn
0
QJ h;‘:;—l—n syfn Gy |op

Der  auszuwertende  Ausdruek nimmt nun  die
Form an

S

aa
a+n Qo-fpn ¥

CZ i —
Z (hx-l---n:y-l--;'e ytn + ha:-{—n F-Liyne 1 Gy -t 1)
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[nfolge dessen st

a
Cl aly

d 1 1 a r:rz o e
2) :OJ)J« [ Qo (/‘!' Fay | n yfn I /’.zr] -t yfa 1 oy [——l)
( l)(!fb

und
(L 1 o
Qe = A\-J Qo y
I/

['iihren wir die Bezeichnung cin

(e 8]

e —arw
Hy = hujar,' ) (4)

y l)

so konnen wir dem gesuchten Barwert die Form geben

rf('t ([ l o ””' ’ffﬂ (
Wl gy [)‘z,nn b l),_;,,q;,,f,,,(/),,,,_{_1’“‘ i) (5)

Will man, was sich empfichlt, bei der Bestim-
mung  der Anwartschaft auf kontinuierliche Witwen-
rente von Hypothesen iber den Verlauf der in Betracht
tallenden Funktionen abschen, so wivd man die Kuler-,
Mac Laurinsche Summenformel 'y beniitzen und unter
der Annahme der Stetigkeit der erwithnten Funktionen
die folgende Uberlegung anstellen,

Die Anwartschaft auf kontinuierliche Witwenrente
tiir Witwen mit der Altersdifferenz o -y wird gegeben

durch
{_oco
“« l. na ad e
aa | t )
amiy _ — “1 -t e /f;v-l—t syt Gyt dt.
I—)(m
1w
0

Y Uber die Zulissigkeit ihrer Anwendung ohne Schiitzung

des Resteliedes vergleiche Karup, a.a. 0., S, 91.



— 138 —

Fithven wir zur Abkiivzung dic Bezeichnung cin

"-&Ei S
By = /w ty

S0 1st

t-co

e 1 —=
aa e e mu
Agly — — D7~1~t Mt Bblt gt dt.

Di{b
70
Bezeichnen wir ferner
N F(2) = F(2) + Fe+1) -+ £(z+2) +
so ist nach der Iulerschen Summenformel

o

S F(2) /lf()cl —|— I(z) - -,[f"(z)—l—....

i z=0 wird

N F(0) == F(0) 4 F(1) - F(2)+ . ..

und

r . -
E [r’(()) S /.F(Z) d%’ + ‘:i' [H(()) e 10— .[.f ’(()).

In unserem Ialle ist

T T/ ad (l(.'o a@a
[1 (Z) = [f (t) s x|t ‘u'a' F"B Syt
y yaa cm Fai
F0) = Do’ ua Bw
Nun ist niiherungsweise

() = — l l)'f LH_; ur{a; P, li"ffit_l sopih

Cb[t

— Umtu Weter Batie,, panany
und

F(0)=- (D“_h;i“lB““ Lyt — DI 0 B )
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Demnach erhalten wir

— [ o : I e
—aa SR aa a e e Han
wg et -t -t ety bt T o e ey
Qa|y = D |-t Ha-| (,[_)) ¢ L} B
Diato 9 ‘
T
aa aa HLa aa aa o
o l ) I)t,-~1 7-l —I)r—_—_-l gl = ”.J, -1 Ux[ 1 P:Lf [RVER!
24 2 ’
DJ.

oder, wenn wir den letzten Brueh mit £ bezeichnen
und ¢ durch »# crsetzen,

1“’ 1

wa ad ad  pHardi aa aa
aly — = l) wtn Ba-p o Defniy o~ 2 Bru
]), n- 0
1 l;f[a
o4

Bilden wir dieselbe Bezichung fiir alle Werte von

i, addieren, und setzen wieder

(6] [N ]
L v pia v
B.U = L IJ.C,{/ ey h ay a y
Y0 .!]
<0 erhalten wir
s 1 \‘J D e A 1 = Bl 1
] wtn Matpn Do 5 Ua ® 4 L2 (h
l)("a n “ ye
o)
WO . -
ewet (m ML aa aa M
l,rm Da w1 Ne—1 [)r—-l_‘”.vl-l.”w-|-l [Jrjl

[y

Der Berechnung von ay nach der Formel (6) steht
praktisch kein Hindernis entgegen. Fitr die Bestimmung

von e’ ziche man unsere Arbeit im ersten IHefte dieser
Mitteilungen zu Rate.

d. Die i Raten zalhlbare Ulberlebensrente.

Von 5 Aktiven sterben im Alter r,-{—t und hinter-

(Ut

lassen Witwen des Alters y o0 B e e Pope sy el
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Von diesen Witwen evleben das Alter o -5 als
Witwen

o

e e

a-t .”n:r|-£ h;v—llﬂ R '—’jr*——_n- dt.
qr
byt

Die Zahl der Frauen, dic im Alter y bis y —+»
Witwen werden und das Alter y 4 % crleben, wird
gefunden, indem man in diesem Produkt ¢ alle Werte
von O bis n beilegt und die ecrhaltenen Ausdriicke

summiert.

[hre Zahl st also

t.n
‘ i mé lww
il =
¢ () = [ Lpe Mgt o ey pe 22202 g4,
. lwn-
t0 u--t

Nun ist offenbar

Z’Jéé aa

v Qay vy (1) +v*g (2) 4+ 22¢(3) 4. ..

Fir die in Raten zahlbare Uberlebensrente  gilt
die Bezichung

(@) 1 2 ) 3

e att, = () () ™ g (2)

H m

Um den Untersehied der Anwartschaften zu be-
stimmen, stellen wir auf die Eulerseche Summenformel ab.

Bezeichnen wir die Rethe

Fz) 4+ F(z4+1) + F(z42) 4 .... mit X F(2)

und

[ ’ 1 1 T 2 R N
= Py B () + Fle+ ) + .. it X" B,

(22 1
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<o ist nach der Fulerschen Summenformel

‘ m-1 21,
S FE-2FE) = - F@) + - )

20 122

[n unserm Falle entspricht dem £'(z) der Wert,
den die Funktion v ¢ (w) fiie n- -0 annimmt, also Null;
dem £7(z) entspricht der Were, in welchen die Ab-
leitung von »” ¢ (n) nach w fie » 0 iibergeht.

Nun st

dr” g (n) —v" g n) log v 4 v" dy(n)
dn n

Da aber

tn
\ e wa a |
q (“) — ly |n/[u: fetba |t /".n'-l E:ylt dtw
1

Wi
/ Lyt
S0 18t
ww -
g (n (l e e aa
‘[— (7 ) == (”’) - 'j—,i_ —l" l;p;,l nflta)n h -l ytne.

J0 0
dn i

Folglieh ist

l' " g (u)]

(!l’; (e
d =l fo By

w0

Infolge dessen ist mit grosser Anniitherung

~ (m) 9 -
jia qae /ru.i ae W5 — 1 Jee an g
@ amly — tx aa:ﬁy '1") 2 x Mo ey
und also
(m) B G
1) anu ”lﬁ o 1 { 7 )

aa
Quly — Qufy —— 12 oy M /'-".r_'_i,‘ .
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Da dicse Bezichung fiir jedes der verschiedenen
Alter der Trauen gilt, hat man

(m) - " .
RN - m*— 1 RNy
x|l T Me] — T o5 o Map ity
| | 12m2 7% 300
oder, da
y-:o-o
Be == B By,
y=0
(m)
e aq me—1 5z ] s,
Qu| = Qo] == 5 3~ Mo N, [
Hicraus ﬂ)lgt flir m = oo
o — [ =
a e aa ‘
a;r;\ — CI».,\ — 1“2 Ha hb E.():
und
(m) -
—au aan ] aw g 10,
(lg;i e a-’b‘f == = 5 M k;c . ( (
12 m

Man beachte, dass diese Gleichungen unabhingie
von [lypothesen iiber den Verlauf der in Betracht
fallenden Funktionen sind; Voraussetzung ist, dass ¢ (¢)
und dessen Ableitungen stetige Funktionen von £ sind,
was der Natur der Verhiltnisse durchaus cntspricht.

Die Gleichungen (8) bis (10) gestatten nun, wenn
cine der Anwartschaften berechnet worden ist, die
andern Anwartschaften zu bestimmen.

6. Die Kapitalversicheruny auf den Uberlebensfall.

a) Der Barwert der Versicherunyg 1, fillig, wenn
der Aktwe (x) als Aktwer stirbt und eine Witwe
linteridsst.

Von [," Aktiven sterben im (n 4 1). Versiche-
rungsjahr und hinterlassen Witwen, die gegeniiber ihren
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Fhemiinnern den Altersuntersehied 2 -~y aufweisen,

{1
Jaa wrt 1
l.v.{-n -t Mo -]t Jra Fn by tnft dt.
t o

Der Barwert der an sic zu leistenden Zahlungen
ist, auf die Geburtszeit der Aktiven bezogen,

£
@b pt qaa a
% '/“" l.z:rlrn (£ Mot h.rr#n—H: ylwt (t,
t-0

r ' qat e .
Vorlaufen Coins fleotnpe UNd Bodndi: gpnps 1t den
Grenzen £ -0 bis £ == 1 linear, so ist

1

.-/ - -[')';f(r'” (]::“l” hw-fn 3'1|?!fvt (1 R f[f’ (lf,
t -0
Wo
g ey bn — ha by b
. h-’,"'h' Ty i.‘”
Nun ist nach Abschnitt 4
{1
w7 H d H
/--J.ﬁ" (1 — Ht)dt = — (]. —_— ) = — (l---~--- )
. J 2 0 2
t0
: {l hj"lj’,’,i;”;'"’" + h?i;'"""" sutedt d /L‘"'*"'”“:’ :"H,ffﬁ
2()‘ /f,;: i y-ton ()‘ /’:v-l-n Silew

[licraus folgt

’7. — L{ ]){17(7'[ a

atn Lad-n /’.r:f{fuf}— E :y—l—u—i—_l, ‘
F 2 2

. **‘(t(l- . L
Demnach ist der Barwert At der Uberlebens-
. . R
kapitalversicherung 1) Y

Y In der Schreibschrift verwenden wir das 9 der deutschen
IKurrentschrift,
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e ) [ ot arf e
AT = — 2 Dy fpa o | /’».x;rrf‘n {l, : y»[—n—}f_l) .
@Y ()\ l)af,; 1 l) = &

~ 0
Bildet man diesen Ausdruck fiir die versehiedenen
y und addiert, so erhilt man, da

oy
/f,_L, = L hmy 5
>0

als Barwert der gesuchten Kapitalversicherung

1 e o«
—7—rub ( d AN 1 ruf
Al = gl ])m o oz )-n h:u—]ﬁn‘p L, (1[)
@ d a0 2
D

Will man von eciner Ilypothese tiber den Verlauf
der in Betracht fallenden Funktionen absehen, so cr-
erhiilt man, da

l oo
ﬂ(lm = E 1 (i'ia“ Iu:(;"al‘t /ti’/"}‘t AR (t ] (1 1 ”)
xYy l)ffft

-0

nach der ulerschen Summenformel

e e l —
-aa ae  aq L e
ﬂl — .- .2 D -t Pt h‘—,;,|,.g Syt 9 Ua /f':i:y
wy J_ u,at 0
@
ae we o an
1 D.L'-—l ﬂ r,—1 hL—l y—1 " D |1 Ha-1 hm—l—l:y—l—l .

34: l )(L(L

Bildet man dieselbe Bezichung fiir jeden der ver-
schiedenen Werte von » und addiert, so crgibt sich,
nachdem man ¢ durch » ersetzt hat,

1 (e 0] SPHDE Baige
—aa Al R Y424 (t(L E aa
1 :——f.—-J-])r,in.!"c]nhw S 9 Mo [
@ N
D2

1 D5l b — D sy (12)

aa
l_)m
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b) Der Barwert der (I’bw'ZebenS/scqpi[a‘h;nrsia/’u.v'zfug
fitr den Fall, dass die Witwe stirbt oder sich verheiratet.
i die Witwen mit dem Altersunterschied a-—y
ist dieser Barwoert
[ co

L | " o w
H g / Dy |t M ft //m-{—t:y |t l\y-{-t dt.

£ I )ruf.

@
o0

Dabel bedeutet :\,:;ll—z den Barwert der Versiche-

rung [, zahlbar, wenn die Witwe (y-4¢) aus dem

Witwenstande durch Tod oder Heirat ausscheidet.

Da __

i S 124 17

. Aype==1-—daypy
erhalten wir

t oo

o | aa o
A= — I);I}ll M-t I, bt oyt dt
@y l)tm
=
fn

! oo
J S aa ww
- - “.’1:—|-[5 M-t }1_,;,*,1 syt yft dt.
D5e.
t-0

(Lt
Das erste Glied rvechts ist le’ das zweite ist der
Barwert der kontinuierlichen  Uberlebensrente o auf
das Leben der Witwe. Wir bezeichnen ithn nach Ab-

(L

schnitt 4 mit O‘af._‘,h, und haben dann

_aa aa aa
At — A 2 =da.y.
xy @y

Diese  Beziechung sagt, was ohne weiteres cin-
leuchtet, dass man der Witwe das Kapital 1 schon
beim Ableben des aktiven Ehemannes einhindigen
kann, wenn dafiiv der Zins bis zum Ausscheiden der
Witwe aus dem Witwenstand vergiitet wird.

10
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Bilden wir dieselbe Bezichung fitr sémtliche Alter
»# und addieren, so crhalten wir fiitv den Barwert der
Uberlebenskapitalversicherung  der Witwe, fillig bei
threm Ausscheiden

—r —T _ )
At — A ¢ = ga,. (13
@ x(y)

Wir setzen das y in Klammern nur bei, um den
Index 2 dariiber andeuten zu kbnnen. Die Bezichung
ist fiir jeden Aktiven des Alters w giiltig, unabhiingig
davou, ob er ledig oder verheiratet und welches in
diecsem Falle das Alter der Fraw ist.

1. Die Witwenabfindunyg tm Verhdltnis der im Todes-
wbschnitt des alitiven Munnes von diesemn durchiebten Zeit.
Von I* Aktiven sterben im Alter @ -+ % und hinter-
lassen Witwen des Alters oy b »

. e A
@P(m)dn = bty Hotn Bain: pia @R

Tintsprechend dieser Feststellung ist die Zahl dev
Todestille des Alters @ - n 4 ¢ gleich d(n-4-¢) dt.

[st 2 ecin ganzes Vielfaches des Versicherungs-

; 1 ; 1 5 3 _
abschnittes —, so gibt, wenn ¢ <7 —, { die im Todes-
m S
abschnitt verlebte Zeit an. Der DBarwert der Ver-
sicherungsleistung ist fiir diese Todestille
fpetr bt b (n—4-t) dt.

Der Barwert der Versicherungsleistungen fiiv den

(n - 1). Versicherungsabschnitt ist demnach

m §

[(x+n) = f LT @ (u0) di.

t-n
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Um den Wert der Versicherungsleistung fiir siimt-
liche Abschnitte zu bestimmen, haben wiv fiir # der
Reihe nach 0, —, —, .. .. zu setzen und die simt-

m’an
lichen Integrale zu addicren.
Zu diesem Zwecke fihren wir die Funktion

>

Fe+-t) = / -?;""f“ (t) dt

¢

ein, wobei nach Abschnitt 6, Gleichung (11¢),

1.("'(;1,‘) e ./V/Um.‘l..t (IJ(f) dl’ o D'f” ﬁim..
axy
t 0

Der Definition von £7(x-£) entsprechend ist
L (w1 5
(_hiljé) o ey ;r;'l"f't p (1')

und folglich

(l [ﬂ(w_*_n_'_f) . 'U.":;—f—u-f'-t (’) (n_*_ll).

dt

[nfolge dessen konnen wir setzen

1
!

/(1+I2) = --—-/f (/Jl'ﬂ(']:t-“"_t) dt.
i
{0

Durch partielle Integration folgt
1

.
[(z+4n) = — ”1& F(:L'—{—n—l—“l;) -} /F(.L‘—}-n—f—t) dt.
‘'

Hier haben wir, wie schon crwiihnt, der Reihe
1 2
nach » =0, —, —
m’

Ausdriicke zu addieren.

zu setzen und die erhaltenen
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Iis ergibt sich L

(@) = — — Flot—) + / P(x+0+t) dt,

n "

[l | )= B o) / Flat i)t

{ 1

Der gesuchte Barwert ist also

{ oo

AP ) A FEE ) ) f Flod,

oder in der Schreibweise des Abschnittes D

— 2w+ 4 [Fatya
=]

Nun ist nach der Kulerschen Summenformel

ocQ

A T : [ 1 204

oS

{-co
, . '
-0

Folglich ist der gesuchte Barwert

,
] f/)_

—4F 1A
2 in @) 12 m®

Nun ist aber

E‘v( )_ -D(m Ha“

wy
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undl
Flo— [t
. dt ,

gl aa
; 1 L
oo

¥ () — o gy

(ift [2 4
— DY Ry,

so dass der Barwert geschrichen werden kann

1 it
DR | A

. by - Loy,
2 &Y 1222

Aut cinen Aktiven und auf das Alter 2 hezogen,
crgibt sich

o f—
L pi L e P

R L —
LY [ 2in®
Bilden wir diesen Ausdruek fiie siimtliche Frauen
der verschiedenen Alter und addieren, so erhalten wir
als gesuchten Barwert
: (L 7 s
1 Al L g b,

i

o b

2m = 12"
Diesen  Hiillfswert werden  wir im Abschnitt 9

beniitzen.,

8. Wird der tiberlebenden Witwe beim Ausscheiden
tdurch Ableben oder Heirat noch eine Schlussrente im
Verhiiltnis der  im Witwenstand  withrend  des Aus-
scheidungsabschnittes verlebten Zeit gewiihrt, so kann
] i

man den Wert der Schlussrente auf * ﬂ”‘j . schiitzen,
Dy

Zur genaucn Bestimmung hat man die folgende

[herlegung anzustellen::
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Von den 5 Aktiven sterben im Alter & - ¢, ver-
heiratet mit I'rauen des Alters y - ¢,

aa  aa
[:r;—|—t Moyt ha:-}—ﬁ Dyl dt.

Yon den hinterlassenen Witwen erveichen das Alter
y—+n als Witwen

at aa s

a-pt Mot 7?.1:~-|vt Lyt ”—"” dt.
we
Yyt

Von diesen scheiden im Alter y 4+ # aus

SHEah =k qitne

e U g 0 v

i',: [t Mot /’J,w,H s 9~k :'f.r,H% Hy-|-n thd%,
Jiew
ytt

wo g, die Ausscheidungsintensitiit der Witwen  des
Alters ¢ bedeutet.
Dic Zahl aller Ausscheidungsfille im Alter v <4 »

1st also

tn ,,
' (Ll aa [ ST
‘[’(H) tdn = 6_);,f,_,g M-t IJGU"I*'“!I’H ,-q.ﬁf Wy |-n ditdn.
" JUw
0 l."/'”

LEintsprechend ist die Zahl der Ausscheidungsfiille

im Alter z 4 n 4 ¢
W (n+-t) dt.

[st n cin ganzes Vielfaches der Zeitdauer — cines
m

Versicherungsabschnittes, so ist der Bavwert f(z+4-n) der
Versicherungsleistungen im (# - 1). Versicherungsab-

“schnitt 1
gy

/l(u'r?_")i) ”‘:2/‘ fyrhtt 3]’(L+f) dt

t=n
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In diesem Ausdrucke ist der Reihe nach n — 0,
1 2
m’ om’
zu addieren.

zu setzens die erhaltenen Ausdriicke sind

Zu diesem Behufe fithren wir die Funktion ein

[aS)

Fott) - / oo 1 di() dt
¢
deren Bedeutung durveh die Bezichung

Vi ‘(.L') : l):” R.r:;

erklivt wird.
Der Definition von #'(z—-¢) entsprechend, ist

(l l"’(f.l’f"‘i"t) o ,U.a: |-t Y (l‘).
(lt

Also ist auch
dlr(etnttl) et P(n+t).
lt

Demgemiiss konnen wir schreiben
1

g oy d 1*'(,:;+n+ﬁ) n
/(‘L+—H) ’ (h( :

t oo

{

Durch partielle Integration erhiillt man
1

t
[(e—+n) — — ?}?, I'(x—+ n+ J}L) -+ /l"(J)—F n-4-1) di.

-0
Scetzen wir nun vechts der Reihe nach n -0,
12 : ;
, — und addicren, so erhalten wir als gesuch-
m’om

ten Barwert
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g ]p(m+ )+ 11(1,+ — ) -+ .. } —f—/lf‘(w—[—[) (t.

m ]

Analog der Entwicklune des Abschnittes 7 creibt
o) te) te]
sich fiir den gcsuchtnn Barwert

Figl -+ - ‘2—"2' ; £ ().

’H&

Nun ist aber

m@_n”ﬁ;
und
) = (“(f((c ) o ‘dﬁ (b+i)‘ s |
da

P (0) = 0.
Folglich is¢ der gesuchte Darwert

1 D4 n"s,
2 ay
Auf einen Aktiven und das Alter 2 bezogen, ergibt
sich als Barwert
1 ﬁcm,
2m ™Y
Bilden wir diesen Ausdruck fiir siimtliche Frauen
der verschiedenen Alter und addieren, so finden wir
fiir den gesuchten Barwert
1 moee
— ﬂ 2
2m =)
wo der Index () nur ausgesetzt wird, um das Zeichen 2
fiir das Uberleben anbringen zu kinnen.
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9. Dic Rente, deren Bavwert wir zu ' bestimmt
0§ o 1 5w
haben, wird in Raten von der Werteinheit, orstmals
m
zu Beginn des aut den Tod des Aktiven folgenden

Zeitabschnittes, gewiihet,  Soll die erste Rate von
1

um den Betrag  verkiivzt werden, welcher der vom
Fhepaar im Todesabsehnitt des Mannes verlebten Zeit
cntspricht, so kommt ein Betrag in Wegtall, den wir
tm Abschnitt 7 auf

— (el et
l H[. — !,, = ‘”if h."
2m @ 1 2m?

bewertet haben.

Soll anderseits beim Ausscheiden der Witwe (g
noch cine Schlussrente im Verhiilenis der im Aus-
scheidungsabschnitt  als — Witwe verlebten  Zeit  aus-
gcerichtet werden, so haben wir nach Abschnitt 8 noch

Ul . .
l‘,ﬂ > . Wir gelangen dann zu einer

2m W) ()
; ; .. Quu i
Rente, deren Barwert wir mit a.(,'.;' bezeichnen wollen,

zu  addieren

[os st oalso

kﬂl [ l

gi’;‘f = Cl.(f':’. - I H! —l_ 1

. 2m

ot
e I 4 L,
2 o* 2m W

Nun ist nach (rleichung (13)

(Jﬂ; rftt(tr o au
Hl i R 2 = (Ja:c: .
iy x(y) ‘

Ferner ist nach Gleichung (10)

Qe e 1 an }
Q| = Qx| 5 Ma flas
. T+ 12 m?
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Iolglich bestcht die cinfache Bezichung

w(m) . § =
o— wa ¥ aa
I " — QJ-
G:_T" Q| 2 m )
v(i) .
i Jd \ :
atm [ (1 i ) a““" - ( 1 *L)
2| 9

Die Witwenrvente, deren Barwert durch (14) dar-
gestelle wird, lauft vom Tode des Aktiven bis zum
Ausscheiden der Witwe.  Die Rentenraten  werden
nachschiissig zu Beginn der Versicherungsabschnitte,
die letzte beim Ausscheiden der Witwe ausgerichtet,
je im Verhiiltnis der  withvend des Versicherungsab-
sehnittes im Witwenstande durchlebten Zeit,

10. Die Witwenrente, bei welcher die Rentenzah-
lung  sich wicht nach  den  Versicherungsabschnition,
sondern nach der Zeit des Todes des Aktiven (x) rich-
tet. Die vom Tode des Aktiven an lawfende nachschiis-
sige Rente mit Schlussrente.

Der Barwert dieser Rente fir die Frauen, die
gegenitber dem Manne () die Altersdifferenz z—y
aufweisen, wird gegeben durch

A () [ ¢ 7 ()
S aa aa a—- 1.
Az == ])""‘j Dabe bt lwpt g HuE, dt.
A S L
t-0

Nun ist aboer

(m) § . §
Bt . ¢ W & 1
“&bo= (1 2 m) ay” + 12 )

2

" Vergl, Heft 1, Seite 67, der zitierten Mitteilungen.
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Fithren wir diesen Wert in das Integral ein, so
zertillt es in 2 Integrale. Der Wert des ersten ist

(j‘ H(i
2

der des zweiten nach Abschnitt 6 gleich

) e
J ;

12 2
Folglich st
d‘ ti‘d

a(‘i‘n—) (j - '(l«(‘l‘/ H
Qea —— (1 ) Q| — L o,
ly ( ml + 12 m2

[licraus folgt, wenn dic Frauen jedes Alters in
Rechnung gebracht werden,

5™ J ) aw J pe (15)
Qe — (] —— Clyﬁ + — Rll )
( 12 .

vl 9 ,ﬁ
oder schr angenithert

A (m) J )
{18 e el ¥
Que = | — — (];‘.k . (I ())
2m
Man vergleiche hierzu Bezichung (14).
Soll die Witwenrvente, die mit dem Tode des Ak-
tiven zu laufen beginnt, vorschiissig sein, so erhéht
sich der Barwert der Anwartschatt noch um

1 —aa

mo 7
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II. Die Aktiven-Invalidenwitwenrente.

11. Die dnwartschaft auf Witwenrente, zu bezie-
hen, nachdem der Altive (x) als Invalider gestorben,
erstinals zi Anfang des wuf das Todesjahy folyenden
Jahves.

Anrvecht auf Witwenrvente soll hier, wie im fol-
genden, nur fiir die Frauen bestehen, deren Ehe wiih-
rend der Dauer der Aktivitit des Mannes geschlossen
worden ist. Frauen, die invalide Méanner heivaten, fallen
ausser Betracht.

Die direkte Beveehnung  dieser Anwartschaft ist
tiir den IFall, dass man aut dic Verschiedenheit der
Sterblichkeit der verheivateten rauen und der Witwen
Riicksicht zu nehmen hat, nicht einfach und kann um
so cher unterlassen werden, als man auf anderem Wege,
mittelst der kontinuierlichen Rente, leichter zum Zicle
kommt, wic im folgenden gezeigt werden soll.

12. Die Anwartschaft awf lkontinwierliche Invali-
denwitwenrente,

Entsprechend der Entwicklung des Abschnittes 4
finden wir unter der Voraussetzung des lincaren Ver-
laufes von Jig, dhy, in jedem Altersjahr

A 1S . wm -
(wf = 2 nz:“ l);'f'iri—” ba-|-n (le{n + ngl"‘ |’l) ) (1 ‘)

WO _— @0 \
e ¢ ,
B.,- —_— Z‘J ;L;);y Cbmiﬁl . | 18)
yo

IHierin bedeutet @y, don Wert der kontinuicrlichen
Witwenrente 1, zahlbar an (y) nach dem Ableben des
Invaliden (). 1, ist die Invalidititswahrscheinlichkeit.
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Dabei hat ex die Meinung, dass die Witwenrente mit
dem Tod der Witwe oder ihrer Wiederverchelichung
aufhoren soll. Zur Bestimmung von Ef.y‘,, ist also die
Tafel der (verheivateten) Invaliden £ mit einer Aus-
scheideordnung der Witwen zu verbinden'),

Will man von einer Annahme iber den Verlauf
von ayp, abschen, so erhiile man mit der Fulerschen

Summentormel die DBezichung

@i 1 :i i i 1 Tl l ,fiz" (
] e = D, [-2 Va-|-n B;crlrn, - 2 v, b — 2.[ Ly 4 19)
[)u.w =0 3
woboi

D » pny _l)f:.f"l_l Varft ff-("'{l" .

e—1 Va Y1
aw
D,

[lierin bedeutet »,. die Invalidititsintensitit.

(M)

ar
bl =

13. Die Anwartschaft auf in Raten zahlbare /-
tiven - Invalidenvitivenrente.

Von £ Aktiven wereden im Alter -+ invalid
und sind dann mit IFrauen des Alters y ¢ verheivatet

(L , 2
By v b e )

") Riethmann, Zur mathematischen Theorie der Versicherung
verbundener Leben, Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker, IHeft 3, Abschnitt 1S,

%) hey bezieht sich streng genommen hier, wie im ganzen
2, Teil, auf den Invaliden. Es ist die Wahrscheinlichkeit,
dass der Aktive, der im Alter @ invalid geworden, mit einer
[rau «es Alters y verheiratet ist.
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Von diesen Ehepaaren bestehen im Alter w8 @ ot
noch

aa by
;L ot byt )1
Z@"l"lf Vot /!‘@*I‘L'!.U*l"lf f;"l_ﬁ%L, d )

Ppslly

Dic Werte 7, sind ciner Sterbetafel fiir verheiratete
Frauen, die I, einer Tafel fiiv (verheiratete) Invalide
zu entnechmen.

Yon den Ehepaaren Iosen sich durch Tod der
invaliden Miinner im Alter x-¢ auf

ltf_;l ; ’ [tr I'A ZZ’}‘t 7 / )
vt Voo Rady sy b ————10 Ha dt dr.

2 X

a-|-r ij_I_ A

Yon ihren hinterlassenon Witwen erreichen das
Alter y—+n als Witwen

_ i g
P ] Loyt by et lfffﬁu Eodt de
a-fv Va v im}{ e — ST Mt ar o .
[ ¢ I v wiv
et Yyt byt

[ntegriert man von +==0 bis v==f, so erhiilt man
die sdmtlichen Frauen, die im Alter y-}-¢ Witwen
geworden. [hre Zahl ist

b . PRI
a1 Z.T/-H'f y--¢

[ — i g ww ;
./ Z‘[’;“II Vbt Raty e l.fo by U T T 2
=0
Um die Gesamtzahl ¢ (r) aller das Alter y-4-»
erreichenden Witwen zu erhalten, hat man sodann die
Integration von ¢{=0 bis » durchzufiihren.

') Riethmann, a.a. C.. Abschuitt 7.



lis ist also

f [ |-¢ lr |-+ :Hlbn i
(;(n)ﬁ ([! botr Vit ot 1 e S D Wy dr .
lapr / 1 l',,'.’ff,

Wir withlen im Abschnitt II, ohne die Gefahe
ciner Verweehslung befiicehten zu miissen, dem Ab-
schnitt [ analoge Punktionszeichen, hier also das Zoei-
chen ¢, obgleich es sich um cine andere Funktion als
tm Abschnitt | handelt.

Bezoichnen wir nun die Anwartschaft auf konti-
nuicrliche Invalidenwitwenrente fiie cinen Aktiven (.o

Anschung ciner kiinftigen Witwe mit dem Alters-

unterschied » — y durch q® . w0 ist

2l
und b iy = () + g (2) 4 0 g () -
(m.J l | [ ] 9 3
e (L) Ly (2) 4 k() 1
W ne + ¥ m +m / m.) +

Entsprechend oy Entwicklung des Abschnittes 5
crhalten wir nun fiir unsern Fall

drig (i) !
_— 'U” ] P 2 ( q (H)
di 9(n) log v 4-vn Tdn

un st (lq(n) (l wiw

. l[lﬂq(”)
tn [uw
y+n
et l’._ . d”_ "5 w” i
‘l‘/l' [ Ve g My g PPV D g
y ww

v
Lt ZJH by+
['iir » = 0 nimmt diese Ableitung den Wert 0 an,

folglich ist auch

lfl”’“_f_f__(ﬂ) — 0
dn Y

Hn=0n
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Fis st daher

(n)
el e i
Z’” 03,-"_;/ - [‘L‘ aa_r"y = {J.
Also
(m)
e wi

Oy — Qupy = 0.

IFolglich ist allgemein

(m) -
as] — aaf = 0 (21)
und
o a0,
daher auch
(ie)
0?7 - 0(.‘7 — 0. (23)

14, Die Kapitualversicheriong auf den Uberlebensfull.

a) Der Wert Hz' der Kapitalversicherung 1, [dlliy,
wenn der Altive (x), nachdem er invalid geworden,
bei Lebzeiten dev Fran stirbl.

Die Praxis bedarf dieses Wertes selten; wir be-
nitigen seiner fir die folgenden theoretischen  lint-
wicklungen,

Von 1““ Aktiven werden im Alter + ¢ invalid

'ff.»f-ﬁu Vot
[’ersonen.
Von diesen sind verheivatet mit ['rauen des Alters

y -+ ¢
[
/‘,;.H Va-p-t h.r:—l—t cylt (t.

Der Wert der Uberlebenskapitalversicherung  fiir

il
iede dieser Frauen ist AL
JEALe \.U-H:y*l-t.
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Z dessen Femittlung ist die Sterbetafel der yver-
heirateten  Frauen mit der Sterbetafel der Invaliden
zu verbinden.

Die Berechnung  dieses Wertes  diirfen  wir  als
hekannt voraussctzen !,

Der Wert der Belastung ist also fiie die Geburts-
zeit der Aktiven 1.z

aw ‘_f"
/U.]f lL|f]’.qu:_q|r A.:-}-f:ylt’”-

Auf cinen Aktiven und das Alter () bezogen,

erhalten wir

. t co
i 1 ad
Hl = I), Y S ,ih st IX (U.
."U l)(ttb/ I 'Lf L*’ JI &£~ 't ']'*‘t‘
¢
Setzen wir
i
[}l : IE‘L,\] Al
2y 2y
konnen wir schreiben
: l ! oo v
wl au ¢
ﬂl = : l).u(it'.b}t‘B : dl‘
£l l)urc an byt
&
=)

Die Lulersche Summenformel gibt die Beziechung

e I @ ( i l e
Ay = I)J;HJ,H [))__ e Bl e g
@y [)(:.(l l. 0 Yt t 2 ay :_)'_t Xy oy
Wwo _ —
. (;{; - (L; (t(L (l.t
ai l)aul Yoo B,]. l._l l == l)L ft Ve Br | 1 ‘ l—l
r—1 17 :
[]/[ = - —_— ‘,I,, — — f
Xy aa
]).u

H Riethmann, a. a. O, Abschnitt 17,
11
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Bilden wiv fiie alle »  dieselben  Beziehungen,
addieren, setzen » an Stelle von ¢ und fithren die Be-
zichung ein

ue il ¥
| ,
Br = Y h,, A
& y=o zY
s0 kommt
. = J— wi
— 1 aa 1, p° ;
TR ) D I - ML :{ _l__fu 24
@ D(Ec_t n=0 tn 9 x 924 '
B
wobei
ad r '(”: l (7(7’;
> o
ai !),,-,7‘1 1 | l) .l [) 1 Var el [) l| [ ('):“).
R = : i R -
o

l)g'n'

IMir die spiiteren Erdrterungen wird es forderlich
4 . il .
sein, wenn wir dem Wert von Av noch eine andere

£y
Form geben,

Die Zahl der Ehepaare mit Frauen des Alters
y -+ ¢t und invaliden Minnern des Alters @ 4 ¢, wel-
che Manuer im Alter 2+ ¢ invalid geworden, ist nach
Abschnitt 13

e i 6
oLt Votg Rt sypp 220 037 g,
b + ly-lﬂ'f‘
Yon den Eheminnern sterben im Alter @ 4 f

o)
aa P b !'
lLf]‘Lll}l‘;vl-’l,‘:y|-.' ,‘;’,,“ '/“ H(/l(lf

-t ,r/i U

Die Zahl aller Todesfiille von invaliden Ehemiin-
nern im Alter x—-l—f wird gefunden dureh Integration
von ¢ = O bis 7 —



Sie st
'

[
P i Lopr byye i
lll(f)(.(l— la;f-.rl’u;u- /l.:-;.;;_,/].l RN TR it
! n
[0 é"'f"' Z.’I'H'
Der Barwert der Versichevungsleistung  an - die
iiberlebenden Frauen ist, aut die Geburtszeit der Ak-
tiven bezogen,

oy dt.

|"()Ig|ich ist

S
awi |
R-E'y - l;ﬁ; / et db(t) di. (26
T .
t o

\ r f'[. & - . . ”
b) Der Wert A 2 der Kapitalversicherung 1 anf
() '
einen Aktiven (x), zahlbar, wenn die Witwe des in-

valid gewordenen Aktiven stirbt oder sich verheiratet.

Iis st
t o
ﬂ“fz — ,‘l - D.(.tfi-t Vgt Pyt sy pt Al [t }}-’—{1? flt.
ay l)hd
o

; .
Ilierin soll J\.w'-; den Wert der Uberlebenskapital-

versicherung 1 oauf das hepaar (2, ), zahlbar, wenn
dic den Invaliden (z) iiberlebende Witwe  stitht oder

sich verheiratet, bedeuten.

Anderseits ist

vy

[N
ﬂllti - ! . /‘.D,’,’»l?f, Vo |t ]d,,-,H Dyt A 1 tlt.
])Eﬁu af-t -t
A

-0

Nun ist aber

— ] .
: i

A — A= gy,
xy :

£y
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Die Richtigkeit dieser Bezichung crgibt sich auy
der Lrwiigung, dass man der Ehefran (i), welche den
Versicherungsanspruch A;p; hat, das Kapital 1 beim
Ableben des Mannes ausvichten kann, wenn dafiie der
Zing bis zu ihrem Ausscheiden aus dem Witwenstand
riickvergiitet wird. Der Wert des Zinsanspruches ist
dttpy. Daraus erhellt die Richtigkeit der aufgestellten
(ileichung.

1 M C9
olglich ist

! oo
e fl,r’: ()‘ b e ) - l
AL — A ¢ = Daipe Voo T b geie i iy o 1l
£ LU” l )(U[
o
oder

wi i ey

ﬂl — R 2 = ()0.>.|_:,-

ay 2y

Bildet man diese Bezichung fir alle y und ad-
diert, so kommt

—al

A — ﬂ'“zz e g7 (27)
@ al ‘P;)

15. Entsprechend der Entwicklung des Abschnit-
tes 7T wollen wir den Wert der Versicherungsleistung
bestimmen, welche darin besteht, dass man den von den
[nvaliden hinterlassenen Witwen eine Kapitalabfindung
gewihret, proportional der im Zeitabschnitt, da der In-
valide stirbt, mit dem Ehemann verlebten Zeit.

Die Zahl der IShepaare (z—4-n:y—nr) mit Minnern,
diec im Alter = -+ ¢ invalid geworden, ist nach Ab-
schnitt 14

aw : Eai. I
l.v--H Pipt I, ey .}.g..fl'fﬁ'{.'ﬁ ytn (t,

Y
VRN
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Von den invaliden Kheméinnern sterben im Alter

w—+n

! gt
wa b gy i
l-"'l t Va |t /I_,_-_f_,‘:y |-t ""{ no Cytn Myt dt dn.
2 v
et byt

Die Zahl aller Sterbefillle invalider Minner im
Alter o =0 ist, gemitss Abschnitt 14,

[ "

/ v
\ o / I i
(IJ(H) f/H |-t Vbt /":L' [ £yt " |- "{ I o |n (lt (l!l-

: Lope Uy
t-0 Wk S

Lintsprechend ist die Zahl aller Todestille  im

Alter @~ n ¢
d:(n—-t) dt.

[st wiecderum » ein ganzes Vieltaches der Dauer

cines  Versicherungsabscehnittes, so ist der Barwert
n

[(r=n) der Versicherungsleistungen im (1), Abschnitt
1
~m
[Cen) = [ b=ttt d(n-|-t) dt.

t-0

Nun geht die Entwicklung weiter wie im - Ab-
schnitt 7.
[nshesondere ist in unserem Fall

[N
~

ety = / o it (l) dlt,

t
wobei nach Abschnitt 14, Gleichung (26),
F(z) = DY AT
Y
[erner ist
d(x—4-1)

7 = e ([J([),
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thet] _are
dt dr

b
-0

da
@(0) = 0.

Folglich ist der Barwert der Versicherungsleistung
1 ~ai

A1
2m " ay

und fiir einen Aktiven, unabhiingig vom Alter der Frau,

1 —ai
o m

L6, Berechnuny des Wertes der Schlussrente an
die den Lnvaliden tiberlebende Witie.

Die CGesamtzahl der den 2;* Aktiven entsprechen-
den Ausscheidungsfille von Invalidenwitwen des Alters
¢ —+ n ist nach Abschnitt 13

P(n) dn = g(n) yﬁf”, dn.

Eintsprechend Abschnitt 8 wird hier

1

"

f
() = ] b bt () dt,
t--0

{co
) = [orve wy i
t
() == DL HJ’
- dF (-t
F (I) = {~_~((Fﬁff)] p— O’

t=0
da
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Somit ist der Barwert der Schlussrente
l 1r)

A

2w

oder, unter Beriicksichtigung der verschiedenen y,

UL
1 qe

2 M)

17. l*‘hltspn-(‘-llmul den Entwicklungen  des  Ab-
schnittes 9 erhalten wir nun die folgenden Bezichungen:

(ne) o
ol ) wi 1 ai
al.jzav___*ﬂle A=

2 2m vy»

oder wegen Gleichung (27)
(m)
O . ) [ <
a.(r_lt\’ == (l — ) ﬂf,{-r. (ZH)

2 n

18. Die rom Tode des Invaliden wn lanfende
nachschiissige Rente mit Schiussrente.

Der Barwert dieser Rente fiir die Frauen mit der
Altersditterenz @ -~y

(m) { oo (m)

O 1 [y . ai
Ay == / D[u-.I-ﬂ. Vg |t ]’wrlrl:y bt oty |-t dt.
au

Nun ist aber

‘ i) j> (,

)
()L
(f, by = (l. — ;)' (tw ‘* 'h) )n— ;

Zufolge dessen wird

J‘l] '

(n) , al

st [0\
= (1,0 ) a5 0 R

2 m 12 m?
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Beriicksichtigh man die rauen jedes Alters, so
erhilt man

(m) , m
ous wr 29
a;:' = l 7 A) a” ;1!7 (h“ /
“ ( 2 m + (22 "
oder schr angenithert
(m)
Qn| = (L _ M )a;‘ff. (30)
2 m

Soll die Witwenrente, die mit dem Tode des In-
validen zu laufen beginnt, vorschiissig scin, so erhioht
sich der Barwert der Witwenrente noch um

1 ﬂm

‘)) I‘

III. Die Anwartschaftt auf Witwenrente
uberhaupt

19. Durch die Verbindung der Anwartschatten
auf Aktivenwitwenrvente und Invalidenwitwenrente er-
halten wir den Wert der Anwartschaften auf Witwen-
rente {iberhaupt.

Wir heben insbesondere die folgenden Beziehun-
gen hervor.

Aus Gleichung (9) und (22) folgt, wenn wir

ad r:,e 2]
a’) ‘ l == ot
setzen,
q -
@ @ wu {
0.| — Qu = 5= M ]l_,}. ('3 1)
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Aus (10) wned (23) crgibt sich

(m) | -
« ) e 39
Qp) — Q| =~ i g . M /1_,., ( )

Aus (13) und (27) kommt

F.\!li _ﬁﬂwl:’ — Jav (33)
- 2y
Ferner aus (14) und (28)
at (10 ) (34
2 m, ’
und aus (15) und (29)

) g dJ G ( 15"

oa . o 0!
pl == 1 ) Q. R]._ - '))

) ( 2 m + 12 me =

20. In der Praxis kommen hilufig Versicherungs-
werte vor, die sich nach der Besoldung der Aktiven
beim Ableben oder bei der Invalidierung viehten. Die
Besoldung  des Alters @ sei s,, die zu gcw:'ilm-mlv
jihrliche Rente ey vy ., 5, dindere sich stetig mit ..
Alsdann lassen sich fiie die Barwoerte dieser Versiche-
rungen Bezichungenangeben, die ganz denen dieser Arbeit
entsprechen, Sie werden erhalten, indem man einfach
an Stelle von Jiyy den Wert e s, by, an Stelle von
b, den Wert ey s, ey treten Lisst,

21, Schiussbeinerkungen.
Iis liegt nahe, die angestellten  Untersuchungen

weiter zu fithren und inshesondere auch  die aufge-
: oo het Waisen-

schobenen wnd abgekiivzten Renten, wie sie bei Waisen
.o . - .. = . / 1 rv] -

venten iiblich sind, niiher zu untersuchen. Wir ver

zichten hier daraui, da der Umfang dieser Arbeit
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ohnehin schon zu gross geworden ist, behalten uns aber
vor, gelegentlich davauf zuriickzukommen, sofern nicht
inzwischen von anderer Seite das Fehlende erginzt wivd.

Nur zwei Bemerkungen mégen noch angebracht
werden,

@) In der Praxis kommnt es nicht sclten vor, dass
cine Pensionskasse fiir die olgen der Dienstuntiille,
mogen sic den Tod oder die Invaliditiit herbeifiithren,
nicht aufzukommen hat, dass also nur die tibrigen Todes-
und Invalidititsfille zu ihren Lasten fallen. So liegen
die Verhiiltnisse zum DBeispiel bei der Pensionskasse
der schweizerischen Bundesbahnen.

I'Gr diesen Ifall bleiben unserve siimtlichen Ent-
wicklungen sowohl fiir die Witwenrenten, welche zufolge
eines Dienstunfalles auszurichten sind, als auch fir die
Witwenrenten zufolge der andern Ursachen (Unfall
awsser Dienst und Krankheit) giiltig. Nur treten an
Stelle von ¢5¢ und 4, im cinen Fall ¢,** und i, die
Wahrscheinlichkeiten als Aktiver zu sterben und invalid
zu werden zufolge Krankheit oder zufolge Unfalls ausser
Dienst, im andern Fall ¢,* und i,, dic Wahrschein-
lichkeiten, als Aktiver zu sterben und invalid zu werden
zufolge eines Dienstunfalls.

Zur Bestimmung  der Sterbens- und  Invaliditéits-
intensititen fithet in diesem alle die folgende Uber-
legung.

Definitionsgemiiss ist

)
ORI Laa ao
t0

also
t=2

ae wa o "aa aa _
Lecy o + b 4 = ] lomy e Moy pee L.

tn
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Bozeichnet man mit &'y g gk 51 pg, Wo
s B 2
cinen Mittelwert der Funktion 25" g wepe, der die
Figenschaft hat, dass

L
11(1 aa i ,rl(t Jaa 5
4 )_-l+l = ba—1 | ”»wljl) /[lta
0

U[l('l'
(tll

zt(( ,ftt( et ,(l(& o U
+l zlu:—liﬁ M- 1Yy

so dient diese Bezichung zur Krmittlung von e o -

Nun ist mit grosser Annitherung & = 1, somit
- (t(b ,(l(l (Hl ,(L(I
’l““ z,f——l .r—l + l T
e = (36
(L(!.
2 Zl};
und , ,
-, -,
ldm4 ba—1 lJ by ‘
e B an
2 /H(L
,,(Ltl

Stellt man dieselben Beziehungen fir pz ™ und 2

aut und addiert, so kommt

a e
Loy Loy

,(H;‘ ;.‘(f(l ’ ’ a
o st Fn =g =
5] /tl(l.
el o

die iibliche Nitherungsformel fiiv g

h) Die Lntwicklungen der vorausgehenden Ab-
schnitte nehmen nicht ausdreiicklich Riicksicht auf dice
Abhiingigkeit dev Sterbenswahrscheinlichkeit und der
Invalidititswahrscheinlichkeit  der  Aktiven  von  der
Dienstdauer, der Sterbenswahrscheinlichkeit der In-
validen von der Invalidititsdauer. Sie gelten aber auch
tir den Fall, dass diese Abhiingigkeit besteht und dass
mit Selektionstafeln, statt mit Aggregattafeln, gerechnet

wird. s geniigt, die angestellten Betrachtungen hin-
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sichtlich dieser Abhiingigkeit zu durchgehen und die
formalen Anderungen anzubringen, welche diese Ab-
hiingigkeit ausdriicken, um den in Frage stchenden
Nachweis zu erbringen. Wir haben tir unsere Nach-
weisungen absichtlich die Form gewihlt, welche gestattet,
diese Anderungen ohne weiteres anzubringen.

Der bevorstehende  Wiener - Kongress fiir Versi-
cherungswissensehatt  hat auf sein Avbeitsprogramm
unter anderem die Forderung aufgenommen, die Ver-
sicherungsmathematik unter Beriicksichtigung der Ab-
hiingigkeit der [nvaliditit von der Berufsdaucr, der
[nvalidensterblichkeit von der Daucr der  Invaliditit
auszugestalten,

Den indiesem Abschnitt gegebenen Hinweis mochten
wir als Beitrag zum genannten Thema angeschen wissen.

Ziirieh, im Januar 1908.
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