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Zur mathematischen Theorie der Versicherung

verbundener Leben.

Von Dr. J. Riethmann.

J.)io vorliegende Arbeit ist auf eine Anregung von
Dr. Schaertlin entstanden.

1. Sie beschäftigt sich mit der l'ntersuchung der

Zusammenhänge der Versicherungswerte unter der An-
nähme, dass die Sterblichkeit der verbundenen Lehen,
oder, konkreter ausgedrückt, der Männer und Frauen,

vom Zivilstand abhängig sei. Wir wollen, mit andern

Worten, die Tatsache berücksichtigen, (lass die Sterh-

lichkeitsVerhältnisse verehelichter und unverehelichter
Personen verschieden sind. Dass derartige Unterschiede
bestehen — und zwar in ziemlich hohem Masse

beweist eine Schrift „Uber die Sterblichkeit unter den

Rentnern nach den [Wahrungen der (iermania, Lebens-

Vcrsicherungs-Aktien-Uosellsehaft zu Stettin'" *), wo auf
Seite 8 die Sterblichkeit der weiblichen Rentner nach

dem Familienstand (ledig, verheiratet, verwitwet und

geschieden) angegeben ist. Leider sind diese Sterbens-
Wahrscheinlichkeiten für 5jährige Altersgruppen zu-

samniengefasst und fehlen mangels genügend zahl-
reichen Reobachtungsmateriales für die Männer nach

ihrem Familienstand überhaupt, so dass diese Daten
einstweilen noch nicht als numerische Illustration der

') Stettin, Juni 11)07. 1,. L'asrnow.
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nachstehend gefundenen Resultate dienen können. In
einer Arbeit von A. llewat und .1. Chatham „Uber die

Erfahrungen der Witwonkasson dor schottischen Banken"
(J. I. A. XXXI) finden sieh auf Seite 4159 die ausge-
glicheneu „Zentralen Sterbevorhältuisse" lediger und

verheirateter Männer, verheirateter und verwitweter
brauen. Ihn' Umstand, dass das Brohaehtungsmatorial
nicht sehr umfangreich ist und die verwitweten Männer
mit den verheirateten in eine Gruppe zusammengefasst
wurden, veranlasst uns indessen, von einer Benutzung
der Zahlen für numerische Berechnungen abzusehen.

In besonderen ballen wird auch der Yersicherungs-
toehniker die oben erwähnton Unterschiede ') nicht
ausser acht lassen dürfen, namentlich dann nicht, wenn
es sieh, wie z. ß. bei Witwenkassen, Rentenversiche-

rungen etc., um möglichst gute Annäherung an den

wahrscheinlichsten ball handelt.

2. Zweifellos haben die Begriffe „Sterblichkeit des

Mannes in der Ehe" und „Sterblichkeit des Mannes

ausser der Ehe" eine selbständige Bedeutung und

Existenzberechtigung. Ebenso, wie man von der Sterb-
liehkeit gewisser Berufsklassen, der Bewohner eines

Landes, der Angehörigen eines gewissen Dienstes (z. B.

eines babrilcbetriebes) spricht, kann man offenbar auch

sprechen von der Sterblichkeit „Verheirateter" und

„Unverheirateter".
Bezeichnen wir beispielsweise die Sterbenswahr-

scheinlichkeit eines verheirateten Mannes vom Alter 3:

(das Alter der brau soll hierbei ohne Belang sein) mit-

7", so ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein »jähriger,
verheirateter Mann im Laufe des nächsten Jahres stirbt,

') Vcrgl. auch Kamp : Die Finanzlage der Gothaischen Staats-
dicner-Witwen-Societiit am 31. Dezember 1890, pag. 69 und 71.
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ohne dass or aus dorn Zustand des Verhoiratetsoins

ausgetreten ist. Das Niehtaustreten aus diesem Zu-
stände kann z. .15. dadurch bewirkt worden soin, dass

die Frau nicht gestorben ist, oder dass sich der Mann
nach dem Hinschiede der Fran sofort wieder verlud-
ratet hat. Entsprechend dieser Auffassung werden bei
der Berechnung der Werte von 7" aus der Erfahrung
über Verheiratete diejenigen Männer, welche ihre
Frauen verlieren, als ans der Beobachtung Ausschoi-
deutle zu behandeln sein.

Der Begriff „unabhängige Wahrscheinlichkeit"'", der
sich im ersten Augenblick aufzudrängen scheint, kann
im Hinblick auf unsere Begriffsbestimmung „Sterbens-
Wahrscheinlichkeit eines Mannes in der Ehe" umgangen
werden. Es entspricht allerdings unsere Bestimmung
von c/" der Bildungsweise der Karupschen „unabhüngi-
gen Wahrscheinlichkeiten" ; wir glauben aber aus den

oben angegebenen (irunden, die eine Tautologie ont-

haltende Bezeichnungsweise ..unabhängige Sterbens-

Wahrscheinlichkeit Verheirateter" vermeiden zu müssen

und in der Folge einfach von der „Öterbenswahrschein-
lichkeit Verheirateter" sprechen zu können. Spricht
man doch auch nicht von einer „unabhängigen Sterbens-

Wahrscheinlichkeit der Hehrer'"'", sondern einfach von der

„Sterblichkeit der Hehrer", indem man unter letzterem

Begriffe eben die Wahrscheinlichkeit versteht, dass ein

Bohrer im nächsten Jahre stirbt, sofern er während
dieser Zeit im Hehrstande verbleibt.

Analoges, wie das über fo, Besagte, gilt auch von
7"., der Wahrscheinlichkeit, dass ein ajähriger Witwer
im Haufe des nächsten Jahres als Witwer stirbt.

Die der Reaktivierung der Invaliden entsprechende
Wiederverheiratung verwitweter Manner soll vorerst
ausgeschlossen bleiben.
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•'!. .Mit Hülfe von

— Wahrscheinlichkeit, dass ein verheirateter Mann

im näelisten Jahre als verheiratet stirbt,
—: Wahrschoinlichkoit, class eine verheiratete Frau

im nächsten Jaliro als verheiratet stirbt,
g" Wahrschoinlichkoit, class ein Witwer im nächsten

Jahre als Witwer stirbt,
Wahrscheinlichkeit, class eine Witwe im nächsten
Jahre als Witwe stirbt,

und der sich unter Berücksichtigung der Bedeutung
von und c/".' selbsterklärenden Beziehungen

lassen sich nun die Absterbeordnungen für verheiratete
Männer und verheiratete Frauen ferner die

Absterbeordnungen für Witwer (7) und Witwen (7,"^

aufstellen, wobei

4. Beziehen wir unsere Wahrscheinlichkeiten statt
auf ein Jahr auf die unendlich kleine Zeit cte, so

werden wir auf die Intensitätsfunktionen geführt.
Bekannter Definition zufolge ist die Storbeiutcn-

sitiit eines erjährigen Mannes, gleichgültig welches sein

Zivilstand sei,
1

""-ST
Wir definieren nun analog:

(0
(2)

fc+1 (1 '/a?) (1 #;>;)
/g\

iy /i y\ 7##; /ty «K ^

'//-r t
" " ^2/ (* 52/) w'y-f-1 " AV (1 7.y )•

(5)

(6)
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wobei die Sterbein tensitiit eines ajiihrigen, ver-
heirateten .Mannes, p" die Sterbeintensität eines

iähria'en Witwers tiedeutet.
•I O

5. Leitet man uns den Worten 7.,., p,., die sieh

z. 15. auf den Lehrerstand beziehen mögen, den Wert
ab, so erhält man den Barwert der naelisehiissigen

Rente I für einen .«jährigen Lehrer, der seinein Berufe

lebenslang treu bleibt. Hntsprechend ergibt sieh aus
den Werten //", pj,, der Barwert einer naehsehiissi-

geil Leibrente I für einen verheirateten Mann des

Alters a', der lebenslang in der Blie bleibt. Ob in

Wirklichkeit der Lehrer in seinein Berufe verharrt,
ob der Verheiratete Zeit seines Lebens in der Ehe
lebt, ob der Witwer sich wieder verheiratet, ist eine

Angelegenheit für sieh; ihre Berücksichtigung führt in

unserem Balle zu Kragen, deren Beantwortung uns

hernach noch beschäftigen wird.

Ii. Nachdem die statistische Beobachtung zur Kennt-
nis der Grundwerte geführt hat, stellt
sich von selbst die Aufgabe, die folgenden Wahrschein-
lichkeiten zu ermitteln :

/(?, Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Lhepaar

(A,/// das nächste .Jahr überlebt,

«g Wahrscheinlichkeit, dass die Brau im nächsten

Jahre Witwe wird und das Verwitwungsjahr
überlebt,

tfj Wahrscheinlichkeit, dass die Krau im nächsten
Jahre Witwe wird und hernach im Laufe des

Verwitwungsjalires stirbt,

Wahrscheinlichkeit, dass die Krau Witwe wird
und das Verwitwungsjahr überlebt oder hernach
im Laufe desselben stirbt,
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«.'s Wahrscheinlichkeit, class dor Mann im nächsten

Jahre Witwer wird und das Yerwitwungsjahr
überlebt,

(i>„ Wahrscheinlichkeit, class der Mann im nächsten

Jahre Witwer wird und hernach im Laufe dos

Terwitwungsjaliros stirbt,

•<y, — Wahrscheinlichkeit, dass der Mann Witwer wird
und das Yerwitwungsjahr überlebt oder hernach
im Laufe desselben stirbt,

«p» - Wahrscheinlichkeit, class Mann und Frau im
nächsten Jahre sterben, gleichgültig in welcher
Reihenfolge.

ist die Sterblichkeit unabhängig vom Zivilstande,
so sind diese Wahrscheinlichkeiten bekanntlich:

—

—

n;, ~

W5 —

tüß —

- - iL: ' iL ~
- 3® • iL

1

- O 1- '/S

7®a
•2

S® (1 +iL)
2.'/ ' i*®

7a ' 7J

1

"7 --

1

7a (1+ikO

7® ' 7a — 7®a-

(7)

Findet dagegen diese Unabhängigkeit nicht statt, so

bedarf es einer besonderen Untersuchung, was an Stolle
dieser Ausdrücke tritt.

7. Wir definieren daher unter der Voraussetzung,
class die Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten für
Männer und Frauen innerhalb und ausserhalb der Ehe
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verschieden seien, vorerst die folgenden Wahrscheinlich
keiten :

/Vy; Wahrscheinlichkeit, dass ein .«.jähriger, ver-
heirate ter Mann, dessen Frau das Alter // hat,
das nächste Jahr als verheiratet überlebt,

2Vy/ — Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nächsten

Jahre Witwer wird und das Filde des Vor-

witwungsjahres über](dit,

Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nächsten

Jahre Witwer wird und hernach im Fante
des AAirwitwungsjahrcs stirbt,

"Vf/; Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im nächsten
Jahre Witwer wird und das Verwitwungsjahr
entweder überlebt oder hernach im Laufe des-

seihen stirbt.

Die Wahrscheinlichkeit ;Vy/, dass der Mann das

nächste Jahr als verheiratet überlebt, dass also, mit
andern Worten, beide überleben, ergibt sich aus der

folgenden Überlegung :

Die Wahrscheinlichkeit, dass (V) überlebt, ist

sofern seine Frau ("//) unterdessen nicht stirbt. Die

Wahrscheinlichkeit des Überlebens von f//) ist unter
der Voraussetzung, dass der Mann (a;) unterdessen

nicht stirbt. Die Wahrscheinlichkeit für das Überleben

beider Personen wird deswegen gleich ^ • jpJJ sein,
so class man hat

i%, - (»)

Der Wichtigkeit dieser fundamentalen Beziehung wegen
sei auch noch der folgende Beweis angeführt.

Sei /'(a-'-H, /y+ü die Funktion von und y~H,
welche die Zahl der lebenden Ehepaare der Alters-
Verbindung as—(-#, //-f-t bestimmt.
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Von /".(.J verheirateten Männern sterben in dor Zeit

•'

Von /' (Ce-'—J—vorhoirateton Miinnorn sterben in der

Zeit df } /. f /y-
' '•

f-i

Von /' (!«-'+/, ;'/+D verheirateten Erauen sterben in der

,//"
Zeit d< / //+() • yt~'fv !-«

Somit werden von Ehepaaren in der
Zeit «/f aufgelöst :

Y..1/ ,i-/) I'"' '' i
"".vl 'l

l 'tc+Ä K '

Dieser Betrag stellt die totale Abnahme von /'(A-|-£, /y-)-D
in der Zeit (/< dar. Also ist Ii— <://" //"Hy* — — / 2/+^ V ,ü

~l~
7Ü

oder :

'î/~M

*// (A'-|-A, //—f—0
I

^.V j-i
' /v,

und weiter

?y+f — ^o.<7 (fc+< • Vi C

und endlich

/ VW //~M) ~ C • fc+< Vm?

womit die gesuchte Funktion hestimnit ist.

Hieraus folgt:

/ du-j-7,_//+V „
C ?a+/ • CM » »

/'(•'• //y
" ^ '

c •

was mit (8) übereinstimmt.
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8. Um allgemein zu sein, berechnen wir zuerst:

»!/?'#&/> die Wahrscheinlichkeit, dans der Mann im

(w-)-l). Jahre Witwer wird und das Vor-

witwungsjahr überlebt,

« 3*;'»;» dio Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im (w-f-i).
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe
des Yerwitwungsjahres stirbt,

«+/ "'.)•/;//, die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im

(w-j-i). Jahre Witwer wird und das Ver-

witwungsjahr entweder überlebt oder im Laufe
desselben stirbt.

Aus den gefundenen Werten ergeben sieh dann
durch Spezialisierung die in Abschnitt 7 definierten
Wahrscheinlichkeiten.

Bedeutet t einen echten Bruch, so ist die Wahr-
schein]ichkeit, dass ein ayähriger, verheirateter Mann

zur Zeit »-f-n-j-t noch verheiratet lebt, nach (8)
ry

« •

Die Wahrscheinlichkeit, dass die verheiratete Frau

vom Alter zwischen der Zeit «/-f-u-f-' und

/y-fu+f+df stirbt, ist

7" 7"

t// p»H-t

Nehmen wir an, dass die Sterbcfiille der Frauen
sämtlich zu Anfang dos durch die Grenzen
und ?/—)—«—(—bestimmten Zeitabschnittes stattfinden,
so stellt der Bruch

y 10

die Wahrscheinlichkeit dar, dass der Mann, der zur
Zeit Witwer geworden ist, den Zeitabschnitt

7
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y-j-M-H bis Witwer überlebt. Die
AYahrscheinlichkeit endlich, dass der o;—}—w—

jährige Witwer den Schluss des Jahres überlebt, ist
1«!

7t0
&»+»+*+

Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit des Ein-
treffens aller dieser Ereignisse ist daher gleich dein
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen, von-
einander unabhängigen Ereignisse, also gleich

7V 7V /y 7V 7?«

ry 7y ry r/y
ta; ' ty

7®

(9)7?y

oder gleich W»+«+«

7V 7V 7 y 7«y
^2/hw-J-^ fy-htt-H-j-dl *a?-f-n+/

7 V 7 y 7ty
^a; t'y t'aj+n-l-i

Nimmt man dagegen an, dass die Sterbefälle der
Frauen alle am Schluss des Zeitabschnittes
bis 2/—(—w-f-stattfinden, so ist in (9) an Stelle dos

7«y 7 y

Faktors «+"+<+<« der Faktor zu setzen, in-
7*y 7 y

ta;-|-w-bé

dem dieser die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, dass der
Mann den fraglichen Zeitabschnitt als verheiratet überlebt.

Man erhält dann für die gesuchte Wahrscheinlichkeit
7y 7V 7V 7y /y

^y-|-îJ-|-£ wy-f-w-|-£-frf£

/ y /y
'

7V
' ~^y

' '2/ h/M+<
iio

oder fe+«Ft+«

7 y 7V 7 y 7<o

(9a)

7'y 7V 7'«y
t'y t-a;
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Die gleichen Überlegungen gelten fïir jedes Zeir-
teilchen dt. Somit wird unter Berücksichtigung der

ersten Annahme :

— fP /" /*>
•y?y 7 / |

« I ' ~
0

'*

" • ' (Oll)
7"'

und unter Berücksichtigung der zweiten Aunalune

<=r/

„»«« 7" _ / '•»+« I-/ h/+»+t *//+»+«-H«
w-f-/ JPcc/2/7 —

Nun ist aber

(//p C' y

P

»y ;y

(9c)

/(7U M-«+<+<« *«+>!+<
7Î'J 7W

"aH-n-M+eM

so dass ,/j mit Ji zusammenfällt.

Unter der Voraussetzung, dass die Kurve der

Lebenden (7j^ zwischen und //—)—//—)— / eine Gerade

sei, kann gesetzt werden

<7/+»+* ^i/+H f<+f« ('«+« ~~ " V+H (-')•

Daher ist

«+/
7y -»y 7ü 7iü
fy+w *»+»+1 ^

7 « ry r/y
<=o

2=/
ji» /.,»

/ I '*+«+/ / ke+n+t ,//(»ih/ — «+/W —«- / VäT" '
^a; •' ^a?-!- w-|-<

<=y
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odor, da entsprechend,

^+*+« ~ 4f« 4" ' (4-- h"+' — 4 b"4
— /"'

,«w /- „» ,„«1 *«+»+/
« : / /'.• // « /'./ » Niv y

WC

f=/
/* ^ t" 4~ ^ rCf«+/—4c+«d ^

j_o
^+" 4" t Cœ+«+l — C+nJ

w 'y \ „ ?y y
-— («ify «--M jPK/ ' * « i?«

/ v ^ it? y s

• + <W
I2M-» — 1 '/''« 1/ I

Die Bestimmung von „ i/JJ-j/ erfolgt analog der-

jonigen von „+/J?»/«/-

Die Wahrscheinlichkeit, dass der arjährige, vor-
heiratete Mann in der Zeit y-f-w-j-t bis «/—|—/«—(—<—(-rii

Witwer werde, diesen Zeitabschnitt überlebe und in

der Zeit a;-|-M-)-t-|-d< bis a;-f-M-{-l sterbe, ist unter

Zugrundelegung der ersten Annahme

7'y ry ry 7?ü

ry y y 7iy
wc ' y wc-|-«-|-Z

7iy 7?y

wc+n-H

<œ-|-«+«-|-(ÎÉ
odor auch

7 y y-y yte 7?y 7<y

wy-Hw-j-Z-j-dtt 6aH-n+<-M< wc-j-w-f-1.
7Î? 7« 7 it?
^a; "7/

während sich, falls man die zweite Annahme in Be-
tracht zieht, diese Wahrscheinlichkeit zu

7V 7 y ;y /y
wc4-TI-|-Z ^?/+w-|-£-}-t7£ t';c-|-7t-}-Z-|-tZZ

;y ;y
'

;y
^£C t-7/ WC-f"~M

7ty 7 iy
-|- Z-(-tZZ ^ac + ît-f-1

ergibt. 'œ+M+t+rft
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Dil aber, wie eben,
?» yy

M£ 'x-j-y-K
/"' 7'•x-f M-f-i-f-rZ/ '»•!-77-|-£

so fallen die beiden Werte der gesuchten Wahrschein-
lichkeit zusammen.

Man hat daher

f=l
1 « t i+ai L-h« H~viy

y /"
(=o •"

7 il' 7/ü
'x-f-n H |-i/£ 'x* |-«4-i

7/ü
«.II | H | l

oder, falls man von unendlich kleinen Urossen zweiter
Ordnung absieht,

WW / /,/|«- —iy|-,|-|-l j f»+ l 1 ,//nlx/i/7 / - —- ' — ' I I "f
•' t» ' ''»+«+*'

o

<=L

(ni?» n-l-ll'j/) — ^ 1 1

<=0

r« #î « o ' /" ^^(c /j; |-« -f- / (V® |-,1 + 1 " |-h)
£—o

/- y y\ fc-f-tt ~"f~ fc'-f-M I 1 y<"~

— « /'.« "" « 1-1 ~ " i ibfi//

" K I 1 7*il) (wiffi -)- H I 1 yb'y) M-i-lJPas////- (10)

Die Yerwitwungswalirscheinlichkoit ist
offenbar gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten
(Od) und (10).
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Hieraus folgt:

«-(-I g
>»+lPî/) (»JP® "4" M+1.P®.)" (11)

Bemerkenswert ist, class in dieser Wahrscheinlichkeit
der Index w nicht vorkommt.

Setzt man nun in den Gleichungen (9d), (10) und
(11) « o, so ergehen sicli die in Abschnitt 7 auf-
geführten Wahrscheinlichkeiten. Es wird

I 1 «XL V \
n -K) p- p:l (i2)

— i (p®—l)® I

Ö®M —• -• a —Eft) fl + P®) /'.' ' (13)

" ' (1 — /';/) 1 4" (11)
M

Bedenken wir ferner, class
i? I -y «

P® + «® I

und auch
70 1 70 ^

2>cc "T ^ ~

so gehen, falls angenähert

leg W 2 •

' - (15)
*• + P®

substituiert wird, die Gleichungen (12), (13) und (14)
über in

070 0 70 ^ (/as 0 70
1 "4~ P#

*** ~ ^ ^ '
2 ^ * ' r+K

70

2'".. »
• ^ ,v (12«)

1 + P*
1

» » 2 ffx _
1 » «;

1 + P®

2 ^ '

2 2
' ^ '

1+K
70

1 + P®

Sj/O 4"P®)- (14«)
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Begnügen wir uns dagegen an Stelle der Annähe-

rung (lä) mit dem etwas roheren Werte

'"// /V (16)
so finden wir

ä - v.:; (12,5)

'C/ ®sr?"- 2^ ('•(-')

«^/!// Ô 'i i /v '• in-)

Aus den Gleichungen (12«), (1.3«), .(14«) bezw.

(12/9), (139), (14/9) ergeben sieh durch einfache Ver-
tauschung dor Indices und y die folgenden Wahr-
scheinüchkeiten :

/$£,/ Wahrscheinlichkeit, dass eine //jährige Frau,
deren Mann das Alter a; hat, im nächsten Jahre
Witwe wird und das Verwitwungsjahr überlebt,

- Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nächsten

Jahre Witwe wird und hernach im Laufe des

Vorwitwungsjahres stirbt,

—• Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nächsten
Jahre Witwe wird, und das Verwitwungsjahr
überlebt oder hernach im Laufe desselben

stirbt.

Es ist
^ I y

^Viy V Ml A —r- î?» 39fi rr\
-Py/*/ — 2» 1>y • — 2 - (17)

1 +Uv 1+2'i/
^

«® n'"
^ 9'/ /|ß\9//W — — 'f.« •

---T-—S5 %/*/ (18)
^ 1 +Ä 1+23/

Wj//V T~ 9® fl + 23+ (16)
4



oder, entsprechend den Gleichungen (12/9) bis (14/9) :

«10 v 10

Ih/Pf ~ '2® ' -Py (17/9)

(19,9)

(18/9)

Die Wahrscheinlichkeit dass beide Personen
im nächsten Jahre sterben, ergibt sich als Summe von
(13a) und (18). Der resultierende Ausdruck ist nicht
einfach und soll deswegen nicht angeschrieben worden.

Begnügt man sich an Stelle von (13«) und (18)
mit (13/9) und (18,9), so kommt:

Lassen wir auf den rechten Seiten der Gleichungen
(8), (12«) bis (14«), (12,9) bis (14/9), (17) bis (19), 17/9)

bis (19/9) und (20) die Indices v und m fallen, so

gehen die betreffenden Wahrscheinlichkeiten in die

unter (7) angegebenen Werte über, wie dies auch

der hall sein muss. Als Kontrolle kann die folgende
Gleichung dienen:

«10 I «10 I «10 I «10 I «« ï /O 1 \iVj/7 + 9»/j/7 + 2V»7 + +1V//1 — 7 (21)

« « 10 « « I « io /on\
^aTy

^ 9» — 9« 9» + 9» 9»- (20)

oder, weil
«10 I '010

2Wy/ ~r QVy/ ' ^s/y/ (22)
und

«10 I /y«10^ ~ 'D/iX (23)
auch

«Vfy; — ' (24)

9. Wie die Invalidierung des Aktiven begrifflich
als ein Ereignis aufgefasst werden kann, das niodifi-
zierend auf dessen Vitalität einwirkt, kann auch der
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Tod des einen Ehegatten als ein Ereignis angesehen

werden, das auf die Lebensdauer des andern einen

Einfluss ausübt. Uni die Parallele für den Ehemann

durchzuführen, hat man dann als einander entsprechend
anzusehen :

Sterben als Aktiver: Sterben als Verheirateter iim Ehe-
stand).

Invalidwerden : Sterben der Ehefrau bei Lebzeiten
des Mannes (Verwitwung).

Diese Auffassung und Zuordnung kann nun dazu

verwendet werden, um die Ergebnisse clor Arbeit von
Dr. G. Schaertlin „Zur mathematischen Theorie der

[uvaliditiitsversicherung" (Born, 1907; Stäinpfii) auch
für unsern Fall fruchtbar zu machen.

10. Zu diesem Zwecke denken wir uns eine Gruppe
von verheirateten Frauen, deren Männer alle das

Alter a; haben mögen. Die von diesen Ehefrauen

überlebenden Frauen zerfallen späterhin in zwei

Gruppen, nämlich in verheiratete Frauen und in

Witwen ij.
Da zu Beginn unserer Beobachtung alle Frauen

verheiratet sind, ist offenbar zu dieser Zeit

und
o.

Nun berechnen wir eine Schiirtlinsche Ausscheide-
tafel für Ehefrauen mit Hülfe der Wahrscheinlichkeiten
(8) und (17) und der allgemeinen Relationen:

7^ 7ÜV üü
'»+».'*+»/ — hH-n-1 I; (»4-M-I/ (25)

ryy v«?
O/l-n—I )ic (-« l i Tj/+»

I 7«Ny ?y

"T ''J/+H--1 2D+« -!•

7WW rvy
Vf" '— 0/-I-B—X fax-fx» -1/7?2/+,i_x{a;+)i—1/ (26)
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Hieraus leitet sich, da für jede Altersgruppe f//be/,

/y —)— 1 /ir—(— 1 /, die Beziehung besteht

(27)

die Reihe der (Gesamtheit der überlebenden Frauen) ab.

Bio Reihe der <Ç'" ist nicht identisch mit der Reihe

der der gewöhnlichen Abstorbcordnung der Witwen.
Für praktische Zwecke iniissten eine Reihe solcher

Ausscheidetafeln gebildet werden, z. B. mit der Diffo-
renz y—.r 0, ±5, ±10, Die Reihen für die

dazwischenliegenden Differenzen wären durch Inter-
polation zu finden.

11. Um die Analogie mit den Beziehungen der

Invaliditätsvorsicherung deutlich hervortreten zu lassen,
führen wir die folgenden Bezeichnungen ein.

Es bedeute :

die Wahrscheinlichkeit, dass eine mit einem Manne
dos Alters ,-r verheiratete, //jährige Frau das nächste

Jahr als verheiratet überlebt.
Dann ist, wie aus Gleichung (25) ohne weiteres

ersichtlich
— JÜU

Ä/ Wj"-HJ p» (28)
ryy
fj/f®!

_
Die Wahrscheinlichkeit dass eine //jährige, ver-

heiratete Frau im nächsten Jahre als verheiratet stirbt,
ergibt sich aus der sich selbst erklärenden Beziehung

yy r yy i y<y i y/y 1

2U>'.' + (Zy(af) + + fD/œJ 1 (29)

und mit Zuhülfenahme der Gleichungen (28) und (22) zu
y y -j .„y ..y /o/'w

Îî/.'® ' 1 l'a: 2D (^)
oder zu

Sj/W

was der Definition von entspricht.
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Aus (30), sowie nuch aus (24) kommt :

«tf + w.'/W 1 ' P.V- (32)

Wir definieren ferner noch :

py'ar,', die Wahrscheinlichkeit, dass oino v/jährige, vor-
heiratete Frau das nächste Jahr als verheiratet
oder verwitwet überlebt, und

7^;®., die Wahrscheinlichkeit, dass eine //jährige, ver-
heiratete Frau im nächsten Jahre als verheiratet
oder verwitwet stirbt.

Es ist _y yy i y«y /QQ\
/'»/».' ~ if»!*' "I" #»'»; ("*')

y „vy t y*y /o i\— 7»;*; ~l~ '/;/;»;• (3J)

Daraus ergibt sich mit Benützung von (29)

' h (35)

(ileichung (35) ist nicht zu verwechseln mit Glei-

cluing (1).

Mit Hülfe von (8), (17), (31), A4«), (18) lassen

sieh und 7^1 direkt durch die Grundwerte r/*,

'/»> ausdrücken. Man findet
y y- <y y \

,/• | ''-A (30)
I + »

+
«" âk-Ml. (;«)

I + Rv

Die IS limine der beiden Wahrscheinlichkeiten in

(36) und (37) ist orsichtlicherwcise gleich der Einheit.

12. Die in (17), (18), (8), (30), (33) und (34) an-
geführten Fundamental werte bilden unseren Voraus-
Setzungen und der ganzen 1Terleitungsweise nach das

direkte Analogen zu den bezüglichen Fundamental-

grossen der Invaliditätsversicherung; und zwar stehen,
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falls dus dor Lnvalidierung dos Mamies entsprechende
Ereignis die Yervvitwung dos Mannes ist, einander

gegenüber

pr und ^
a«

#x 7)
yy

2®fy;

«i 1>W

7) JPxfy/

az y«?
2® 73 2<//J

a ü
p® Y F®l»/

« y
(Zx u

ix V) ^-nr,'/y '

2® 7)

y;
(/x •

Dass die obigen Analogien in der Tat bestehen,
soll im folgenden gezeigt werden.

Entwickelt man
*=l

und
/aa Ii
^x-|-£ ''x-|-£ ß*

4-H

4 i-t

4-e < — 4 i-i

^x-|-£

unter der Voraussetzung, dass

7(2H

&x+£ ''x-|-£
7««

''x-|~£ — ^X ' *x

sei, so findet man mit Hülfe der Substitution
1 «
1 — i>®

und

log p*

* »

*x

2 •

1+K
^X

r+i4
ix {/x

1 + pi,

(38)
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Formeln, die schon von Zeuner ') aufgestellt und von

Küttnor*) neu begründet wurden. (Zeuner hat aller-

dings an Stelle der p* und vi- die allgemeinen Werte

und Çx gesetzt.)
Substituiert man in den obigen Formeln für t.„,

/Ar, 2» die entsprechenden Werte ,p, pl", so geben
sin in die bereits in den Gleichungen (12«) und (13«)

gefundenen Werte für p.p und <r/^, über.

13. In der Lnvaliditiitsversicborung gelten, wenn

Vx" und 'i.c die Karupsehen „unabhängigen" Wahr-
scbeinlicbkeiten bedeuten, bekanntlich folgende Ivela-

tionen :

den Fundamentalgrössen </" und r/» in derselben Weise

zusammen, wie in der Invaliditätsversicherung die Werte

') Zeuner, Abhandlungen aus der matliem. Statistik, Leipzig
18<>t), pag. 130.

-) Kiittner, Zeitschrift für Mathematik und Physik, XXV,
Leipzig 1880, pag. 17.

Siehe hierzu aueli: Dr. J. Kggenberger, Die Fundamental-
grossen in der Invalidenversicherung, Assek.-Jahrbuch XXVII,
Wien 1000.

fX' \ * J.-c / V * " "y

Nach 114«i, (19) und (8) ist

angenähert i

,40,



110 —

gx") JA" mit don Grundwerten .'ix und 'g"". Dabei

entsprochen sich
'^a; und [2//

T)
„yygxfl//

V)

yy
i'xjl//

V) gS

'«r gx

gx 7) gx

(41)

Derselbe Parallclismus bestellt auch in den übrigen
Beziehungen.

Es ist nach Gleichung (38)
• i

oder, unter Anwendung der Karupschen Substitutionen

*»•,
(j,«i gx ^ gx (42)

2 — 'gT
1 + l£

Indem wir auf der rechten Seite von (42) an Stelle der

À-, '(7»° und gj, nach (41) die korrespondierenden Werte
einführen, erhalten wir

gj •_«£ 2—j£
2 'l+ltf'

i>£ + «£= l,

gy • gl? l+l£
2 1+K

Dieser Ausdruck ist aber nach 113«) nichts anderes als
VW

oder, da

auch

i,1.. ftI ur ^ 2 •

^a; Pa?

1 i > [Gleichung (38)]

findet man auf analoge Weise
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o / art
ai „/ 2—

uiul durch Einsetzen der entsprechenden Werte

v.;
I + px

was nach « 12e) mit übereinstimmt.
Der Vollständigkeit halber möge die Parallele auch

noch auf die beiden Werte </". und ausgedehnt werden.

Es ist
a aa i ai

/,- "H 7.-

i+p»
g"" i (4-1

i +
und

a a
/'x ^ I —

/ • /- i / aa \
/ a« M Tb'" 7x / ("4 öl1 — v., — • >'•

1 + /'.>•

Mit Hülfe von (41) gehen (44) und (4b) über in:
y iü y \

g» gj'^ (46)
1 4" 7h:

und

1 W _
g'' 'g'" .g'-'. (47)

Diese Werte stehen aber in Übereinstimmung mit
den in (67) und (36) gefundenen Resultaten, wenn
man dort ,t und y miteinander vertauscht. Es eut-
sprechen sich also g" und gg. ,,; einerseits und p" und

Pxf;/ anderseits.

Eine Zusammenstellung sämtlicher Formeln wird
dazu dienen, die Zusammenhangsverhältnisso noch deut-
licher hervortreten zu lassen.



ZeiiniT - Kiittner - Zimmermann

Fundamentalgrössen :

aa i
2 a: {/a,* {/ce*

Karup
Fundamentalgrossen :

/ / aa 2

^7 7» 7 {/£•

Unsere Werte
Fundamentalgrössen :

y y zo

2?/> 2xj 2x-

aa
Pce "

(/a;

— 9

«a
"2x —ta

^CC

7+Ï7
2

^a? {/.r

1 + 27

^ {/a?

aa I

2x +

1 +i7
^cc (/#

ï+PL

' X-, I / ÖÖ1
l 1 + 2W

77 I 1+ f)
a a

Pa

jpcc

a -
1 I / a<

1 1 + P*

i>a

{/a:

a -

^•cc _/^ce •

1 + 27

'a- 2a 1 + 2?a

2
'

1 • :• /v
^a; (#ce

/ aa \
2a2

1
/ „ aa
(/a

/ aa I

2x +

/ aa \
(/a; y

1 + j7
7 (7-'2^7

1 + 2>x

7;'a 'f- a +^x2

OO
2x_.v

jPZ7/ -

020
2Vi/

020
2a.'.y/ -

Px/i// '

2a/?//

— Wx/Tc 7

Pî/i'X:

28/

9

fi - 27 n -2.7
2.;. 2^'. 1+4

1 + 2'a

2;/_:J2
9

{/ce

{/ce

I + +
1 + P»

2.v 7x - 27
1 + 2>x

: ^ 7.:- - 27
'

1+27
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Durch diese Ergebnisse erhalten die von Kamp
eingeführten „unabhängigen''' 'Wahrscheinlichkeiten eine

neue Stütze. Der Streit um ihre theoretische Berech-

tigung wird zu ihren Gunsten entschieden. Ob man,
wo die Verhältnisse die Wahl freilassen, zum Zouner-
Zimmermannschen oder zum Karupschen Formelsystem

greifen will, ist eine Frage, die nach den Besonder-
hoiton des konkreten Falles zu entscheiden ist. Dabei

wird auch dem praktischen Ermessen ein Einttuss auf
die Entscheidung einzuräumen sein. Bei der I.nvaliditäts-

Versicherung möchten wir schon der einfacheren Be-

Ziehungen wogen dem Zounor-Ziminermannschen For-
melsystem den Vorzug geben.

14. Sämtliche Beziehungen (10) bis (19), die
Dr. Schaertlin in seiner genannten Arbeit entwickelt
hat, lassen sich direkt aufunsern Fall übertragen, indem

die Verwitwung einer Frau als ein Ereignis aufgefasst

wird, das der Invalidierung eines Aktiven entspricht.
So gelten beispielsweise die folgenden Relationen :

_
'///;.(•' — (fj/ 'Gée; H ~~ ('/// 3»/ ' ^8'

7'*«
h/M

v?/; /- w \ / < ri vte </» — %»/ •• '/;J 1.4!»/
y/y ?y ?;y w/ /• ?y \ kte IG — te — ÜG - ~ Ji ' 50)

/'"
Z/i'®,'

sowie auch die Beziehungen, die entstehen, wenn die
diskontierten Zahlen der Lebenden eingeführt werden.

15. In Analogie zu ,u", der Aussoheideintonsität
aus dem aktiven Zustande, definieren wir ferner:

(5i)

8
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die Ausscheideintensität einer vorheirateten Frau vont
Alter y aus dem verheirateten Zustande, gleichgültig,
ob das Ausscheiden durch Tod oder durch Verwitwung
hervorgerufen wird.

Die Venvitwungsintensität einer «/jährigen, ver-
heirateten Frau ist offenbar gleich der Sterbointensität
des ajährigen, verheirateten Mannes, da in dem Augen-
blicke, in welchem der verheiratete Mann stirbt, die Frau
Witwe wird. Fbenso ist auch die Venvitwungsintensität
eines ajährigen Mannes gleich der Sterbeintensität der
v/jährigen Frau.

Nach (24) und (28) ist

il'ffX + "V/j/ + 1-

Diese Relation gilt auch für die unendlich kleine Zeit
rZv/ ; daher wird sein :

(T # + A'» # 1 (52)
Somit

y y « v /en',
i"J/:«7 — h?/ "T" h-e •

1 "'d i

Die Beziehung i53) rechtfertigt es, /(J ». als Auflösungs-
intonsität dos Ehepaares (a, v/J zu bezeichnen. Sic gibt
un s den Satz : Die Auflösungsintensität eines Ehepaares
ist gleich der Summe der Sterbeintensitäten der beiden

Ehegatten.

Durch Vertauschung der Indices geht (53) über in
V V I ^ / K -1 \

i^ai/y/ — (^>4)

woraus
y y p-

|U a;/";t// — ,0 • (5 t),)

Es entsprechen den Werten der Invaliditätsversicherung
Î « «ff

/'a; >

unsere Werte
w) y y y

,"y > Z'BX') M®

1>û7w ty y y y
ft,
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16. Aus don vorstehenden Entwicklungen und deren

Zusammenhang mit der [nvaliditiitsversicherung geht
hervor, dass sämtliche Beziehungen, die Dr. Sehärtlin
in bezug auf die Invuliditätsrenteii und die Kapital-
Versicherung auf den Todes- und Invaliditätsfall (so-
weit sie sich auf ein lieben beziehen) aufgestellt hat,
auch für misent Fall Gültigkeit haben, wenn man nur
dafür sorgt, dass die in jenen Formeln auftretenden
Grössen durch die ihnen entsprechenden ersetzt werden.
Es hat also die Arbeit von Dr. Scliiirtlin auch auf
diesem Gebiete grundlegende Bedeutung.

17. Zum Schlüsse seien noch die wichtigsten
Rontonbarwerte für Witwenrenten angegeben.

o) Ganzjährige Heilten.

der Barwert der nachschüssigen Leibrente für eine

Frau der Gesamtheit,

aj" der Barwort der nachschüssigen Leibrente für
eine Witwe,
der Barwert der nachschüssigen Leibrente für
eine verheiratete Frau, zahlbar so lange sie ver-
heiratet ist,

o"/'.,. der Barwert der nachschüssigen Leibrente für
eine verheiratete Frau, zahlbar, falls die Frau

Witwe wird, erstmals beginnend zu Anfang des

dem Vorwitwungsjahre folgenden Jahres,

Bedeutet

so ist

/ij Unterjährige Renten.

»»* — 1
«

12
viü

(57)
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'9 Kontinuierliche Renten.

w-w t»i> I

1
y /-o\y/®./ H J2 (')o)

(i) Kapitalversicherung auf den Todes- und Vor-

witwungsfall.
Ks sei

Ay der Barwert, der Kapitalversicherung' 1 für eine
Krau der Gesamtheit,

Ay der Barwort der Kapitalversicherung 1 für eine

Witwe,

Ay/cB' der Barwert der Leistung 1, wenn die Krau
als verheiratet stirbt,

Aya,; der Barwert der Leistung 1. lur eine verlud-
ratete Frau, zahlbar, wenn diese, nachdem sie

Witwe geworden, stirbt.

Dann ist

A^y Ay _ A.;",/ _ iL (Ay _ Ay; (59)

und

1'« & i iw /cn\A»(®/ Ay a. (CO)
o

wo
d' log. mit. (1-j-i;.

e) Vollständige Renten.

Stellt //)"(' den Barwert der vollständigen, in Raten

von -- zahlbaren Witwenrente einer verheirateten
m

Krau (//) dar, wobei als erste .Rente eine Rate im

Verhältnis der Zeit von der Verwitwung bis zum
Schlüsse des Verwitwungsabschnittes gewährt wird,
so ist p»;

ji
'

cei)
\ 2/k/
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Bezeichnet man mit den Barwert einer in

liaton zahlbaren, vollständigen Witwenrente, wobei die
1

erste Rente — eines Jahres nach der Verwitwung

bezahlt werden soll, so ist

fmj

//; B ;
<<;•>)

\ 2;»' Idar

Dabei bedeutet (A^) die einseitige Fberlebens-

Kapitalversicherung, zahlbar an die Frau (?/) beim Tode

des Mannes (ajl, und fÄjJpJ,;) die einseitige Überlebens-

Kapitalversicherung, bei welcher das versicherte Iva-

pital statt am Schlüsse des Jahres zur Zeit des Todes

des Mannes bezahlt wird.

his ist

(A!J':'FJ 2 F't' «Vl-OI-ii (611)

und

/• A fiv \ / /"A VW \üV'/ ^ -V''-'' h (1)4)
J

oder, nach dem Text Book |pag. 2114, Formel Ar. 21)],

aucli
1

2

Als gute Annäherung für kann auch

t»>;

/TittO II rr-VÜ |
"*• /—FF —FF \ /nr\i-A-t/fa;,'/ — ^a? ^//,a? "T* 7» ^Z/î®—l,' ("**)

d

2 in
verwendet werden.

ovw / « \ —p«, /ppi1 — -—) u.v (66)
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18. Wir kommen nun noch auf die Schlussbomer-

kling dos Abschnittes 5 zurück, wonach die Wieder-
Verheiratung des überlebenden Ehegatten vorerst aus-
geschlossen war.

Wir berechneten die (unabhängige) Sterbenswahr-
scheinlichkeit eines »jährigen Witwers zu

'/.«

^ - T
wobei Lx die Zahl der Witwer des Alters », 2^ die
Anzahl der Todesfälle während der Zeit » bis » -f-1,
und Wa, die Zahl der während des Jahres durch Wieder-
Verheiratung aus der Beobachtung ausscheidenden

Witwer bedeutet.

Bezeichnet man die (unabhängige) Ileiratswahr-
)inl

so ist
scheinlichkeit eines Witwers vom Alter er mit

17'' a

7'
7" ^

Die Wahrscheinlichkeit, weder durch Tod noch
durch Heirat auszuscheiden, also die Wahrscheinlich-
keit, als BWmer zu îi&erïe&e», ergibt sich zu

pi" ri-fz»; («7>

und die Ausscheidewahrscheinlichkoit eines »jährigen
Witwers, erfolge das Ausscheiden durch Tod oder

durch Heirat, wird
10 Ï 10

q,.; 1 — p» •

Will man bei unseren früheren Betrachtungen die

Möglichkeit der Wicdervcrhoiratung zulassen, so hat

man einfach an Stelle der und Zy-Tafeln Aus-
scheidetafeln für Witwer und Witwen zu setzen, bei
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welchen die sich wiederverheiratenden Personen wie
Gestorbene behandelt werden. Wir wollen diese Aus-
scheidetafeln mit l,!f und 1 bezeichnen.

Es ist beispielsweise

r„v< ç -, ri
oder nach (07)

|J0 liü Î0 /ßO\
.'/ I " —- I H_1 p,y — 1, W")

und der Barwert der naehscluissigen Rente, zahlbar

an eine Witwe des Alters // und aufhörend mit dem

Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe,

< -
'

r «*+'+' Ch+i- (70)i/ // |«j £=o ' ^

« I.,,

Ersetzen wir in unsern Entwicklungen (!)«) bis

(18(7) überall durch 1", p.','.', q, beziehungs-
j«; îo tü 1 1 itü tu i il. I*weise «y, //,,, durch I,,, p,,, q,,, so erhalten wir die

Wahrscheinlichkeit«- und Versicherungswerte, die das

Heiraten des überlebenden Witwers (Witwe) wie das

Ableben in Rechnung bringen.
So ist z. R. die Wahrscheinlichkeit, dass ein mit

einer //jährigen Erau verheirateter Mann (G) im niieh-
sten Jahr Witwer wird und das Ende des Verwitwungs-
Jahres als 117/mer überlebt nach (12«)

-e
' + (71)
1 + p.u

und die Wahrscheinlichkeit, dass ein xjähriger ver-
heirateter Mann, dessen Erau das Alter // hat, im
nächsten Jahre Witwer wird und hernach im Laufe
des Vorwitwungsjahrcs entweder stirbt oder wieder
heiratet, nach (13 a)

• (72)
2 t + pi-
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Die Summe dor beiden Wahrscheinlichkeiten (71)
und (72) ergibt wogen (68) nach (14«) wieder ie,

Die Yerwitwungswahrscheinlichkcit ist also

unabhängig von der Wiedorverheiratungs- und von der
Sterbenswahrscheinlichkeit der Witwer.

Die Wahrscheinlichkeit liisst sich in zwei

Komponenten zerlegen, deren Bestimmung hier noch

folgen mag.
Bezeichnet man mit q^j die Wahrscheinlichkeit,

dass ein Mann des Alters », der mit einer v/jährigen
Krau verheiratet ist, im nächsten Jahre Witwer wird
und hernach im Laufe des Yerwitwungsjahros als

Ub7"'c' so wird

Da ferner den obigen Annahmen entsprechend

£ — o 7/ — o

Unter der Annahme, dass

7 y y it; y
'//+« ,'D l-< — '.V ï|/

und

geht q£[j,i über in
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*--= 1

.I' '"
7. I

' ' I CÄ, (73)
\ 2 / / fl - /W

£ — 0

wobei zur Abkürzung

/; - Ci
/:

I i -p'

74)

gesetzt worden ist.

Der Wort des Integrals auf der renkten Seite von

(73) ergibt sieli mit Hülfe der Substitution

log (i - ,/;
2 ,7

2 — ..V

nach gehöriger Reduktion zu • -, oder mit" 2 2 — jtf

| j | ^
V

(Berücksichtigung von (74) zu" 2 l + IL
Somit ist

n""'"' ' oW'/l 1+lC r" — \

2 \ 2 / 1 + p
Bedeutet p.' " die Wahrselieinliehkeit, dass ein

«jähriger Mann, dessen Frau das Alter // hat, im

nächsten Jahre Witwer wird und sich hernach im

Laufe des Verwitwungsjahres wieder verheiratet, so ist
< i

iC" /'''. CCM-, de,

<=0 1=0

wo die Heiratsintensität des «-(-/-(-/jährigen
Witwers darstellt.
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Setzt man

ilü .10 ilü 7-710 /•< n'.j,b-hl-Kr tyf-M+T — '» — —
so wird analog wie vorher

-Z=l —i

aï //Jf 1. (i _ /"'*•' rf* /'de

und weiter
£ 0

p;v' ~
'

aï //;• M -. '+*» • (76)
2 v 2 / i + p.:;

Die Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten (75)
und (76) ergibt wieder (72), d. Ii. es ist

010 IHO .'10 I OIO/Ü /r- rrx
q«fni q«f»/ +P*M ('7)

Durch Yertauschen der Indices erhalten wir die

betreffenden Wahrscheinlichkeiten für Frauen. Dabei

ist dann allerdings vorausgesetzt, die Wahrscheinlich-

keit, zu heiraten, sei bei der Witwe nur eine Funktion
des Alters und nicht auch der Vcrwitwungsdauer, was
für das erste Jahr des Witwenstandes zwar nicht zu-
trifft. Die kleine Inkongruenz darf aber ohne Bedenken
in den Kauf genommen werden.

19. Entsprechend den Entwicklungen des Ab-
Schnittes 10 können wir nun mit Hülfe einer Aus-
scheidetafel 1" und der zugehörigen q und pj° aus

einer Gruppe von verheirateten Frauen die Reihen

der überlebenden Ehepaare und der Witwen 1'"
herleiten, wobei wieder die Reihe der Gesamtheit der
Überlebenden durch die Relation

I 700 iioio
"T"

bestimmt wird.



Kür die Versicherungswerte, welche sicli aus diesen

drei Reihen herleiten, gelten die gleichen Beziehungen
wie die in der zitierten Abhandlung von Dr. G. Helmert-
lin für Aktive und Invalide abgeleiteten.

Handelt es sich beispielsweise um die Ermittlung
des Barwertes der Witwenrente, zahlbar an (y) nach

dem Ableben von (Aj, wobei die Rentenzahlung mit
dem Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe
aufhören soll, so ergibt sieh dieser Barwert zu

i=oo

«C- - A IV-',.' n + (78)" C;
oder, in anderer Schreibweise, zu

a a — « — - fa, a.,/ y. I''»J
7ÜÜ

//,

Der Barwert der kontinuierlichen Witwenrente ist

»r*=«r« +' (80)
1 «j

AürAA,, im September 1907.
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