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Zur mathematischen Theorie der Versicherung
verbundener Leben.

Von Dr. J. Riethmann.

Die vorlicgende Avbeit ist aut eine Anregung von
Dr. Schaertlin entstanden,

. Sie beschiiftigt sich mit der Untersuchung der
Zusammenhiinge der Versicherungswerte unter der An-
nahme, dass dic Sterblichkeit der verbundenen Leben,
oder, konkreter ausgedreiickt, der Minner und Frauen,
vom Zivilstand abhiingig sei.  Wir wollen, mit andern
Worten, die Tatsache berviicksichtigen, dass die Sterh-
lichkeitsverhiilltnisse verchelichter und unverchelichter
Personen versehieden sind. Dass dervartige Untersehiede
bestchen — und zwar in ziemlich hohem Masse
beweist ecine Schrift .n.['t”)l‘l‘ die Sterblichkeit unter den
Rentnern nach den Frfahrungen der Germania, Lebens-
Versicherungs-Aktien-Gesellsehaft zu Stettin®“ 1), wo auf
Seite 8 die Sterblichkeit der weiblichen Rentner nach
dem amilienstand  (ledig, verheivatet, verwitwet und
geschieden) angegeben ist. Leider sind diese Sterbens-
wahrscheinlichkeiten  fiir - Hjihrige  Altersgruppen  zu-
sammengefasst und  fehlen mangels  gentigend  zahl-
reichen Beobachtungsmateriales fiiv die Méinner nach
threm Familienstand  iiberhaupt, so dass diese Daten
cinstweilen noch nicht als numerische Tlustration der

1) Stettin, Juni 1907. L. Pasenow.
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nachstehend gefundenen Resultate dienen kénnen. In
ciner Avbeit von A, Hewat und J. Chatham ,, Uber die
Frfahrungen der Witwenkassen derschottischen Banken™
(J. . A, XXXI) finden sich auf Seite 439 die ausge-
glichenen  Zentralen Sterbeverhiiltnisse®  lediger und
verheivateter  Minner, verheirateter und  verwitweter
['rauen.  Der Umstand, dass das Beobachtungsmaterial
nicht schr umfangreich ist und die verwitweten Minner
mit den verheirateten in eine Gruppe zusammengefasst
wurden, veranlasst uns indessen, von einer Benutzung
der Zahlen fir numerische Berechnungen abzusehen.

[ besonderen IFillen wird aueh der Versicherungs-
techniker die oben  crwithnten  Unterschiede ') nicht
ausser acht lassen diirfen, namentlich dann nicht, wenn
es sich, wie z. B. bei Witwenkassen, Rentenversiche-
rungen ete., um moglichst gute Annitherung an den
wahrscheinlichsten Fall handelt.

2. Zwecifellos haben die Begriffe Sterblichkeit des
Mannes in der Ihe* und ,Sterblichkeit des Mannes
ausser der Ihe* ecine  sclbstindige Bedeutung  und
ixistenzberechtigung. Ebenso, wie man von der Sterh-
lichkeit gewisser Berufsklassen, der Bewohner eines
Landes, der Angehorvigen eines gewissen Dienstes (z. B.
eines Ifabrikbetriches) spricht, kann man offenbar auch
sprechen von  der Sterblichkeit ., Verheiratetor® und
»Unverheirateter®.

Bezeichnen wir  beispielsweise  die Sterbenswahr-
scheinlichkeit eines verheirateten Mannes vom Alter a
(das Alter der Frau soll hierbei ohne Belang sein) mit
q2y so ist g% die Wahescheinlichkeit, dass ein ajihriger,
verheirateter Mann im Laufe des niichsten Jahres stirbt,

") Vergl. auch Karup: Die Finanzlage der Gothaischen Staats-
diener-Witwen-Societit am 31. Dezember 1890, pag. 69 und 71.
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ohne dass er aus dem Zustand des Verheiratotseins
ausgetreten ist. Das Nichtaustreten aus diesem  Zu-
stande kann z. B. dadurch bewirkt worden sein, dass
die Frauw nicht gesterben ist, oder dass sich der Mann
nach dem Hinschiede der Irau sofort wieder verhei-
ratet hat,  Entsprechend dieser Auffassung werden bei
der Berechnung der Werte von 4% aus der Erfahrung
iiber  Verheivatete  dicjenigen  Miinner, welehe  ihre
Frauen verlieren; als aus der Beobachtung Ausschei-
dende zu behandeln sein,

Der Begrift . unabhiingige Wahvscheinlichkeit™, der
sich im ersten Augenblick aufzudriingen scheint, kann
im Hinblick auf unsere Begriffsbestimmung . Sterbens-
wahrscheinlichkeit eines Mannes in der Ihe® umgangen
werden. Iy entspricht allerdings  unsere Bestimmung
von % der Bildungsweise der Karupschen ,unabhiingi-
cen Wahrescheinlichkeiten™; wir glanben aber aus den
oben angegebenen Griinden, die cine Tautologie ent-
haltende  Bezeichnungsweise  .unabhiingige  Sterbens-
wahrscheinlichkeit Verheirateter® vermeiden zu miissen
und in der Folge cinfach von der g Sterbenswahrsehein-
lichkeit Verheirateter® sprechen zu konnen. Sprieht
man doch auch nicht von ciner unabhiingigen Sterbens-
wahrscheinlichkeit der Lehrer®, sondern einfach von der
SSterblichkeit der Lehver* indem man unter letzteremn
Begritte eben die Wahrscheinlichkeit versteht, dass ein
Lehrer im niichsten Jahee stivbt) sofern er wiithrend
dieser Zeit im Lehrstande verbleibt,

Analoges, wic das iiber ¢ Gesagte, gilt auch von
(v, der Wahrscheinlichkeit, dass ein zjihriger Witwer
im Laufe des niichsten Jahres als Witwer stirbt.

Die der Reaktivierung der Invaliden entsprechende
Wiederverheiratung  verwitweter Miinner soll  vorerst
zlusgcschlnss'un bleiben.
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3. Mit Ililfe von

v — Wahrscheinlichkeit, dass cin verheivateter Mann
im niichsten Jahre als verheiratet stivbt,

qy = Wahvscheinlichkeit, dass eine verheiratete Frau
im niichsten Jahre als verheiratet stivbt,

0 = Wahrscheinlichkeit, dass ein Witwer im nichsten
Jahre als Witwer stirbt,

iy = Walvscheinlichkeit, dass eine Witwe im niichsten

Jahre als Witwe stirbt,
und der sich unter Beriicksichtigung der Bedeutung
von ¢ und ¢ selbsterklirenden Bezichungen
3 v
Qo + Pz = 1 ()
0 ar .
(e + Pe — 1 (2)
lassen sich nun die Absterbeordnungen fiir verheiratete
Méinner (47) und verheivatete FPrauen (4)), ferner die
Absterbeordnungen fiie Witwer (£7) und Witwen (47)
aufstellen, wobet

lopr = b (1—q) Lo =l (1 q5) 3)
Z;—}—l e l;j' (1 "’!E) l;ﬁ[‘l — /flv (1‘*’1.;;)'

4. Beziehen wir unsere Wahrscheinlichkeiten statt
auf ein Jahr auf dic unendlich kleine Zeit dz, so
werden wir auf die Intensititsfunktionen gefiihre.

Bekannter Definition zufolge ist die Sterbeinten-
sitiit cines xjihrigen Mannes, gleichgiiltig welches sein
Zivilstand sei,

L dl,
o= — o (4
Wir definicren nun analog :
1 alt .
B ey s v e J
= g (%)
w
.[L‘;:l o *}T dfj:, (G)
dr 7!



wobei uy die Sterbeintensitiit  cines  @jihrigen, voer-
. w 4 . LR .
heirateten Mannes, . die Sterheintensitiit cines -

jithrigen Witwers bedeutet.

5. Leitet man aus den Werten g, p., L, die sich
z. B.aut den Lehrverstand bezichen mogen, den Wert
(. ab, so erhilt man den Barwert der nachscehiissigen
Rente [ fiie einen wjithrigen Lehreer, der seinem Berufe
lebenslang trew bleibt, Fntsprechend ergibt sich aus
den Werten b pi, L der Barwert einer nachsehiissi-
gen  Letbrente 1 fite cinen  verheirateten Mann  des
Alters @, der lebenslang in der Khe bleibt. ObL n
Wirklichkeit der Liehrer in seinem Berufe  verharet,
ob der Verheiratete Zeit seines Lebens in dler Ighe
lebt, ob der Witwer sich wieder verheivatet, ist cine
Angelegenheit fiir sich; ihre Beriicksichtigung fithet in
unserem  alle zu Fragen, deren Beantwortung  uns

hernach noch bescehiiftigen wird.

6. Nachdem die statistische Beobachtung zur Kennt-
: 4 - v 0 " W pey R
nis der Grandwerte ¢y, ¢y, ¢, ¢y gefiithet hat, stellt
sich von selbst die Aufgabe, die folgenden Wahrschein-

lichkeiten zu ermitteln :

1w, — Wahvscheinlichkeit, dass ein bestimites Ehepaar
(., ) das niichste Jahr Giberlebt,

w,  Wahescheilichkeit, dass die raw im nitchsten
Jahre Witwe wird und das  Verwitwungsjahr
itberlebt,

w,  Wahrscheinlichkeit, dass die IFrau im niichsten

Jahre Witwe wird und hernach im Laufe des
Verwitwungsjahres stivbt,

w, - Wahrscheinlichkeit, dass die Frau Witwe wird
und das Yerwitwungsjahr iiberlebt oder hernach
im Laufe desselben stirbt,
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w, — Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im niichsten
Jahre Witwer wird und das Verwitwungsjahr
itberlebt,

we -— Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im niichsten
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe des
Verwitwungsjahres stirbt,

w,; — Wahrscheinlichkeit, dass der Mann Witwer wird
und das Yerwitwungsjahr iiberlebt oder hernach
im Laufe desselben stirbt,

ws == Wahuvscheinlichkeit, dass Mann und Frau im
niichsten Jahre sterben, gleichgiiltig in welcher
Reihenfolge.

Ist die Sterblichkeit unabhiingig vom Zivilstande,
s0 sind diese Wahrscheinlichkeiten bekanntlich :
’lUl == 2)‘,1. ' P?j = 72)_)1.”

ZUg —_ q;t; it 7)1}
1 |
Wy == 5 Qv+ y

[
Wy (Zé:y — 9 (o (] +p!l)

(7)
w, —- q!j ' 2):1:
W= 5y
W == Guy — —2 qy (l —'_])“") .

Wy == Qo * Gy == Qay-
Findet dagegen diese Unabhiingigkeit nicht statt, so
bedarf es einer besonderen Untersuchung, was an Stelle
dieser "Ausdriicke tritt.

7. Wir definieren daher unter der Voraussetzung,
dass die Liebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten fiir
Miinner und Frauen innerhalb und ausserhalb der Ehe
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verschieden seien, vorerst die tolgenden Wahrscheinlich

keiten :

paty = Walscheinlichkeit, dass ecin rjiihriger, ver-
heirateter Mann, dessen Frau das Alter y hat,
das niichste Jahr als verheivatet iiherlebt,

Pary = Wahescheinlichkeit, dass der Mann im niichsten
Jahre Witwer wird und das Ende des Yer-
witwungsjahres iiberleht,

tary  Wahescheinliehkeit, dass der Manu im niichsten
Jahre Witwer wird und hernach im  Laufe
des Verwitwungsjahres stirbt,

Weyy — Wahrseheinlichkeit, dass der Mann im niichsten

Jahre Witwer wird und das Verwitwungsjahr
entweder iiberlebt oder hernach im Laufe des-
selben stirbt.

Die Wahrscheinlichkeit pay,, dass der Mann das
niichsto Jahr als verheivatet iiberlebt, dass also, mit
andern Worten, beide iiberleben, ergibt sich aus der
folgenden Uberlegung :

Die Wahrscheinlichkeit, dass () iiberlebt, ist Vs
sofern seine Frau (y) unterdessen nicht sticbt.  Die
Wahrscheinlichkeit des Uberlebens von () ist py, unter
der Voraussetzung, dass der Mann () unterdessen
nicht stirht. Dic Wahrscheinlichkeit fiie das Uberleben
beider Personen wird deswegen gleich pg - py sein,
8o dass man hat

Py L s v, o p

oy T P Py (8)
Der Wichtigkeit dieser fundamentalen Beziechung wegen
sei auch noch der folgende Beweis angefiihrt.

Sei f (x+t, y+t) die Funktion von x-¢ und y-,
welehe die Zahl der lebenden Ehepaare der Alters-
verbindung z—+¢, y-t bestimmt.
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T 12 . o . «
Vou [, verheivateten Minnern sterben in der Zieit df
the
—d Z.l,‘ J-L
Von f(z—-t, y-1t) verheivateten Minnern sterben in der

Vit dt (5t g t)- ‘i’fu

.t:-}-tf
Von f (z+4t, y+4t) verheivateten I'vauen sterben in der
Zeit dt £ (2, yt) » cllJ|t

Lyt

Somit werden von f et y—t) lihepaaren in dev
Zieit db autgelist :
—f (et yH ) { = +=
. LH
Dicser Betrag stellt die totale Abnahme von f(x—+¢, y-+-1)
in der Zeit dt dav.  Also ist

i f/lfl

i

—df (x4t y+-t) - — [ (24t y+t) {‘“ E

oder:

—I—- tﬂ,, + gl

w-- ¢ lylt

df (ot y4t)  dloy 4 dly e
[(ety-+H0) 2, 1
und weiter
d log [ (x4t y+t) = d log Loyt -+ d log 1)1
= o l()g (l_,,-..[ﬁg . lj,;; t)
log [ (x4t y+) = log (loye - ly1) + log C
und endlich
flxt, y+t) = C - lory - by,

womit dic gesuchte Ifunktion bestimmt ist.
[Ticraus folgt:

f+1, y+1) v Clags - Uy —

v

e e = Py = ey e Py

/(e y) C N Y L ’
was mit (8) tbercinstimmt.




8. Um allgemein zu sein, berechnen wir zuerst:

it Vo, die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im
(n41). Jahre Witwer wird und das Ver-
witwungsjahr iiberlebt,

w Quiyy die Wahrscheinlichkeit, dass der Mann i (v 1).
Jahre Witwer wird und hernach im Laufe
des Verwitwungsjahres stirbt,

wpt Waryy dic Wahrscheinlichkeit, dass der Mann im
(n+1). Jahre Witwer wird und das Ver-
witwungsjahr entweder iberlebt oder im Laufe
desselben stirbt.

Aus den gefundenen Werten ergeben sich dann
durch Spezialisicrung die in Abschnitt 7 definierten
Wahrscheinlichkeiten.

Bedeutet £ cinen echten Bruch, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass cin @jihriger, verheirateter Mann
zur Zicit x--n--t noch verheivatet lebt, nach (8)

v v
Lapnte  lypute,
v v
l:c ) ly
Die Wahvscheinlichkeit, dass die verheiratete Ifrau
vom Alter y—-n-¢ zwischen der Zeit y-n—-+t und
y-+n—t-4-dt stirbt, ist
v v
gkt — bypugera
_ 5 !
ybntt
Nehmen wir an, dass die Sterbefiille der Frauen
simtlich zu Anfang des durch die Grenzen y-n-¢
und y—+n—t-4dt bestimmten Zeitabschnittes stattfinden,
8o stellt der Bruch ,
_{w}—n—l—t—l—dt
T
en--t
die Wahrscheinlichkeit dar, dass der Mann, der zur
Zeit x-+n—+t Witwer geworden ist, den Zeitabschnitt
7



y-+n+t bis ytntt-fdt als Witwer iiberlebt. Die
Wahrscheinlichkeit endlich, dass der w—+n-t-4dt
jihrige Witwer den Schluss des Jahres iberlebt, ist

w
x-tn- L

w

x-|-n-f-&-}-de
Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit des Ein-
treffens aller dieser Ereignisse ist daher gleich dem
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzeluen, von-
einander unabhiingigen [reignisse, also gleich

v v U v w
lm-l-n—}—t . ly-v!—n-‘l-t ) l;rri—n-&-t "_ ;_y:twi}-t--l—db Za:—f—-n+t--|~-dt

v v v "
Zw ) Zy ly-j-n |-¢ l;t‘-l—?&-f-t

lw
-l n--1 C
S ®)
oder gleich Bt
v l’?) lb‘ lw
a--n-¢ y-Futt T byfnttfpdt tabadto
) v Jeu
lm ty éw*.n‘l...t
Nimmt man dagegen an, dass die Sterbefiille der
Frauen alle am Schluss des Zeitabschnittes y--n-¢
Y
bis y—-n-4t-4dt stattfinden, so ist in (9) an Stelle des

Iraktors M'ﬂi der Taktor M 71 sctzen, in-
zmb‘—l-'n-l-t . :fi—n +-¢

dem dieser die Wahrscheinlichkeit ausdriickt, dass der
Mann den fraglichen Zeitabschnitt als verheiratet itberlebt.

Man erhiilt dann fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

botntet - byrnye ' Uy pntt — lyebnpeae _ bt

A 1) v 1w
@’ ly Zy' l-n-f-¢ lw—rl—n»l—t
1
. z-nf-L (9%)

lw
oder B A-+t4-dd

Z'U . l'v Z'v lw
y-fn-f-t yAnfbdt Cadn-td-de w-Fn-|-1
v “—1) ' w
Y x a--n-t--di
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Die gleichen Uberlegungen gelten fiir jedes Zeit-
teilchen dt. Somit wird unter Beriicksichtigung der
ersten Annahme:

:1
f 1 i by puttrat
vw . T fnt y-tntt 0 Yyt
nt-1 Pafy) — = .yt /'U"'_"" |- dt
U

" li':”*:‘ (9h)
l: f-n-t

und unter Beriicksichtigung der zweiten Annahme

=2
] v
o A ]_'jrf}—}—'n -1 . Zy--l-n-H - ly+n-l-t-}-(_l_t
-t Pary) = J2 —= l.u v
t-—o0 v [y
bttt
a--n- -t 5
e Ly (9¢)
‘w-bnt-|de
Nun ist aber
byt o
: i B o ot U ol
lim 1t ' lw 2

bt el a+n-|-t

so dass J: mit J1 zusammenfiillt.

Unter der Voraussetzung, dass die Kurve der
. v . . :
Lebenden (4, ) zwischen y=-» und y—n—+-1 cine Gerade

ei, kann gesetzt werden

lz+.-z+t - l;»He Ftf-dt - - ’[t (’ff—}-u - J Ln- |—1)

Daher ist

t=1
l. v lw .
wbt Pty = / azle ?;f+'"+f letngr lepatl gy
l lﬂ: l.:_-.+,;,.+.:

f=
w+ [l,u
W vy fene-d 2-f-n-f-t
:(”])JI__"*?&-{—IPH) P l :;! HY (lt,
i .

‘a-n--t

=0
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oder, da entsprechend,

l,l'nl:}—fm-{-t = Igi— n ‘l“ t (l: Fn-t — l'lé |~u)7

v v = l—n -+
w1 Pafy) —— (n py — n} 1PJ) l
1 €

. / ot t(éfcln L Z.ff,'-}—n)di
c He ‘+‘ { (lm +nt1 — l;,r;;fkn_)

= (n_py — | IPJ) pc [ 'npg

[Bhen—1 | PEi —phe
l_pfri[—n e | (p i.“ H,m - 1)

" .y i v Sz i R . .
Die B(}htllllnl}l_l_lg von o, (ppy ervfolgt analog der-

log pa ,_n}.. (9d)

jenigen von . Py

Die Wahrscheinlichkeit, dass der xjihrige, ver-
heiratete Mann in der Zeit y-+n-t bis y+ntt-Hdt
Witwer werde, diesen Zeitabschnitt iiberlebe und in
der Zeit w—+n-t-+4dt bis x-+n—+1 sterbe, ist unter
Zugrundelegung der ersten Annahme

ln l I Ly

! m‘I—n_—[—j Y [ n- I—t Yy | 7&-1—t | dt ) ,“_"’Q[’I’ﬁ_}i‘u_
) v w
la: [ i l:cwlwn»—l—t

w

) Z-b |- | t- Hlf""“]x+n - 1

;v‘ |-n--t-}-di
oder auch

v lv J 1 7
-+ -t y-bn-tt T by nft-dE xtnt-t-dtT :u—l-n—}—ll’

TV v w

[?0 Zy Z:r:-l-—n—H
withrend sich, falls man die zweite Annahme in Be-
tracht zieht, diese Wahrscheinlichkeit zu

v Z Z‘U
x-fn-f-t ) y--J-_;} +E T by+no ~t-}-dt R I 17

v 'L v
lm Y l;‘c—{—n-l-t
[ s
. xl—nltf—dt_’clnll

lll)
ergibt. - pn-ftdt
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Da aber, wie oben,

[‘U [U
lam :L-_{_-l_!_t__{ ric L 7‘:-:-|-n-}-tq

[?U

o }—)l |-t x-f-n-f-t

so fallen die beiden Worte der gesuchten Wahrsehein-
lichkeit zusammen.

Man hat daher
=1
N 20 ] »
o lyngt— Lypnie [T
wafy) = | bt bppaptrdebagutt
[U ZU
t—o0 ¥ &+
wn Jie
. Z;f:;{-h:ff fat [;1! | ",',l"l..
1 !
l.n |n-|-t
oder, falls man von unendlich kleinen Grissen zweiter
Ordnung absicht,

t=1
.- f L=l Lyt (1__ ﬁ'f_f_—»_a,-m) »
: _ -
t—_.—_n l:; !2’) [.):141 |-t
=
L__._(ﬂjj‘:; nlll)J) /1 I+H—|._/({.L1)i|1 a |n)l di
t—o

t—1
v
(n]); ;;|1})J) "“l”ll/. f|n+t(l.x,lnH —Ml‘in)dl'
l-’*}’é_{_ t(/.LI?H-l .z|n)

) ZU : —*—[\‘.‘_‘_, }-1 v
= (a By — w1 Py) - o Pty

1 ; ‘ ; v
o (aly 1 P) (0 Pe~+ w1 D) — ug Pagyy- (10)

Die  Verwitwungswahrscheinlichkeit . w7y 18t
offenbar gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten

(9d) und (10),



Hieraus folgt:
—— 1 v v v v
bt Wapy) == 5~ (o Dy — nt1Py) (Do wp1b)- - (11)

Bemerkenswert ist, dass in dieser Wahrscheinlichkeit
der Index w nicht vorkommt.

Sctzt man nun in den Gleichungen (9d), (10) und
(11) » =0, so ergeben sich die in Abschnitt 7 auf-
gefiihrten Wahrscheinlichkeiten. FEs wird

. N ) v_—.
ety = (1 ——17)1)'“ 2 PP Jog ) 19
Y wre 11¢_<1+0)_W1)2 [( )

g L e (13

Taly) = 9 — Paly (1)
1 ,

Weely] = 9 (L —py) (1 +p). (14)

Bedenken wir ferner, dass
v Ul
Pu+ qz=—1

w n
Pr + u==1,
so gehen, falls angenihert

und auch

w 1 — ;
l()g P == — 2 - p% (\l 5)

L+
substituiert wird, die Gleichungen (12), (13) und (14)
ither in

- 2 —qx 1 4 pa
( U. ! w €T w €T
Pajy, = Uy - D "=y 0 2
xly Y Y 2 — g J 1 + P
w
= 2 Wy - _ e - (12¢)

+ » . v
vt . 1 v w g o o [ v w 1 _I" P
.(lzrfyf = ? qy e T ;)_ q?j e

= '
= ‘iU.’L‘,"‘,r i o - (_136¢)
/) —*—*1')3

Wy [y == qfl (14 pz). (14a)
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Begniigen wir uns dagegen an Stelle der Annithe-
rung (15) mit dem etwas roheren Werte

Tog my == — 5. (16)
s0 finden wir B
Pafy = qy - Vi (128)
"—;? 1 p
Teiyr == @y (05— 5 @) (138)
| :
Wyl — 9 1y (1_}’272)' (14f‘)’)

Aus den Gleichungen (12¢«), (13¢),.(14«) bezw.
(12p3), (183), (148) ergeben sich durch ecinfache Ver-
tauschung der Indices @ und y die folgenden Wahr-
scheinlichkeiten:

vw r R P, [ L5 [ Ay H yiahrioe e
Pyre) —— Wahrscheinlichkeit, dass eine yjihrige Frau,

deren Mann das Alter @ hat, im niichsten Jahre
Witwe wird und das Verwitwungsjahr iiberlebt,

Qylv =~ Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im niichsten
Jahve Witwe wird und hernach im Laufe dex
Verwitwungsjahres stirbt,

Wy ) = Wahrscheinlichkeit, dass die Frau im nichsten
Jahre Witwe wird, und das Verwitwungsjahr
itberlebt oder hernach 1in Laufe  desselben

stirbt.
s 1st
e w1 + pu Py
Pyla) == @z Py - S 2 Wy - T (A7)
1+ py 14-py,
vw 1 w | + Pf (‘[::” :
U] = Qo Qy ~ 2 =Wy~ o (18)
2 L+ py 1+ py
l
Wyo] = ¢z (1 4 py), (19)
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oder, entsprechend den Gleichungen (12#) bis (148):

Pyt = 0 - By (178)
-“ W l
Oy == T (@ — - ) (188)
| ; '
Wy == 5 G (1 py). (193)

Die Wahrscheinlichkeit q_f%, dass beide Personen
im niichsten Jahre sterben, ergibt sich als Summe von
(13e) und (18). Der resultierende Ausdruck ist nicht
einfach und -soll deswegen nicht angeschricben werden.

Begniigt man sich an Stelle von (13e) und (18)
mit (138) und (183), so kommt:

v v

Ty Oy T — U= Oy + o 0y (20)

Lassen wir auf den rechten Seiten der Gleichungen

(8), (12e) bis (14e), (123) bis (148), (17) bis (19), 178)

bis (198) und (20) die Indices v und w fallen, so

gehen die betreffenden Wahrscheinlichkeiten in  die

unter (7) angegebenen Werte iiber, wic dies auch

der Fall sein muss. Als Kontrolle kann die folgende
(ileichung dienen:

Dapyr + Qo) Pyer + oy + Dapy =1 (21)
oder, weil

ety + Qafyr = wayy (22)
und _
Prtar T+ By = t0ypa (23)
auch
Way] + Wy + p;})yf = L. (24)

9. Wie die Invalidierung des Aktiven begriftlich
als ein Ereignis aufgefasst werden kann, das modifi-
zievend auf dessen Vitalitit einwirkt, kann auch der
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Tod des ecinen Ehegatten als ein Freignis angesehen

werden, das auf die Lebensdauer des andern einen

Isinfluss ausiibt. Um die Parallele fir den IShemann

durchzufiihren, hat man dann als cinander entsprechend

anzuschen :

Sterben als Aktiver: Sterben als Verheirateter (im Ehe-
stand).

[nvalidwerden: Sterben der Ehefrau bei Liebzeiten
des Mannes (Verwitwung).

Diese Auftassung und Zuordnung kann nun dazu
verwendet werden, um die FKrgebnisse der Arbeit von
Dr. (. Schaertlin ,Zur mathematischen Theorie der
[nvaliditiitsversicherung® (Bern, 1907; StimpHi) auch
flir unsern all fruchtbar zu machen.

L0. Zu diesem Zweceke denken wir uns eine Gruppe
von [, verheirateten Frauen, deren Minner alle das
Alter 2 haben mogen. Die von diesen /, Ehefrauen
iitberlebenden  Frauen  zervfallen  spiiterhin - in - zwei
Gruppen, niimlich in verheirvatete Frauen 4% und in
Witwen £,".

Da zu Beginn unserer Beobachtung alle Frauen
verheiratet sind, ist offenbar zu dieser Zeit

v :

yx ly

l-l;i’u'

b =l
Nun berechnen wir eine Schiirtlinsche Ausscheide-
tafel fiir Ehefrauen mit [Lilfe der Wahrseheinlichkeiten
(8) und (17) und der allgemeinen Relationen :

und

Zﬁﬁ , RN TT _ RT3 o
ytnjetn) — lyfn-1 [@-}n—1] pw-f—n—l [y-tn—1] (2{) )
lw w — 0.)—1;‘ !)-7"—;
y-n T bybn—t x4 - 1] py-}-u—l [a-f-n—1] (26)

ww 0
+ ytn—1 py—}—n—vl-



LO6

Hicraus leitet sich, da fiiv jede Altersgruppe y/x/,
yF+1[z1], .o die Beziehung besteht

L =10+ l” 2 (27)

die Reihe der{, (Gesamtheit der uberlehenden Frauen) ab.

Die Reihe der ¢, ist nicht identisch mit der Reihe

der &, der gewdhnlichen Absterbeordnung der Witwen.

Fiir praktische Zwecke miissten eine Reihe solcher

Ausscheidetafeln gebildet werden, z. B. mit der Diffe-

renz ? , =5, +£10, .... Die Reihen fiir die

dazwischenliegenden Differenzen wiiren dureh Inter-

polation zu finden.

11, Um die Analogic mit den Bezichungen der
Invalidititsversicherung deutlich hervortreten zu lassen,
tfithren wir die folgenden Bezeichnungen ein.

Iis bedeute:

Pyiz die Wahrscheinlichkeit, dass eine mit einem Manne
des Alters x verheiratete, yjihrige Irau das néchste
Jahr als verheiratet iiberlebt.

Dann ist, wie aus Gleichung (25) ohne weiteres

ersichtlich,

I
oL l -] fae-}-1] 7
Pyfe) = ST — pf . (28)
v
ylx]

Die Wahrscheinlichkeit /), dass cine yjihrige, ver-
heiratete Frau im niichsten Jahre als verheiratet stirbt,
ergibt sich aus der sich selbst erklirenden Bezichung

v o v vie ;
Py F Tyl F Pyiz) + Qyie) = 1 (29)
und mit Zuhiilfenahme der Gleichungen (28) und (22) zu

v voov .
qy;'a;‘r = ] — 2 1)1} - u)y{w} (5())
oder zu
T ‘
Qyix] == Wary) (31)

wag der Definition von w,, entspricht.
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Aus (30), sowic auch aus (24) kommt:
W oty Wy = 1 P - 0}, (82)
Wir definieren ferner noch:

Py, die Wahrscheinlichkeit, dass eine yjihrige, ver-
heiratete F'rau das niichste Jahr als verheiratet
oder verwitwet iiberlebt, und

qye, die Wahrscheinlichkeit, dass eine yjihrige, ver-
heiratete Iraw im néichsten Jahre als verheiratet
oder verwitwet stirbt,

s ist B )
Pyiz) = Pyiz) + Dyl (38)
Qyie) == Dyt + Ay (34)

Davaus ergibt sich mit Beniitzung von (29)
Pyiol + dy - L (35)

(ileichung  (35) ist nicht zu verwechseln mit Glei-
chung (1).

Mit Iiilfe von (8), (17), (31), i14e), (18) lassen
sich pl. und ¢y direkt durch die Grandwerte oy,

v w . : a
Uy, 7y ausdriicken. Man findet

R -3 (i ), (36)
Pye) = 1 Qy — —— = ,
L+py
v " il
Gy (Gy — ¢ ‘
fl.:)”,m: e ([; + ,'l (,I,"‘, . .:l_y.), (t;?)

1

l 4 Py
Die Summe der beiden Wahvscheinlichkeiten in
(36) und (37) ist ersichtlicherweise gleich der Einheit.

< Ty . ~r E s )« 'S

12. Die in (17), (18), (8), (30), (33) und (34) an-
gefiihvten Fundamentalwerte bilden unseren Voraus-
setzungen und der ganzen Herleitungsweise nach das
direkte Analogon zu den beziiglichen Fundamental-

grissen der Invalidititsversicherung ; und zwar stehen,
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falls das der [nvalidierung des Mannes entsprechende
Iircignis die Verwitwung des Mannes ist, einander

gegeniiber

@
q )
ai
P
i
G o
p (4]
Pz g
a
(_[.7: ”
by
i
VET

rr ) v v
Pz und pury) (Pa 2,

v
Quiy]  (Wy(a))
Pty
v
aly
v
DPaly)
v
"[T"’ y‘r

i T
Wafy] (Qy;' x .I)
w
Qa -

Dass die obigen Analogien in der Tat bestehen,

soll im folgenden gezeigt werden.,

Entwickelt man

f=1 _
— 1 i
PR O " -1
Pe = — oyt vopedt - ———
Zac Za:»l—t
t=0
und b=l ,t. ;
1 T —
al : 0L x-|-¢ x-}-1
o = —== | Lyt 1 dt - =L~
e — x|t V|t i
i @t
t=o0
unter der Voraussetzung, dass
a aa
a-t Vot — la: e

sei, so findet man mit IHiilfe der Substitution

lOg ]); el

T
pa) -

und

ai
qw =

B T .

(38)
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Formeln, die schon von Zeuner') aufgestellt und von
Kiittner?) neu begriindet wurden.  (Zeuner hat aller-
dings an Stelle der ph und o die allgemeinen Werte
p. und ¢, gesetzt.)

Substituicrt man in den obigen Formeln fiie ¢,
Py @b die entsprechenden Worte We gy Piy iy SO gehen
sie in die bereits in den Gleichungen (12¢) und (13c)
gefundenen Werte fiie pury) und ¢y iber.

3. In der Invalidititsversicherung gelten, wenn

. aa ,o : - o r
¢ und ‘4, die Karupschen unabhiingigen® Wahr-
scheinlichkeiten bedeuten, bekanntlich folgende Rela-

tionen :

; . 1, a4 .
'[J: e ’[,‘v ( l —_— 5 (I_(,t: fl) ( &Lllghllll]l(‘.l'ti
T L 1 0
a ‘s (
qgar B ’(I(rv( (| L iy ) . (39)
)
-4
pa == (1 —"qu') (1 —"iy)  istreng).

Nach ([de), (19 und (8) ist

g / 1

. 2 v o ,
Wiy == Gohs) = g (l N qu,) rangeniihert)

o}

(40)

v
qy "

(SR

En‘,' v
Q’;v;‘y} ey 'l(}y:-m; o] ([.): (]_ !

o s v v .
Paly) == Dy == (7[ — ) (] - ([H) (streng .

: . . . K P .
s hiingen also die Grossen wey, Qeyy Poy M
den Fundamentalgrossen ¢, und ¢, in derselben Weise
zusammen, wie in der Invalidititsversicherung die Werte

') Zeuner, Abhandlungen aus der mathem. Statistik, Leipzig
15869, pag. 130.
~?) Kiittner, Zeitschrift fiic Mathematik und Physik, XXV,
Leipzig 1880, pag. 17.
Siuhp hierzu (‘lll(',']l: Dr. J. Kgeenberger, Die Fundamental-
grissen in der Invalidenversicherung, Assek.-Jahrbuch XXVII,
Wien 1906.
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G(I (Ul

bwy (o5 P mit den Grundwerten ‘4, und ‘gy". Dabei
entsprechen sich

e und Wy
- —
Qe b7 Qufy]
na vy
Da n  Paly ,
v (41)
Ty ” Uy
’ ft(b v
(lcb 11 Qo
0w
Qw ) s )

Derselbe Parallelismus besteht auch in den iibrigen
Beziehungen.

I8 ist nach Gleichung (38)

,[az la, q:c

- .
gt

oder, unter Anwendung der Karupschen Substitutionen

(39),

vy o i ¢ , an
L T il OB (42)
2 1 —|‘.i"ar

Indem wir auf der vechten Seite von (42) an Stelle der
"iny 'w und g nach (41 die korrespondierenden Werte
einfithren, erhalten wir
QJ QLL . 2— Qi
2 14+ p"’
1); =] qg: =1,
Q- 9 14pa
2 14p)

Dieser Ausdruck ist aber nach (13«) nichts anderes als

UIU
Qaly]-

Vs o ?' P . 3
Fir pf=12. % [Gleichung (38)]
(N |

findet man auf analoge Weise

oder, da

auch
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o /o aa
@x

L+

und durch Einsetzen der entsprechenden Werte
(A

v L py

Qy l.) G +_[.l]"

&

ai

’e i =
P oty Pa

L+ps
was nach (12¢«) mit py', {ibereinstimmt.

Der Vollstindigkeit halber mige die Parallele auch

noch auf die beiden Werte g% und pl ausgedehnt werden.

Fis ist

ah = 5 -
aa | Iy Qy
— + ____;,,,,,,,i
1+ Pe B
. ;q({u + ’i;u (q;: “__ ;q(::a) (44)
L+ pa

und
[
Doy == L —

P o) ’ i?(t
| rgee (e ) (4p)

14 Pj:
Mit IHiilfe von (41) gehen (44) und (4b) iiber in:

0 4 Do (s = 02) (46)
. 1 + Q’;u
und ‘ ‘
f s g e 2 (‘I:*a."_‘r_‘-lﬁ, (47)

L+ gz

Diese Werte stechen aber in Ubereinstimmung mit
den in (37) und (36) gefundenen Resultaten, wenn
man dort x und y miteinander vertauscht. Ks ent-
sprechen sich also g und gy, cinerseits und ps und
Pary, anderseits.

Kine Zusammenstellung simtlicher Formeln wird
dazu dienen, die Zusammenhangsverhiiltnisso noch deut-
licher hervortreten zu lassen.



Zeuner - Kiittner - Zimmermanu
Fundamentalgrissen:

- aaq Z .
lay Qo 5 G-

Karup
Fundamentalgrossen :
reos aa d
tey Yy Qa-

Unsere Werte
Fundamentalgrissen :

v 0w
Qyy Qay Yo -

y 2 :—1uqx — 1
pﬁ‘ 9 'ia:p-i: _
© = i
1+ pa
(c?z T "l'i-
(o — e
: 1+ pa
‘ o
Py =1 —q" — =
T4l
[ g e
r — T ———

!'2:1: ’ (T‘
5 (L~ p:ca)

(1) (1= "5

’- rl
by Pa .

P
e (x

vV
5 "y
W g = Quia: =— P (1 4+ pz)

ﬁﬁg
9

—_—

we v
Goyy’=—— Wyle) =— G

Poof gy == Z);?w_‘ =(1— ’13) (1—qz)

o ; e 1L p
A
I+ pe
o Gy - @ 1+ pl
Yy = =L =T

2 1+4ps
v w v
p - Gy (e — (z
P:‘f:/y/: 1 — (fi T 2 (11" wllt)
1 T P

co_ v,y (4 —q3)
ey — G T — 1 _}_"Pw

ol
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Durch diese Lirgebnisse erhalten die von Karup
eingefithrten ,unabhiingigen* Wahrscheinlichkeiten eine
neue Stiitze. Der Streit um ihre theoretische Berech-
tigung wird zu ihren Gunsten entschieden.  Ob man,
wo die Verhiltnisse die Wahl freilassen, zum Zeuner-
Zimmermannschen oder zum Karupschen Formelsystem
greifen will, ist eine Irage, dic nach den Besonder-
hetten des konkreten IMalles zu entscheiden ist. Dabei
wird auch dem praktischen Frmessen ein Einfluss auf
die Fntscheidung einzuriumen scin. Bei der Invaliditiits-
versicherung michten wir schon der einfacheren Be-
zichungen wegen dem Zeuner-Zimmermannschen For-
melsystem den Vorzug geben.

14. Simtliche Beziechungen (10) bis (19), die
Dr. Schacrtlin in sciner genannten Arvbeit entwickelt
hat, lassen sich direkt auf unsern Ifall iibertragen, indem
die Verwitwung eciner Frauw als ein Iireignis aufgefasst
wird, das der Invalidicrung eines Aktiven entspricht,

So gelten beispiclsweise die folgenden Relationen:

ww

v _ bo >
Qe = Gy — Qya) + ——— (@y — Qy) (48)
Jf:vf
v i ne i
Qyle! = Uy — Qyjwj — (’1 —= iy ) (49)
.fl!
i W "y /}/ w FE N
Pyiz) == Py — Dyre; — - = (Py — Py ) 50)
ylx]

sowie auch die Bezichungen, die entstchen, wenn die
diskontierten Zahlen der Lebenden eingefiihrt werden.

15, In Analogic zu ug, der Ausscheideintensitiit

aus dem aktiven Zustande, dnfinioren wir ferner:

Wo = L Gl 51
dy 1%



14

die Ausscheideintensitiit ciner verheirateten I'rau vom
Alter y aus dem verheirateten Zustande, gleichgiiltig,
ob das Ausscheiden durch Tod oder durch Verwitwung
hervorgerufen wird.

Die Verwitwungsintensitit einer yjihrigen, ver-
heirateten Frau ist offenbar gleich der Sterbeintensitiit
des xjiihrigen, verheirateten Mannes, da in dem Augen-
blicke, in welchem der verheiratete Mann stirbt, die Frau
Witwe wird. Ibenso ist auch die Verwitwungsintensitiit
eines xjihrigen Mannes gleich der Sterbeintensitit der
yjahrigen Frau,

Nach (24) und (28) ist

v
Pyw 4 Wery =+ Wy =1,
Diese Relation gilt auch fiir die unendlich kleine Zeit
dy; daher wird sein:

(1 - ,fl;g‘mj d;;/) -+ lu; dy + lug, dy = 1. (52)

Wy ==ty + Uz (53
Die Bezichung (53) rechtfertigh es, ), » als Auflisungs-
intensitiit des Ithepaaves (i, ) #u bezeichnen. Sie gibt
uns den Satz: Die Auflosungsintensitit cines Iihepaares
ist gleich der Summe der Sterbeintensititen der beiden
Ehegatten.

Somit

Dureh Vertauschung der Indices geht (53) iiber in
v v v A
Loy == o = [y, (D4)
woraus
Y g P
1“ il«'g/.]j,.' = |u !I.‘:’“’f';?‘ (!) t)]
Es entsprechen den Werten der Invalidititsversicherung

o X1

t
Ry M Ma 5 Vg
_unsere Werte

w v [ v
Ry, Hyzy My Ha

w v v v
bezw. Mo, Moy Moy Hye
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16. Aus den vorstchenden Eintwicklungen und deren
Zusammenhang mit der Invalidititsversicherung  geht
hervor, dass siimtliche Beziechungen, die Dr. Schiivtlin
in bezug aut die Invaliditiitsrenten und die Kapital-
versicherung auf den Todes- und Invalidititsfall  (so-
weit sie sich auf ein Licben beziehen) aufgestellt hat,
auch fiiv unsern Fall Giiltigkeit haben, wenn man nur
dafiir sorgt, dass dic in jenen Formeln auftretenden
Grossen durch die ithnen entsprechenden crsetzt werden,
Es hat also die Arbeit von Dr. Schiictlin auch auf
diesem Gebiete grundlegende Bedeutung.

17. Zum Schlusse seien noch die wichtigsten
Rentenbarwerte fiiv Witwenrenten angegeben.

a) Ganzjihrige Renten.

Bedeutet

a,  der Barwert der nachschiissigen Leibrente fiir eine
I'rau der Gesamtheit,

a, der Barwert der nachschiissigen Leibrente fiir
eine Witwe,

@,y der Barwert der nachschiissigen Leibrente fiir
eine verheiratete Ifrau, zahlbar so lange sic ver-
heiratet ist,

iy’ der Barwert der nachschiissigen Leibrente fii
cine verheiratete  I'rau, zahlbar, falls die I'rau
Witwe wird, erstmals beginnend zu Anfang des
dem Verwitwungsjahre folgenden Jahres,

S0 1st
W w e ly w \ _
Ayjw) = Ay — Uy/p) —— = (Ay — Qy). (06)
[fuu /
yla/

b) Unterjiihrige Renten.

(m) . _
vw  pw mi—1 R
Qywj == Qya) o (57)

122 7
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¢) Kontinuicrliche Renten,

s . l

oW v 0 ~

“.I/‘_."C." S a/yk'a:‘,v' _1 2 ‘ll;m. (;)8)

) Kapitalversicherung auf den Todes- und Ver-
witwungsfall.,

[is sei

By der Barwert der Kapitalversicherung 1 fiir eine
I'rau der Gesamtheit,

Ay der Barwert der Kapitalversicherung 1 fiir eine
Witwe,

Ay der Barwert der Leistung [, wenn die ['rau

als verheiratet stivbt,

vw ; ; E ee . .
Ay der Barwert der Leistung 1| tir eine verbei-
yw 5
atete [rau, zahlbar, wenn diese; nachdem sie
Witwe geworden, stirbt.
Dann ist
viv w ALY [ w j
,i”). )
)
und
i i L ow
X AU
Kl == AT, (60)
J
WO

d = log. nat. (1-4-2).

e) Vollstindige Renten.
@_)
Stellt oy den Barwert der vollstiindigen, in Raten
| ur . .
von - zahlbaren Witwenrente einer verheivateten

"
Frau (y) dar, wobei als erste Rente cine Rate im

Verhiiltnis  der Zeit von der Verwitwung bis zum
Schlusse des  Verwitwungsabschnittes  gewithrt  wird,
S0 iqt (;n) )‘
S C _rw
(lyj] = (1 —_ ) Wy (61)
2m
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(m)
. o Sew ; .
Bezeichnet man mit ¢, den Barwert einer in
Raten zahlbaren, vollstindigen Witwenrente, wobei die
erstc Rente — eines Jahres nach der Verwitwung
)
bezahlt werden soll, so ist
i § )
oum _— ( e i
("!i.‘-’f.‘ o (1 - “—‘)Cl yla + R (A.,,‘l,;). (()..)4)
}

12in®

Dabei bedeutet (A g:'x) dic einseitige Uberlebens-
Kapitalversicherung, zahlbar an die I'rau (i) beim Tode
des Mannes (), und (}'\_;f;;) die cinseitige Uberlebens-
Kapitalversicherung, bei welcher das versicherte Ka-
pital statt am Schlusse des Jahres zur Zeit des Todes

des Mannes bezahlt wird.

o8 1st

e t”:w T
L ?" ! 4 s ve * , AN
(A z!"‘il 7 S t%o vyt Lyttt Wyt alty (63)
oy =
v '
und
Tow l -y VW )
( ye) =— — (f Yy /s (G-l-)

(

oder, nach dem Text Book [pag. 234, Formel Nr. 29],
] A )] 3

auch
v R | R i 65
i y;a:,’) = Uy Ay oy + 9 ((f-y‘;v—lf == “y"m—ll‘)- ()t)
(‘I?{j
Als gute Anniiherung fiie % kann auch
(m) ;

SU_HE)- 4 - )’7
= (1 S)a (66)

2m o

verwondet werden.



18, Wir kommen nun noch auf die Schlussbemer-
kung des Abschnittes 5 zuriick, wonach die Wieder-
verheiratung des iiberlebenden Ehegatten vorerst aus-
geschlossen war.

Wir berechneten die (unabhiingige) Sterbenswahr-
scheinlichkeit cines axjihrigen Witwers zu
T,

w
o —

wobei L, diec Zahl der Witwer des Alters @, 7, dic
Anzahl der Todesfille wihrend der Zeit @ bis x - 1,
und W, die Zahl der wiithrend des Jahres durch Wiedoer-
verheiratung aus  der Beobachtung ausscheidenden
Witwer bedeutet.

Bezeichnet man die (unabhiingige) Ileiratswahr-
scheinlichkeit cines Witwers vom  Alter @ mit ),
S0 st

Die Wahrscheinlichkeit, weder dureh Tod noch
durch Heirat auszuscheiden, also die Wahrscheinlich-
keit, als Witwer zu idiberleben, ergibt sich zu

pr = (1 —qu) (1 — H), (67)

und die Ausscheidewahrscheinlichkeit ecines zjihrigen
Witwers, erfolge das Ausscheiden durch Tod oder
durch Heirat, wird

Qe == 1 — pa-

Will man bei unscren fritheren Betrachtungen die
Moglichkeit der Wiederverheiratung zulassen, so hat
man einfach an Stelle der Z;- und {/-Tafeln Aus-
scheidetafeln fiie Witwer und Witwen zu setzen, bei
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welchen die sich wiederverheiratenden Personen wie
(estorbene behandelt werden, Wir wollen diese Aus-
scheidetafeln mit 1) und 1) bezeichnen,
Iis ist beispielsweise
B =1 (0 gums) (1= Hioao),
oder nach (67)

Ly == Lybuma Dy u—ts (69)
und der Barwert der nachschiissigen Rente, zahlbar
an eine Witwe des Alters # und aufhérend mit dem
Tode oder der Wiederverheiratung der Witwe,

t—=co
| N
w {41 7
Wy = By VT e (70)
AT

Lirsetzen wir in unsern  Fntwicklungen (9¢«) bis
(18 2) tiberall ZL, puy e durveh 1) pi, i, bezichungs-
weise by, pyy gy durch 17 pyy qy, so erhalten wir die
Wahescheinlichkeits- und Versicherungswerte, die das
[eiraten des diberlebenden Witwers (Witwe) wie das
Ableben in Rechnung bringen.

So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, dass cin mit
ciner yjihrigen IFrau verheivateter Mann () im niich-
sten Jahr Witwer wird und das Ende des Verwitwungs-
jahres als Witwer diberlebt nach (12 «)

(2]
Ul =y - Do - L+ 1{;,';,, (71)

L+ p.
und die Wahrscheinlichkeit, dass ein wjihriger  ver-
heivateter Mann, dessen Irau das Alter » hat, im
niichsten Jahre Witwer wird und hernach im Laufe
des  Verwitwungsjahres entweder stirbt oder wieder

heiratet, nach (13 «)

ow

o _
A S o (72)

l + })H’

DD | =
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Die Summe der beiden Wahvscheinlichkeiten (71)
und (72) ergibt wegen (68) nach (14 «) wieder w,,.

Die Verwitwungswahrscheinlichkeit w,y,, ist also
unabhiingig von der Wiederverheiratungs- und von der
Sterbenswahrscheinlichkeit der Witwer.

Dic Wahrscheinlichkeit qgr,; lisst sich in zwei
Komponenten zerlegen, deren Bestimmung hier noch
folgen mag. B

Bezeichnet man mit qgy * die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Mann des Alters 2z, der mit einer yjihrigen
T'rau verheiratet ist, im niichsten Jahre Witwer wird
und hernach im Laufe des Verwitwungsjahres als
Witwer stirbt, so wird

- ZU 1 ZU . lw w
vwiw a--t Y-t i w-Ht--T ’ g (br
Qi = [ = - L2 e O & Eal oy
l:,L' Y :L‘-Ft
t—o Y=o

Unter der Aunahme, dass

at) ! " ()
‘ Lyve e ==Ly qy
und

Do tesre= 15 s (1 -

geht qapyi @ itber in

t—1 T=1—t
oW 2w : i HN [0 )
Qafy] = ly Yo .-vzvgﬁ(1 - 2‘") - T
a x-f-£
{=0 i

Da ferner den obigen Annahmen entsprechend

oo — Bt 2
und analog
Lope =1 6 L)

gesetzt werden kann, wird
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.y
W * )
T v [l?") (l . }1:) ([ R ff!) (l l‘) ([{’ 73)

[AFTVN
Quiy, =y Y= :
o/ [ a
t*'.-.()
wobel zur Abkiirzung
» i
l;;r,- l‘p:.‘.l
* T4
und % w
l.:.' ’ Irl l )
W =0
1,

gesetzt worden ist.
Der Wert des Integrals aut der reehten Seite von
73) ergibt sich mit ILilfe der Substitution
e}

2 l?
log (1 — ) = — —~—
‘o L& r ,
2 —8
2
"o . o 3
nach gehoriger Reduktion  zu : -, oder mit
o] o) 9 P)

Beriicksichtigung von (74) zu

Somit ist

i - "

200w [ ] w H ] ) -

(l.r‘f”f e S ,(I!I (]I)) (1 ot ) . +.?,'L (7;))
5y

Bedeutet p2%: 7 die Waheseheinlichkeit, dass ein

i :
ajiihviger Mann, dessen Frau das Alter y hat, im
nitchsten Jahre Witwer wird und sich hernach im
Liaufe des Verwitwunesjahres wieder verheiratet, so ist
gs8] )

d=1 T—1-f
= "0 v w
oW i { ] - | p w
e af-t +{-£ i S e .
| L — o Lyt dt il Vaf-t-|-1 Cll,
ZU n IH)
i i @it
t—=o =]

w . - . . v
w0 Bapept die Heirvatsintensitit des z--f--ejihrigen
Witwers darstellt.



Setzt man

w
w w W gy 3
sttt Yottty = lu Hy (1 (lf),
2
so wird analog wie vorher
t=1 T=1—t
sw s v w ¥ 42 ' lv .
pary = ay Hy = (1 . ﬁ_) Lokt gt | de,
5 w
ks 9 I;U,‘L '
t—o =0

und weiter

i w v
sy 1 v g0/ ( 1 e
Paryl = — Gy Hg (l L L“’_) . j:ﬁfi"; - (16)
2 2 1+ pa
Die Summe der beiden Wahischeinlichkeiten (75)
und (76) ergibt wieder (72), d. h. es ist
ow cwew v v -
Qaly! = Qalyl —+ Paiy] (77)
Dureh Vertauschen der Indices erhalten wir die
betreffenden Wahrscheinlichkeiten fiir I'rauen.  Dabei
ist dann allerdings vorausgesctzt, dic Wahrscheinlich-
keit, zu heivaten, sei bei der Witwe nur eine IFunktion
des Alters und nicht auch der Verwitwungsdauer, was
fir das crste Jahr des Witwenstandes zwar nicht zu-
triftt.  Die kleine [nkongruenz darf aber ohne Bedenken
in den Kauf genommen werden.

19. Entsprechend den Entwicklungen des Ab-
schnittes 10 konnen wir nun mit Hilfe ciner Aus-

. W 1 ) I
scheidetafel 1)) und der zugehdrigen q, und p, aus
_ . s . : : .
ciner Gruppe von 7 verheirateten Irauen die Reihen

. T U0 e Y
der iberlebenden Ehepaave £y und der Witwen 1%
herleiten, wobei wieder die Reihe der Gesamtheit der
Uberlebenden dureh die Relation

vy wiw
lm: i "‘I— n

bestimmt wird.
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[Yir die Versicherungswerte, welehe sich aus diesen
drei Reihen herleiten, gelten die gleichen Bezichungen
wie dic in der zitierten Abhandlung von Dr. G. Schacrt-
lin fiir Aktive und Invalide abgeleitesen.

[landelt es sich beispiclsweise um die Ermittlung
des Barwertes der Witwenrente, zahlbar an () nach
dem Ableben von (), wobei die Rentenzahlung  mit
dem Tode oder der Wiederverheiratung  der Witwe
aufhiren soll,; so crgibt sich dieser Barwert zu

v \ y4tH1 v w =
avt UM e (L e ), (T8)
v Y
vV by

oder, in anderer Schreibweise, zu

: l - . o d
S = o (@ ) ()

yao
Der Barwert der kontinuierlichen Witwenrente ist
|
12

vw o)
Cl,yfw,l st CL.’]:SUJ

1. (80)

Ziirich, im September 1907,
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