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Lur mechanischen Ausgleichung.

Von Friedrich Zalai.

Unter den Ausgleichungsmethoden hat sich in der
letzten Zeit besonders der mechanischen das wissen-
schaftliche Interesse zugewendet, wie die zahlreichen
auf diesem Gebiete in den letzten Jahren verdffont-
lichten Arbeiten beweisen.

Das Problem der mechanischern Ausgleiching lisst
sich im wesentlichen darauf zuriickfithren, dass cine
gegebene Munktion (Z) durch eine andere cbenfalls
willkiirlich vorgegebene Funktion (1) dargestellt wird.
[Im nachfolgenden soll nun auf elementarem Wege
gezeigt worden, wie einc gegebene I'unktion sich
linear homogen und symmetrisch durch ecine Reihe
von HKunktionswerten ciner anderen ausdriicken lisst.

§ 1. Von der Funktion Y seien nur die Ifunk-
tionswerte in den dquidistanten Punkten z, x 4 1,
p < - . A ¢ — 2
42, ....und z— 1, x—2, .... gegeben, und in
diesen Punkten sei Y, als Funktion vom »n-ten Grad
des Argummentes entwickelbar :

Yo=a +a,x+a, 2+ .. ... +dy 8 (1)
worin dic Koeffizienten reelle oder komplexe Konstante
sein konnen.

Fs sei nun die Funktion Z linear, homogen und
symmetrisch in den Funktionswerten von y fiir dic
gegebenen Punkte z darzustellen:
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Zwy =240 Yo+ A1 [Yioy + Yoy + 42 [V
F Yool 4. o+ Ay [Yoop + Yornl (2

Unsere Aufgabe bestehe darin, die Koeflizienten
4 unter gewissen Bedingungen zu bestimmen.

§ 2. Iis bezeichne A, A%... A? die erste,
zweite . . .. ¢-te Differenz ciner Reihe in aufsteigen-
2

der Richtung, und A1, Al ... AY entsprechend in

fallender Richtung, so dass

A Yoy=Yery — Y@
AN Yay=AYery — AT

O O—1 S
ABE = B Ty — T
und (3)
Al iru‘,) —_— I,"(:v .1) s—— Y(SC)
A Y@= A1 Y@y — A1t Yy

; 0—1- Gl wp
Ai¥w Al Yen— AT T

§ 3. Stellung der Aufgabe: Ks sind die Koefti-
zienten do, 4;.... 4, unter der Bedingung zu be-
stimmen, dass eine gewisse Anzahl n — ¢ -+ 1 der
endlichen Differenzen von Y, und Z) von der hoch-
sten Differenz an gezihlt identisch fiir die Werte des
Argumentes einander gleich seien, d. h.:

A" Zagy = A" T
A" = N\"" Vi (4)

A¥ B =P ¥y

Beriicksichtigen wir, dass, wenn die g-ten Diffe-
renzen der beiden Reihen in allen Werten des Argu-
mentes einander gleich sind, auch alle Differenzen



hoherer Ordnung einander gleich sein miissen, so redu-
zieren sich dic Bedingungen i4) darauf, dass

0 -, - ) .
AN J‘;U) == [\( Y(.E) ..... [ €]
§ 4. Zur Durchfithrung unserer Aufgabe bendtigen
wir einiger Hilfssitze, die wir im folgenden ableiten.

Zuniichst missen wir A9 2* bestimmen :

Ao mioto () wto=D"+ (§) ot =2

o\ ¢ %
_”“+{ [)9(&)$ (9

oder nach Durvchfithrung der Potenzierungen und Ver-
cinigung der Glieder mit gleicher Potenz in x:

e+ el
(B e— (D) o1+ e (e +-..

S ) : - 3- (16’
Nr——

Setzt man in Gleichung (5)

=

[T

1

==,
s0 erhiilt man

/

AV 0 = g° — (ﬂ (o — 11F 4 (g) (0 —2)% 4 ..
+ 1}9 (g) (0 —0)° (1)

AY 0% die o-te Differenz der s-ten Potenzen der
natiirlichen Zahlenveihe, dic mit 0 beginnt, stellt den
Koeffizienten des allgemeinen Gliedes in der Entwick-
lung (6) dar.

Unter Beniitzung des durch Gleichung (7) defi-
nierten Symbols nimmt die Gleichung (6) dic Form an:
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Yt = (%) wrme A? 00 ) oot A0 ot
Afat =gt AP0+ (] ) oo A%
sy osl (5) AL 0° (8)
S S

« I v
weil wegen AC 2" =0 fir p <o alle vorausgehenden
Glieder wegfallen.

(Ganz analog erhilt man:
A == 0 (3) "¢ AT 08 (et )
2 e+! AQ OQ'I"I e (— 1)8 (:) AQ 0° (8%)

§ 5. Entwickelt man jotat
0 0 0 ¢ 01
/,X\Y(m):a’g,\ m—I"“QVHA € <=
+ a, A° 2"

und verwendet die Beziehungen (8), so ergibt sich

n—g0 s n—0
0 " o\ A0 a0t ¢
S Y = X6 @ ( ) 0 +x X a
A (») 20‘ Q'}_ﬂ[‘ Q | ‘(f, A 1...]

ol

H—

T X
(o—Ht~1) A T g EHH
et 0 O lft-n-p 9)
(Q—I—u_'n~—9) A (
und analog:

il o+t

A Yy = 2 (— 1) ot
: |

o+
o (117) 8907 4

ey L @tu—1 o1 0 0+u—1
o3 0 g (L) AT 0T

(eI (%)
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Der Kiirze halber bezeichnen wir mit

A gs. e . —— g
B, die Koeftizienten in der Entwicklung von AN Y,

/ 3 . . ¥ T 1 ()
Bg dicjenigen in der Entwicklung von AT Vi
so dass
i n—=g ()—|—N- 0 ()’hll,"‘)\-
o " h Sy ~ | I()
-BQ T :;‘l a’g--l—‘u- (y l-‘u.—).) AN ’ |
l?,'l_ﬂ:‘,(: et ght Qe (1o,
Q_ Pt (—1) a'!),h”' (()}-H—z A o

A

Dadurch werden
vV : ? Lot
A*Vig=B,+ B2+ B o' +...4 B ...

n—0 LD

n—9¢
- BQ &

) v Nl ne 2 Lo L
AC Y @=B,+BatB o’ +. .. 4B a" ..
= B;;Q at ¢ (11%)

und die Summen der Differenzen gleicher Ovdnung
0 v ) ] '
A VAL V=B, 4B )+ (B, 4B+ ...
A ’ jv - l "
+LU[B£)+,B())—|—...—|»—.’L‘ .
Y B
By B
P ot .

9 n—0 (12)
T 0, o



worin

i A "—3 0+ 0 (01—
(".B-|—B _— “’ow( )/\0

o+p—4

—4.

[+ (— p ettty
§ 6. Unter Beniitzung der Identitiiten:
Vern = Yo + () A Yo+ (§) A" Vi + .
() arr
YVie—tty = Vi + ( ) N Y + (M) Al Yy 4 o
+{5) At Y 4473

geht ferner die Gleichung (2) iiber in

P 2

Zioy =2 Yy 3 A+ (A Yo + A1 Vi) 2 Ay ()
P
'+' + /\p I () + Ap Ym pL A ('u') (1‘4)

p
[nfolge von (12) wird jetzt (14), wenn wir setzen:
w)——2[6[0+(61m+(62$ +...4azx HI:('B—}— Ofx

4+ i 4. .+ Ch 2",

gleich:

A -——J A (O + a4 4 Ch o)+

+'21:,¢ zlw(>0n+(1[£+ —}-(/f,,l'n 1)+

+ in AP (J;) + Cyp x4 + 05 N n—p) _



— - }13)] O(,)I i’”’ A‘U ( ) + T 2‘// nlj 2.1” }1 (i;) + :132
0 :

i Y

P P _ L nk
Gyt S a (1)t 2B (1)
0 "j { 0 4 i

i

0

R \"/ ();’l__p 2,“ Au ( )_|_ g \';, i

P A
s (M (15H)
<7 Ap g
.
Dadurch haben wir eine Entwicklung von Z
nach Potenzen von @ gefunden,
A - 2 L
Z=Dy 4+ Dx4Dya’ +...4Dyat 4 ...
n—p : n—p-|-1 A (16
_D"_PLL + Dn—pl|‘1 & + e + DN & L10)
worin

Dy __\,” st » (u) (h=0fird<n —-p
}'Z ‘ Ve=—=2- n—]—pfml P

die der (_nmtalt nach mit (1) {ibereinstimmt. Daher hat
auch A¢ Z, dieselbe Gestalt wie AY Vi und wir
erhalten jenen Wert, wenn wir in A¢ 17, die Koeffi-
zienten @, durch D, ersetzen (siche Gleichung 9):

n—0

o I ) 1 Q \ ' a ”TO

A\ / == \ I 1)0 |- 1 (:J:I'i::f,t) [\ () —l—- X \ I Q b
o+ 01— % o+
N [} x N ] .

o1-u—2 =0 ' ¢ o o+ 0
/\ '0° 4+ ... nZ‘ Dot (0-{*‘(5_“*—’0) AN

(0 H—n—0 (L7)

)v )w n— n— .
=)tz t. e 4 C2"0 (18,
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§ 7. Greifen wir nun auf die in § 3 gestellte Auf-
gabe zuriick, so muss die Gleichung (e) fiir alle Punkte
z, x+1, x+2,... x—1, -2, ... erfillt sein. Unter
Zuhilfenahme der Gleichungen (18) und (11) ergeben
sich die n—o41 Bedingungsgleichungen

0 0
B 5 == E[Q
31 L
B, = 4,
" 1 (19)
bQ s E[”

-----

[iihet man die angezeigten Operationen wirklich
durch, so liefert dies das Gleichungssystem

' 0 A0 o-+1 0 0 "
AC0" =D, (2) ALO0C 4Dy, (gfl) ACOTT
+ D, (2) AL 0"

1 n—

o (9‘!)“ ) AOY .. o, (n_“_l) A0 =D,
) st i) a0

w(8) A%0% =D, (M) a0 (20

0

und geben wir in diesen (ileichungen der Reihe nach
den o die Werte

ny n—1, ... n—p'41
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so sieht man nach cinigen Transformationen, dass

D, =a,
D, =a
- -t |
(21)
'[)Q e U’Q
sein muss, wodureh die in § 3 aufgestellte Behauptung
ihre algebraische Bestitigung findet, dass die Aufgabe
aelost ist, wenn die n — o+ | Bedingungen 41 er-
tiillt sind.

§ 8. Nun ist

0
n P "
Dy = 3 € Sy (1)
0 /

)v'w
/
oder entwickelt:

[)n = a’n (g) [)” I[ —l_'»[ - Ij“' :‘lll + "l'l _l' s + “1‘})}
=20, (4, 4+ 4, 4+...+ AP) (22)

Da aber auch (Gleichung 21)
I =4

n n

so ergibt sich als Bedingungsgleichung dafiiv, dass die
Differenzen %-ter Ordnung gleich sind:

2A+A 4,4+ 4)=1 123

Durch rekursives Verfahven Lisst sich  fir D”

der Wert

— AL )4
Dn«l — 2“’-7;-—1 lrl.” + Al + e + ‘lp' (24
finden, und da auch (Gleichung 21
'[)ze—l =y

erhalten wir dieselbe Bedingungsgleichung

2 i)+ A 4. 4, =1 o)
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§ 9. Allgemein ergibt sich (fiiv 2# < p nach § 6)
D VN &
n—r 2-‘] Oa or XL jllu’ 7

3
und nach ecinigen T'ransformationen

Du—-:z'r: 2an«—2? (n o ) Lu (‘3) —I_ 2@”"—29‘“}-2 (nﬂ_—zér—*— 2)
i [ O" 3 Ay, (“) Lo Ao S (8)

(25)

Setzen wir

o 2 g o P
dg:AN“WAMwy¥A02yAM@y+”.

P a2 < 26
o 0 S (4) (26)
und beriicksichtigen wir, dass
090 = (1) =1 + () (9—2)" —
ifi (‘I’) 0% (27)
Y
so wird nach einigen Umform'unfron'
) 2 or r |
M=, +|(F) A 07+ (3) A%0"] 4, + . +(({’
A 02'3' _|_ g) Ag 02?' —l—- o + (27') AQ) OZTJ
und wegen
i / n /] 2 n
) a0 )0k
P Pan n (29)
+®A0—p

st

ML= A, +2" A, 874, 4. 4p7 4, (30)



Fiihrt man nun (30) in (25) ein, so wird

—2r P ..
'l)n—:z'r e 2“‘!1—2'1‘ (” 027) M)l + ‘Za”“.u.,.u (ﬂ "2’+2)

p n P f
M, +... .+ 2a, (21') M,, (31)
und da auch
D,i,,g,.- = ,—9r (32J

ist, so gelangt man durch das rekursive Verfahren des
§ 8 zum Bedingungssystem -

I~ 1
Y =3
MY =0 133)

ME =0
oder wegen (30):
24+ 4 4+... .+ 4,)=1

Ay 22 dy 4 42, =0 (94

Ay 27,4 o0 4 pr A, =0
Dicses System von » - 1 Gleichungen mit p 41
Unbekannten ist cindeutig 16sbar fii p == . Ist p "> r,
so gibt es unendlich viele Lisungen, dic Aufgabe ist
i allgemeinen, wenn nicht noch andere Bedingungen
hinzutreten, nicht ecindeutig losbar. Ist endlich p < »
so lassen sich beliebige p 4 1 Gleichungen unter den
vorliegenden » 4 1 herausgreifen: fiiv diese erhilt man
eine cindeutige Liosung, die auch fir alle ibrigen Glei-
chungen gilt, nur wenn alle Determinanten der Matrix
|

i dy—zds Hy ooi Ay |
(35
l 0 x‘:l.l 22 ;12 w o o 1)2 ‘4‘IJ )

| 0 A, 274y, .. p4,
verschwinden. (Spezieller Fall des § 11).

|



§ 10. Die Gleichungen (34) stellen die Bedingungen
dafiir dar, dass alle Differenzen von der n-ten bis zur
n-2r-ten unveriindert bleiben, wenn mit Gleichung (1)
die durch Gleichung (2) verlangte Transformation vor-
genommen wird.

Iis soll nun gezeigt werden, dass dieselben Be-
dingungsgleichungen Geltung behalten, wenn auch noch
die n-27-1-ten Differenzen der beiden Funktionen Y,
und Z, identisch gleich sein sollen.

Tis ist

291 n
: 1) y
D"*—‘Z‘J'—l e \V} OI - 2}.‘[ A"U. (lr> = {_\3())
b /

)

]

40

P P .
o 4 fit 41 1
=5 (/”._2"_[ %Jﬂ"" Jl‘“’ (0) —|'— (JM_:_,?, -1 21}”‘ A.lu (I]> _{_ T

4ot L/z AJ(') SO
/

71 o

n—2qr—1\ &, i :
=2 Ay 2r—1 ( 0 ) 2 A'.” (‘0) + 2 @y

1]

(n—227'+1) A 02 Z” ) (u> b4 20 (7:;1)

.y
0" > 4, (!1!)
1 )

n—=2r—+1 35y, A4 |
-1-2([,"_2,‘_%1( T )4\20 S Ay (‘2’) S

n——1 2 A2 ,1)1 )
+2a, ( 9, ) A0 %,u. A.N (#2 )

; Ji- 9 q (38'
bao, (%) 4707 4 (5)
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und analog wie in § 9, erhiilt man
n—2y-— | P
— 9 ‘ 7 5]
an:zr—l = Ay g ( 0 *‘I[n + = a’,,,,_m.l 0
n—=2r+1\ 4,0 n— , 189,
( 9 )J[2 +e 20, l(t;)‘) \ M\,

und da
l)‘nﬁ‘_‘r—l — Up—ap |

sein muss, so ergeben sich wieder die fritheren Be-
dingungsgleichungen (331 und (341, was zu beweisen war.

{0
Jkﬁll’ d. h.

dic notwendigen Bedingungen dafiiv, dass die Diffe-
renzen aller Ordnungen der beiden Funktionen )V

1. Setzen wir n — suchen wir

?

1)

und 7,y gleich werden, so ergiht sich

0 + ll -+— l; + : 6 + lp)—_ ]
A + 2" A»—{— + P Ap_() (40%)

Ay + Q2 Ag —+ . —|— p“"‘ Ay

\ ; n n—41
worin /& die ganze der beiden Zahlen - oder —‘l_

i

[ 2 siteli | 21
| 3/‘»‘—{—1 t \ 2]t7+|

Difterenzen hat, so zeigt dieses Gleichungssystem, dass

Da eine Funktion vom Grade -

sich Funktionen Y,y belichiger Ovdnung aut die durch
Gleichung (2) bedingte Weise reproduzieren lassen.
£ = 5 !

Zum selben Gleichungssystem gelangt auch  Landré in
Ehrenzweigs  Assekuranz-Jahrbuch  XXIL , Ausgleichung mittels
der Theorie des Minimums®. Den  Versuch einer allgemeinen
Theorie der mechanischen  Ausgleichungsmethoden®  unternimmt
Altenburger im ebruarheft des 3. Bandes der Mitteilungen des
oyterreichisch-ungavischen  Verbandes  der  Privatversicherungs-
anstalten. 1907,



§ 12. Man kann aber auch Z durch Y und
dic Ableitungen dieser Funktion darstellen, wenn man
die in den vorausgehenden Paragraphen gefundencn
Resultate verwertet!).  Driickt man in (16) die D)

durch die M7 aus den Gtleichungen (31) und (39) aus

SO st

Zw=2M{a,2"+a, "' +a, " +.. .+ a
+ 2y ( ) 0 @ ("1__;1) o o4

n—2 1 23— 2 i
+(" T T e (S [
i 2y | (41
2?) @,, ‘ -+ ..

20

und daher

A =2MP Y, + 2MJ’2— YY 4 2Mp 4, ¥IY 4.,

1 ; (42)
3 ;p )/(2;) 21}[) 'K )t) /
+ Z.L]{[), {2 _|_ + 2¢ (215)’
in ¢ dio ganze dor beiden Zahlen & oder =% i
worin ¢ die ganze der beiden Zahlen 5 oder —5— ist.
Da die Bedingungsgleichungen dic Gestalt haben
1
MP=—- MP=M=. =ML =0
S0 st
1
I S Ve o - L (2r-42) ¢
‘J(:c) =1 () + 23[2}:-1--2 ‘2)._|__2) ! (,’) + + ‘21[
! (24) (43)

@i T

') Dabei ist vorausgesetzt, das Y.y differenziechar ist. Doch
gilt die Formel auch allgemein, man muss nur unter Y@ (x)
die entsprechenden Koeffizienten verstehen:

(2?)' \(‘)r) o -~ 3. (N‘)' )(I,” 1 2" -2 -1 T g:) (tzj,]
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Diese Gleichung sagt aus, das Z vom selben
(irade wie Yy ist und dass diec Abweichungen sich
durch ecine parabolische Kurve darstellen lassen, welche
vom Grad n—2r—2 ist.

Fihrt man Gleichung (43) mit Ililfe von (30,
iiber in

4 N -l
i o=Y 21 4 L o M % i o
(@) w T {m+2 + (2r4-4)! T
| ™ +
(@) | f|"7 2)

—|— P [-—I—-+ rl.1)1(27'*+2}! 1) _I'_ + H'

l (44
Y|

und wenn man mit
292

aerty P Yt ). 0 — O (45
(@, p) ’*“(‘)' _{_2 f ' (L) + Y wy W= 2k 145

bezeichnet, so vercinfacht sich die Suhreibweisn von
43)

iy = Vigy 4 2[4, WED 4 4, G 4. 4 4,
) 46)

Der Fehler, der durch Einsetzung von 7, an Stelle
von Yy ensteht, ist durch die Difterenz

- ’ 9T, (2r4-2 i1z :
1 }(:?"1' ) A( 2 | l o c) 1)) + AL’ ‘IIEJ')‘ !Z)J + B E + *lp
2 |-9) \
‘“Ea«', ) 47

gegeben,

§ 13. Verwendet man die Bezeichungsweise des
letzten Paragraphen und nimmt tir die Gleichung (43)

n=2r-42

S0 Ist

1 n!
YM A )ﬁ 2 U' Y(”{ ==QMP P @, =2M2 a, (48)



d. h.: Wenn man eine Funktion Yy vom Grade 2r - 2
in der Weise in einc andere Z,, iiberfiihet, dass die
Differenzen bis auf die 27 4 2te unveriindert bleiben, so
unterscheiden sich diec Werte der neuen [Munktion von
denen der alten um einen konstanten Wert: . h. es
erfolgt cine parallele Transformation.
Ist
=2 4+ 3
S0 18t

g — Ty = 2MY 5 — Y(',‘} = 2Mr '"-",' (+Ula,,,
(49)

%

(e

_— | NPT P - &
anla,]| =2M?  [n+41)a, x4+ a,]
Es erfolgt eine parabolische Transformation.
Ist Y als Potenzreihe gegeben, d. h. ist

% == o0, |
=@y + x4 ayx? 4 ...

S0 erschcint u.uch Zy in dieser Form:

i = 2 Yo+ 2ME Vi - BML VD . 50

§ 14. Man kann die Aufgabe noch dahin erwei-
tern, dass zu den frither aufgestellten Bedingungen
dic hinzugefiigt wird, dass die Summe der Fchler-
quadrate ein Minimum wird:

[(¥Y — Z)?]| = Minimum
oder

’q‘i (A, BEAD + A, B 4. 4, BEHT ‘

(®, )

= [X*] = Minimum, (51,

Iis ist daher die Aufgabe zu ldsen:

[X2] 4 ey N2 4 Koy M2 k) MP 4k, M2

Minimum (52)

y 1
N = M} — 5



6l

d. h. es muss

[ X7 ¢ Vu d ﬂf[»f’ o d M.., — 0
d Ay + 0 + e d A, e s B “d A,

(03)
d |X" d \“’ d MP o ML

l th Ny ; ) B
d ., + /‘“ + s dd, s Yo dd, v

und nach durcl,lgefiilu'h_zr Ditferenziation

. I
) (2n-t1) o0 __
2XWE + 5 =0
Cpenin o Fegy = U
(e, 2) + +"+"'_{— bap — U
zxq»v’"!”+---’-‘—“--+/wz + oo e 22— 0

o (D4)
2\ 5(2:1 |-r) /‘[) 9 -
| (2, —*‘ 9 /sz) —][* Coe + kz-r PEF poesg ()

Diese Gleichungen liefern ecine eindeutige Lidsung
ficr dic Werte der Koeflizienten A, ... 4, als Funk-
tionen der &, deren Anzahl » <4 1 ist. I'tihrt man diese
in Gleichung (52) ein, so erhilt man die & Werte,
die, in (54) eingefithrt, die endgiiltigen Werte der .,

Ay, bestimmen.

Diese Aufgabe soll lediglich zeigen; wie die vor-
liegenden  Entwicklungen  sich pmktl.%h verwerten
lassen. Daher wurde auch der leichteren Durchfihr-
barkeit halber davon abgesehen, fir die einzelnen Ab-
weichungen verschiedene Gewichte zu verwenden, was
bei ciner strengen Durchfithrung der Aufgabe erforder-
lich wiire ).

) Auf die Bedeutung der Gewichse hat insbesondere Graf
in Hett 1 (1904) der Versicherungswissenschaftlichen Mitteilungen
des dsterreichisch -ungavischen Verbandes der Privatve wsicherungs-
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§ 15. Die Gleichung (16) zeigt, dass bei Wieder-
holung des Verfahrens, indem man Z ebenso behandelt
wie ¥, immer wieder Resultate von der Form der
Grleichung (16) erhalten werden, worin die Koeffizienten
D3, nach s-maliger Iteration, analog aufgebaut sind wic

§ 16. In den vorausgechenden Untersuchungen
wurden dic Voraussetzungen auf ein moglichst geringes
Ausmass eingeschriinkt. Wesentlich ist nur die For-
derung, dass die behandelten Funktionen eondliche
Differenzen besitzen, d. h. also, dass sic innerhalb des
[ntervalls  keine unendlichen Spriinge machen.  Die
Behandlung der Aufgabe konnte noch in der Richtung
eine Verallgemeinerung erfahren, dass man von der
Bedingung  der Homogenitit, der Symmetric und der
Aquidistanz der gegebenen Funktionswerte absieht,
wodurch natiirlich die Durchfithrbarkeit der Aufgabe
keinen Abbruch erlitte, wohl aber eine bedeutend
hohere Komplikation der Formeln eintriite.

anstalten unter ,Fine vorteilhafte Methode zur Ausgleichung von
Sterbe-Beobachtungen nach der Gomperz-Makehamschen Formel®
hingewiesen.
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