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Zur mechanischen Ausgleichung.
Von Friedrich Zalai.

Unter den Ausgleichungsmethoden hat sieh in der
letzten Zeit besonders der mechanischen das wissen-
schaftliche Interesse zugewendet, wie die zahlreichen
auf diesem Gebiete in den letzten Jahren veröffent-
lichten Arbeiten beweisen.

Das Problem der iwec/iciwisc/ie« /Iwst/Zeic/mm/ liisst
sich im wesentlichen darauf zurückführen, dass eine

gegebene Funktion (/if) durch eine andere ebenfalls

willkürlich vorgegebene Funktion F) dargestellt wird.
Im nachfolgenden soll nun auf elementarem Wege
gezeigt werden, wie eine gegebene Funktion sich
linear homogen und symmetrisch durch eine Reihe
von Funktionswerten einer anderen ausdrücken liisst.

§ 1. Von der Funktion seien nur die Funk-
tionsworte in den iiquidistanten Punkten x, a; -(- 1,

a: -f- 2, und a; — 1, .« — 2, gegeben, und in

diesen Punkten sei 3f^ als Funktion vom «-ton Grad
des Argumentes entwickelbar :

F(œ) «0 + «, a: + «2^4- + a» ' 1 '

worin die Koeffizienten reelle oder komplexe Konstante
sein können.

Es sei nun die Funktion ^ linear, homogen und

symmetrisch in den Funktionswerten von y für die

gegebenen Punkte a; darzustellen :
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^(œ) 2 Ao F(a,) 4" Al [1 1) + ^V'+D.l 4" Aa [ ^(as—2)

4~ ^(x+2)J -f + ^ [^*(»-2») 4" ^ l®+2>)] '2)

Unsere Aufgabe bestehe darin, die Koeffizienten
A unter gewissen Bedingungen zu bestimmen.

§ 2. Es bezeichne A> A*- • A^ die erste,
zweite o-te Differenz einer Reihe in aufsteigen-
der Richtung, und Ai, AÎ, • • • A? entsprechend in
fallender Richtung, so dass

A Aœ) — d E (k)

A* ï ix» AA+i) — A^V)

A^,= A^'iW„-A*"'r<*,
und ('3

Al d (3;)
1 (x 1)

Ai Ai y<œ-i) — Ai A.o

AÄ>
'

A?"'iVi)-A?"' A,>

§ 3. der Aw/ijw&e: Es sind die Koeffi-
zienten Ao, Ai Ap unter der Bedingung zu be-

stimmen, dass eine gewisse Anzahl w — (' 4~ 1 der
endlichen Differenzen von F^.j und von der hoch-
s ten Differenz an gezählt identisch für die Werte des

Argumentes einander gleich seien, d. h. :

A" ^<*> A" ïA)
A" ' ^<®) ~ A ' d („) 14 ;

A" ür<*, A^(„
Berücksichtigen wir, dass, wenn die ç-ton Diffe-

ronzen der beiden Reihen in allen Werten des Argu-
mentes einander gleich sind, auch alle Differenzen
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höherer Ordnung einander gleich sein müssen, so redu-
zieren sich die Bedingungen 4 darauf, das»

A" F,*, un

§ 4. Zur Durchführung unserer Aufgabe benötigen
wir einiger Ililfssiitze, die wir im folgenden ableiten.

Zunächst müssen wir A?®* bestimmen:

i -|- o i — ^ ^ — 1 ~t~ — ^ '

- +1 - D-(A*
oder nach Durchführung der Potenzierungen und Ver-
einigung der Glieder mit gleicher Potenz in as:

Setzt man in Gleichung 51

as 0,
so erhält man

A^ o« A - ,o - i.u + ,o_ 2i" +

A? 0'% die ()-te Differenz der s-ten Potenzen der
natürlichen Zahlenreihe, die mit 0 beginnt, stellt den

Koeffizienten des allgemeinen Gliedes in der Entwich-
lung (6) dar.

Unter Benützung des durch Gleichung (7) dofi-

nierten Symbols nimmt die Gleichung (G) die Form an :
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A" X-' j s'-<? A" 0" + * i) x'-rn A® 0? "

+...+Ä
weil wegen x'" 0 für /t < o alle vorausgehenden
Glieder wegfallen.

Ganz analog erhält man :

Af x (- i)<? Q / A^ o? + (- i)^' (^i)
JÇ.-Ç+1 ^ + • • • + (— 1/ (j) 0' (8*)

§ 5. Entwickelt man jetzt

A« A*> «„ A" + «„+, + • •

s

+ «„ A* *"
und verwendet die Beziehungen (8), so ergibt sich

A-, («+") A''o^" + x"ä?«

/ /+'^ (9)
A+h—» —<?/

-«? 'v^V.«" C+1«
w—(>

^ ^

und analog:
n— p

A? r„ if (- A*" «,+„ (A;;) A' <A" +

qC+.h-«-? (9*)
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Der Kürze halber bezeichnen wir mit

/K die Koeffizienten in der Entwicklung von /\''

diejenigen in der Entwicklung von /\f K,^,

so dass

// v" « H),
P - (?+/«

b}-» (Ä)-I«'.A

Dadurch worden

*
(.») ^ + -ßj, a-'" + • • + ß* +

-f ck"~"
'

P

Af l'w + B>; * + 1'-; + + BV +

P

und die Summen der Differenzen gleicher Ordnung

A<' + Af ß, + 15 ; + ,0 + B^ +

+ a/i//+ lij)+ + .r"

(2?"-P _J_ B"~")
P P

0" + Cj a; + + C| »*+...

4



worin

c? - /À 4- B* "s? a " 'A 0^'~*
-t £ «? ^ £+|W \j)-l-(U-//

[1 + (— 1) |.

§ 6. Unter Benützung der Identitäten :

I (*+;<) •*
(œ) ~t~ (l A "~t~ (2) A"* A*) + • '

+(!:)A*I, "»>

1 (*•-/«) - - -i (x) + (j1 At 1
(#) "t'A'2) Ai A« + • •

+ (ii Al A*>

+ + CA" A*,4A?A*>>2" a(J!) ^

geht ferner die Gleichung (2) über in

Ar) — 2 A*> 2'' 4" ~t" * A ' (r) + Al * (»>) Z"' A« 1
Ü L

P
V/'
2>

Infolge von (12) wird jetzt (141, wenn wir setzen:

2 1
(as) — 2 [«u -f- «1 as 4 fta X' -j- -j- «h as j G'o -j- C1 as

4 <7° A 4 4 0" A,
gleich :

Ar) — S" -At (I'o 4 'A J: -f • A Ai as 4
0 '

AU"^'
4...
+ 2" At l'l) (A) 4 A| a: 4 • • • + Al-1 A ')

+ Z" 4p (3 CCS 4 C?as 4 4 4/ „ A~4
2>



51

2? r; 2> /||\ Î ^ Î) p
IV 6V I." A,, M + + a;'-1'/ Cj I" d
0

/y \ // 0
-jy

• • + C*_p I" A(t (•") +... + A £„ (;;/
» ' W

1 7<

Dadurch haben wir eine Entwicklung von z?,^,

nach Potenzen von x gefunden,

^(®) — ^o"t" A ® +A; ^ + • + A -(-

D x" * + D A"" !-'+... + £) A 116)

worin
2' „ 2»

öi »C|v,.-V("), {< A""AA
0

.,y
' \ *?/ l/c A — w -f-jo fur A > M £>

die der Gestalt nach mit (1) übereinstimmt. Daher hat

auch /A ^(®) dieselbe Gestalt wie /A' E(^) und wir
erhalten jenen Wort, wenn wir in /A' I',,« die KootH-

zienten ^ durch Z)^ ersetzen (siehe Gleichung 9) :

A< A,, y /do l u A* o'+" + a: v? /),,

(4AA°»"""'++*' M4Î"
A«0'""-*+...+ ..:-AV;„(„+AA,.)a"

« - n \s i • s /

qO+/1-«-0 (17 I

a" + a'® + • • + aj + • + a"~® O»)



§ 7. Greifen wir nun auf die in § 3 gestellte Auf-
gäbe zurück, so muss die Gleichung («) für alle Punkte

.r, cc-f-l, a;—(-2, x—1, a;—2, erfüllt sein. Unter
Zuhilfenahme der Gleichungen (18.) und (11) ergeben
sich die «—p-f-1 Bedingungsgleichungen

*0

p p

G" '' u" ''

Führt man die angezeigten Operationen wirklich
durch, so liefert dies das Gleichungssystem

a^O"+vi, (SD A"

A" 0"=V, (;;) A" 0"+e,H-, (SD A' ' + • • •

+ a, (;;) a® o"

Vg (*+*) A* 0- + .-. + «„ („Ii) A^o"-' Dp,,

SD A"o®+ - +A,(„G

: A*0<? D„(") (20)

und gehen wir in diesen Gleichungen der Reihe nach

den p die Werte

«, M—1, «—S+l
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so sieht man nach einigen Transformationen, dass

A< --- ft„
^/t - 1 l

21 i

sein muss, wodurch die in Sj 3 aufgestellte Behauptung
ihre algebraische Bestätigung findet, dass die Aufgabe
gelbst ist, wenn die « o-j- l Bedingungen ,4, er-
füllt sind.

§ 8. Nun ist

Ai S'/ 6','/ v„ .|„' V '//
oder entwickelt :

— T, [1 + ' '"II-'d + + • • • + A,,}

-2«„,^++A '22,

Da aber auch i Gleichung 21 j

/) ft« «

so ergibt sich als ßedingungsgleichung dafür, dass die
Differenzen «-ter Ordnung gleich sind :

2 i'.A„ + A, -f- 0,, -f- -f- l [23i

Durch rekursives Verfahren liisst sich für 1>
» — 1

der Wort

'A„ + A, + • • + 24

finden, und da auch i Gleichung 21

« -,
erhalten wir dieselbe Bedingungsgloicliung

2 ' + A, + • • + A — 1 !23,
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§ 9. Allgemein ergibt sich (für 2r<(T nach § 6)
2r

» cj..„ £«4«
° '/

und nach einigen Transformationen

^=2<W( 0 )fM'o)+ ^-,H
,9A0"2> V(l) + A'0*Z#A

1-2

w—2r+2\

M l 2 + • • • + 2«

A o"i« 4, (ï) +... + A"' o»§. A^

'» \ 2r

(25)

Setzen wir

^=A0'^4,, î +A"o^4h" 2

+ A"' (A S" Au
2?' '

und berücksichtigen wir, dans

o"" </A

+
(26)

</ A'' f (?)"/ 2 -

+ (^) ()"''~ Wv

so wird nach einigen Umformungen :

(if) A" o"'

(27)

— A
j -f" A o 4 + • +

A o"' + (I) A" o" + + (*) A"' o"] A,

und wegen

0
(28)

A" o" + (J) A o" + (I) A' o" +..
+ ft) A" o" ?" (29)

ist

A/f,. — A, + 2 Ag + 3 A.j —|- —(- jp A.p (60)
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Führt man nun (30) in (25) ein, so wird
y I o /«—2r+2\

2 j
131

2«„ _j,. (%*) M„" + 2a„_*.+„

k +... + 2o„ -C
und da auch

-^u-2r — ^//—2?* (^2)
ist, so gelangt man durch das rokursivo Vorfahren des

S 'S zum Bedingiingssystem

l/'' —
'

— 2

IL" (33)

oder wegen (30):
2 (vi(| -)- vi i -f-

vi 1 2" vis

• • + vi,,' — 1

+ • • • + 2»' '1* <»

(34)

vi, + 2"' vi, + + r"' vi, =0
Dieses System von /-(- l Gleichungen mit yj —j— 1

Unbekannten ist eindeutig lösbar für yi — ?•. Dr /> /•,

so gibt es unendlich viele Lösungen, die Aufgabe ist
im allgemeinen, wenn nicht noch andere Bedingungen
hinzutreten, nicht eindeutig lösbar. 1st endlich ))<r
so lassen sieb beliebige p -f- l Gleichungen unter den

vorliegenden »• 1 herausgreifen: für diese erhält man
eine eindeutige Lösung, die auch für alle übrigen Glei-

ehungon gilt, nur wenn alle Determinanten der Matrix
1

A« vi i A 2

0 vi, 2- -L

/L

vl„
,35)

0 M, 2'Ma ./AM,,
verschwinden. (Spezieller Fall des § 11).
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§ 10. Die Gleichungen (34) stellen die Bedingungen
dafür dar, das« alle Differenzen von der «-ten his zur
n-2r-ten unverändert bleiben, wenn mit Gleichung (1)
die durch Gleichung (2) verlangte Transformation vor-

genommen wird.

Es soll nun gezeigt werden, dass dieselben Be-

dingungsgleichungcn Geltung behalten, wenn auch noch

die «-2r-1-ten Differenzen der beiden Funktionen
und identisch gleich sein sollen.

Es ist
-''G P /„\Ai-2f-1 2* 2" ff „ I'M (36,

» ç ' V/7

ALr-l 2" ^ (o) + (l) + • • • •

_|_ t/"''' ' ff M ^7,

(" 'il *) A« (o) 2,

(—»+') A »• f 7. (ï) +••• + 2«.-, (V)
A 0"'' |/« ff„ ^

+ 2 ^ o* f" A« (2) + • • •

+ ("2/) t"' (2)

+* -1 (v ' ^ ^ !" A* (s)
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und analog wie in § 9, erhält man

"X-ar-i (" 0 ') + -®»~sr|

(-V+»)«?+...+».. ,(VK »•

und da

2r —l ---- Ö71—2r- 1

sein muss, so ergeben sich wieder die früheren Me-

dingungsgleieluingon IS'ii und 1341, was zu beweisen war.

§11. Hetzen wir w 2/' — J d. h., suchen wir

(lie notwendigen Bedingungen dafür, dass die Dille-
ronzoii aller Ordnungen der beiden Funktionen
und gleich worden, so ergibt sich

2 i ,lo -f- - Ii -f- -)-•• + .1,,)=- 1

di 4' 2" À3 4- 4- /r d,, 0
,40*,

,L, _j_ 2«M»4-...4- p«'Ap 0

worin /; die ganze der beiden Zahlen oder ist.

Da eine Funktion vom Grade j auch |
|

Ditfermi/.en hat, so zeigt dieses Gleiehungssvsteni, dass

sich Funktionen Y,.,.) hidiebiger Ordnung auf die durch

Gleichung 12; bedingte Weise reproduzieren lassen.

* Zum Sellien Gleiehungssystem gelangt mich /.'iw'r« in

Ehrenzweigs Assekuranz-Jahrhurh XXIT. „Ausgleichung mittels
der Theorie des Minimums''. Den „Versuch einer allgemeinen
Theorie der mechanischen Ausglcichungsincthoden" unternimmt
zli/enGi/y/er im Eehruarheft des Ii. Bundes der Mitteilungen des

österreichisch-ungarischen Verbandes der 1 >ri vat versichern ngs-
anstalten. 1907.



§ 12. Man kann aber auch durch F^., und
die Ableitungen dieser Funktion darstellen, wenn man
die in den vorausgehenden Paragraphen gefundenen
Resultate verwertet /). Drückt man in (16) die /l^
durch die jV/J aus den Gleichungen (61) und (39) aus

so ist

^(®) 21/^ [a„ x" + «„_i x" + a„_, x"~-' + • + «„1

+ 2i//' H—2 I /« 1

ax- +

+ ("-?+')«,/ « - 2j'-|-2
' ...+

+ 2 il//'. 2r / +

+

4 1

2/-

+ •••

—2?*— 1 Ix -f-

(41)

und daher

2Jf* F,,, + 2il//'g, I".',', + 21//'1 F£ +

+ i^t *» +- + **Sf/)! >«

worin < die ganze dor beulen Zahlen — oder
—g—

ist.

Da die Redingungsgloichungen die Gestalt haben

i/o"
'

.1//' J//' 0

so ist

^,*> >;, + 2ii//;.„
1

(.11 (2r+2)l
1

(•_'/)
' <*>

+ + 2M/(

p(2i) (43)

') Dabei ist vorausgesetzt, das 1/,,.) differenzierbar ist. Doch
gilt die Formel auch allgemein, mau muss nur unter (.r)
die entsprechenden Koeffizienten verstehen:

(2r) [(.") a„ x- + V) «» ' ''+ + (lr)



59

Diese Gleichung sagt aus, das vom selben

Grade wie 14 ist und dass die Abweichungen sieh

durch eine parabolische Kurve darstellen lassen, welche

vom Grad w—2r—2 ist.

Führt man Gleichung (43) mit Hilfe von (301
über in

Y
(x) 4.r) + ,1 i (OS

i(2r+2)l '
2,'+

1-0

+ • •

vM 1

I a (as) I J+ 4; I + • • • + ^

und wenn man mit

J 2r+2
I 4 yl2r+2) I I

<42,-1-2 : «*> ' ' ' „

y(n)
(») I

J

44)

ji;(2r-M) _ _4 v-ur-l 2) I y(n). „ _ 9/,.- i4f)' 1®, p) — (2,'4-2'i <*' ' „ <
* («>' " — ^

bezeichnet, so vereinfacht sich die Schreibweise von

'43) in

4,) - 14, 4. 2 [ri, + 4 + ••• + 4
'46,

Der Fehler, der durch Einsetzung von 4«) Stelle

von Y,,.) ensteht, ist durch die Differenz

>'(*, - -%.| 14 «Ii! 4 + 4 4 + • • + 4,
,47,

gegeben.

</;(-'>• 1-2)1' («, p) I

S 13. Verwendet man die iiezeichungsweise des

letzten Paragraphen und nimmt für die Gleichung (43)

m 2r -f 2

so ist

K„, ^) 2^4-F{-=2^^«„^2^«„ .48.
« 1 >2 I
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d. h.: Wenn man eine Punktion 1+ vom Gracie 2r+2
in der Weise in eine andere .2+ überführt, class die

Differenzen bis auf die 2r -)- 2/e unverändert bleiben, so

unterscheiden sich die Werte der neuen Punktion von
denen der alten um einen konstanten Wert: d.h. es

erfolgt eine parallele Transformation.
Ist

« - 2r + 3
so ist

>'<«, - ^ r<S| 2r¥,;' 1 [4+1, «„ „
«+ «! «„] 2.1/" | w+1 er + «„]

Es erfolgt eine parabolische Transformation.
Ist 1+ als Potenzreihe gegeben, d. h. ist

M oo,
(tc) ~~~ »0 ~~f~ ^1 ^ ~f~ ' " '

so erscheint auch +„) in dieser Form:

24/,f ¥(,, + 2¥f +... + 2i¥^ +... (50)

§ 14. Man kann die Aufgabe noch dahin envoi-

tern, class zu den früher aufgestellten Bedingungen
die hinzugefügt wird, dass die Summe der Fehler-
quadrate ein Minimum wird:

|(F — i?)* | — Minimum
oder

[4 [+ «P<£+f> + Mo «P<£+f> + +
|Ä""| — Minimum. 51

Es ist daher die Aufgabe zu lösen :

m + *o ^ + fr* « + fr, + • • • + frai-

Minimum (52;

WÏ A/£_±
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(1. h. es mus*

d[X*| rfJVo" dMf dIZ£
,«; + '» îx + '" rfZ, a, °

5;Si

'/.I,
' ' " '/ .1;.,

"

und nach durchgeführter Difforenziation

2 A; + A „

2X df;»+;-) + ^ + A-, + • + /;,, - o

2X !,[' + A + A, 2* + + A*, 2'-"' 0

1541

^V'C.j;f+ | • A*j;» + i-Av./-- o

Diese Gleichungen liefern eine eindeutige Lösung
für die Werte der Koeffizienten .1, zip, als Dunk-
tionen der deren Anzahl »• -j- 1 ist. Führt man diese
in Gleichung (52) ein, so erhält man die A Worte,
die, in (54) eingeführt, die endgültigen Werte der A,

Aj, bcstinunen.

Diese Aufgabe soll lediglich zeigen, wie die vor-
liegenden Entwicklungen sich praktisch verwerten
lassen. Daher wurde auch der leichteren Durchführ-
barkeit halber davon abgesehen, für die einzelnen Ab-
weichungen verschiedene Gewichte zu verwenden, was
bei einer strengen Durchführung der Aufgabe erforder-
lieh wäre*).

') Auf die Bedeutung der Gewichte hat insbesondere Gr«/'
in lieft l (1904) der Vcrsicherungswisscnschaftlichcn Mitteilungen
des österreichisch-ungarischen Verbandes der Privatversichornngs-
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§ 15. Die Gleichung (16) zeigt, class bei Wieder-
boiling des Verfahrens, indem man ^ ebenso behandelt
wie F, immer wieder Resultate yon der Form der

Gleichung (16) erhalten werden, worin die Koeffizienten
nach s-maliger Iteration, analog aufgebaut sind wie

die D^.

§ 16. In den vorausgehenden Untersuchungen
wurden die Voraussetzungen auf oin möglichst geringes
Ausmass eingeschränkt. Wesentlich ist nur die For-
derung, dass die behandelten Funktionen endliche
Differenzen besitzen, d. h. also, dass sie innerhalb dos

Intervalls keine unendlichen Sprünge machen. Die
Behandlung der Aufgabe könnte noch in der Richtung
eine Verallgemeinerung erfahren, dass man von der

Bedingung der Homogenität, der Symmetrie und der

Aquidistanz der gegebenen Funktionswerte absieht,
wodurch natürlich die Durchführbarkeit der Aufgabe
keinen Abbruch erlitte, wohl aber eine bedeutend
höhere Komplikation der Formeln einträte.

Anstalten unter „Eine vorteilhafte Methode zur Ausgleichung von
Sterbe-Beobachtungen nach der Gomperz-Makeharaschen Formel"
hingewiesen.
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