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Die Wirkung der Zinsfusscrmässigung auf

Rentensätze.

Von Carl Dizler in Stuttgart.

Einleitung-.

Die Höhe der Leibrenten hängt bei gegebenem
Alter und gegebener •Versicherungsform insbesondere
ab von der Sterbetafel und dem rechnungsmässigen
Zinsfusse. Wird der Zinsfuss herabgesetzt, so ermäs-

s igt sieh auch die Rente. Der Zweck dieser Abband-

lung ist nun, im einzelnen darzulegen, welchen Ein-
tluss eine Veränderung des Zinsfusses auf die Höhe
der Rentensätze hat. Dabei sollen unter Rentensätzen
die jährlichen Bezüge verstanden sein, welche aus
runden Einlagebeträgen (100 Er. ; t Er.) hervorgehen.

Wir setzen zunächst den Eall, der reehnungs-
massige Zinsfuss betrage 4 % und für ein gewisses

Alter sei die zugehörige Leibrente dreimal so hoch,
nämlich 12% der Einlage. Hierbei ist die Leibrente
naturgemäss höher als der Zins, denn der Versiehe-

rungsnehmer erhält gegen Hingabe seines Kapitales von
der Gesellschaft nicht nur Zinsen, sondern auch Ka-

pitalteilo und Erbanteile ausgefolgt.
'

Die Verhältnisse
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liegen mm aber nicht etwa so, class die Rente einfach

mis zwei konstanten Teilen bestellt, im vorliegenden
Falle ans 4"/«, die von der Zinsanroolinung, und ans

8 %, die von der KapitalanHösnng und Vererbung her-

rühren. Die Rente ist vielmehr ein kunstvolles (le-
webe mit zahlreichen Kreuz- und Quert'iiden, die derart

in einander verschlungen sind, dass sich nicht ohne

weiteres erkennen und sagen liisst, welchen Kintiuss

der Zinsfuss für sich allein auf die Flehe der Renten

sätze hat. Nehmen wir nun an, der Zinsfuss werde

von 4% auf 3 '/-j "/o herabgesetzt, so fragt es sich, in

welchem Verhältnis die zugehörige Rente vermindert
wird. Beträgt die neue Rente wieder das Dreifache
des Zinsfusses, also lO'/h'V", '»der geht sie wie der

Zins um '/•„> "/o zurück, so class sie sich auf I I "/o

belauft, oder liegt der neue Wert zwischen, über oder

unter den zwei angegebenen Werten?
»

Die Fragen beantworten sieh zunächst am ein-

fuchsten auf empirischem Wege, nämlich an Hand von

Beispielen. Wir berechnen die Rontenreihen bei ver-
schicdenem Zinsfusso und bilden die zugehörigen Dif-
ferenzen. Vergleichen wir nun die Rentondifferenzen
mit der Zinsendifferenz, so lassen sich interessante
Gesetze feststellen. Das' wichtigste derselben ist, dass

mit vorschwindenden Ausnahmen die Rentendifferenzen
kleiner sind als die Zinsendifferenz. Sodann ist ein

charakteristischer Unterschied zwischen vor- und nach-
schussweise zahlbaren Renten. Durchlaufen wir die

Alter von oben nach unten, so ist die Difforenzonroihe
der vorschüssigen Renten klein anfangend und grösser
und grösser werdend. Bei nachschiissigon Renten fängt
die Reihe hoch an, nimmt allmählich ab, hat an go-
wisset' Stelle ein Minimum und nimmt dann wieder zu.



Mehrbetrag der Zahl der Lebenden |T* —/*]
bei Ausschaltung der Lungentuberkulose als Todesursache.

Männliches Geschlecht.

Alter

Yon II),<100 lebendjeebornen
überleben «Ins Alter

Knaben
r;

X' bei Kinscliluss
"

bei Ausoeliluss Differenz

der Sehwinilsiielitsmortalitiit /, /,

l 8,180 8,190 10

15 7,299 7,347 48

;io 6,624 0,919 295

45 5,578 6,159 581

50 4,471 5,139 668

75 1,410 1,722 300

90 47 58 11



Prozentualer Mehrbetrag der Lebenden
bei Ausschaltung der Schwindsuchtssterblichkeit.

Männliches Geschlecht.

Alter
.'6'

Von 10,000 lebendjrebornen Knaben überleben das Alter ,r

bei Einschluss bei Ausschiusa Differenz

der Schwindsuchtsmortalitiit absolut 7"

l 8,180 8,190 10 O.i

15 7,299 7,347 48 0.7

30 6,624 6,919 295 4.;,

45 5,578 6,159 581 10.4

60 3,942 4,592 650 16.5

75 1,416 1,722 306 21.«

.ßei'sjheL Von 10,000 lobenclgobornen Knaben überleben das 45. Alters-
jähr bei Einschluss der Schwindsuchtsmortalität : 5578; bei Ausschluss der
Lugentuberkulose als Todesursache würden 581 oder 10.V/o mehr leben.

%

2

If

10. /

4.9

Alter 0 15 ,,5 <j<) 75



Überlebenskurve des männlichen Geschlechts.

bei Einschluss, - boi Ausschluss der Lungentuberkulose als Todesursache.

bei Kinschluss I bei Ausschluss

der Schwindsuchtsmortalität
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Dabei sind die Differenzen der nachsehüssigen Routen

durchweg grösser als die der vorschüssigen. Das Mi-

uiuuuu fällt in die Alter zwischen 45 und 7(1 Jahren.
Da die Kurve ziemlich flach ist, so sind die Differenzen

in der (legend des Minimums oft durch 20 Jahre

hindurch nahezu konstant. Die Grundgestalt der Dit-
ferenzenreihen ist dieselbe, wie auch die Sterbejahrs-
rentenleistung, die Sterbetafel und der Zinsfuss he-

schaffen sein mögen. Wenn Sterberente vorgesehen

ist, fällt das Minimum zirka 5 Jahre höher als bei

Versicherung ohne Rente im Todcssjahr. Die darge-
legten Gesetze treten bei joder Sterbetafel auf, also

auch dann, wenn dieselbe eine arithmetische Reihe

I.Ordnung bildet (Moivresehe Hypothese), sowie bei
Zeitrenten (Reihe Oter Ordnung). Je kleiner der Zins-
tuss ist, auf ein desto niedrigeres Alter kommt das

Minimuni zu liegen.

Bei der mathematischen Untersuchung sind drei

Alter zu unterscheiden: das Eintrittsalter m, das End-

alter der Tafel m (/,„ — 0) und das Ergänzungsalter
oder die Dauer w, die sich definiert durch die Glei-

chung m «' .<•. Wir betrachten die zum Kapitale
1 gehörige Zinszahl t (z. Ii. 0,04), sowie die zur Ein-
läge I gehörige Rente 77. Die entsprechenden Dift'e-

renzen sind /\i und /\ 77. Soll beispielsweise das

Grössenverhältnis beider Differenzen untersucht wer-
den, so ist festzustellen, ob/\77</\f ist. Vielfach ist

es von Vorteil, zur Diskussion der Differenzen die

Differentialquotienten beizuziehen und nachzuweisen,
d77 d/

ob und wann < - 1 ist.
CM AM

Des weiteren greifen wir zunächst die auf Grund
der Moi Vreschen Hypothese (fc ir — ./ — ji) borech-
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notcn Leibronton, sowie die Zeitrnnten heraus. Mir
Hülfe geeigneter Potenzreihen gelingt es, das innere
Wesen der Rente gewissermassen mit Röntgenstrahlen
zu durchleuchten und über zwei wichtige Spezialfälle
überraschende Aufschlüsse zu erhalten, die in gewissem
Sinne als typisch gelten können. Uber Grösse und

Richtung der Rentendifferenzen erhalten wir in roher

Annäherung die Relationen
2 « l

e'-'- -¥'»+W'
für vorschüssige Leibrenten nach Moivre,

a"- /v
für nachschüssige Leibrenten ohne Sterberente nach

Moivre, wobei « — /c — ,c. Kbenso lässt sich Ort und

Grösse des Minimal wertes bestimmen. Der Minimal-
wort der Rontendifforenzen beläuft sich bei nach-

schüssigen Renten ohne Sterboleistung auf zirka 30"/«,
bei derselben Form mit voller Rente im Sterbejahr auf
zirka 75",» und bei nachsehüssigen Zeitrenten auf

zirka (i() «/„ der entsprechenden Zinsendifferenz.
Für ganz beliebige gesotzlose Tafeln lassen sich

derart spezielle Aachweise nicht erbringen. Doch lässt
sich ein interessantes Gesetz feststellen. Die Renten-
difforenzon sind niimlich unter der Voraussetzung kleiner
als die Zinsendifferenz, dass die Barwerte der Rente 1,

d. h. die Werte a.,-, a.,|i, a*+-' • • • mit zunehmendem

Alter abnehmen. Ist dies nicht der Fall, hat also

die Reihe a*, a.,- 1, a.„ | irgendwo ein Maximum,
dann ist es möglich, class unterhalb dieser Stolle die

Rontendifferenzen grösser sind als die Zinsendifferenz.
Es gilt, also

AA»< A<
wenn &,• > a.s 11 > a^i-s > • • •



Ei I

Zusammenfassend ist zu bemerken, dass tlio Ken-
tendifferenzen in der Kegel kleiner sind als die Zinsen-

differenz. Ausnalunen sind nur möglich am Anfang
und Ende der Tafel. Sie müssen vorkommen bei

naehscliiissigen Kenten in den höchsten Altern, also

lad Sätzen, die praktisch ohne Wert sind, und sie

können vorkommen, wenn am Anfang der Tafel die

Sterblichkeit unverhaltiiismüssig gross ist. Dies ist der

Eall bei Kontnertafeln in den ersten Lebensjahren und

bei Sterbetafeln für Invalide in den Jahren nach Ein-
tritt der Invalidität.

Die Abhandlung zerfällt in zwei 'lädle. Im ersten
Teile werden verschiedene Heispiele dargelegt, an denen
die bereits ausgesprochenen Gesetze ersichtlich sind.
Im zweiten Teile wird der Versuch gemacht, diese

Gesetze zu veranschaulichen und zu beweisen. Dies

geschieht in zwei Kapiteln. Das erste Kapitel führt
vor, was sich aus den Potenzreihen nach der Zinszahl i
folgern liisst. Die auf diesem Wege gewonnenen Ke-
huIlato sind klar und einfach, aber nicht hinlänglich
sicher und allgemein gültig. Das zweite Kapitel soll

hierin ergänzen und erweitern. Bezüglich der Zeit-
reuten gelingt es, Beweise in aller Strenge zu er-

bringen. Bei Leibrenten h'isst sich die Bedingung auf-
stellen, unter welcher das wichtigste Gesetz über das

J rossen Verhältnis zwischen Zinsendifferenz und Kenten-
ditferenz zur Anwendung kommt. Bezüglich der übrigen
Gesetze ist man auf Analogieschlüsse vom speziellen
Eall (Moivresche Hypothese) zum allgemeinen Eall

(beliebige Tafel) angewiesen.

Die im Anhang gegebenen Keihen zeigen, dass

diese Analogieschlüsse richtig sind.



Am Schlüsse folgen fünf graphische Darstellungen,
welche das 'Verhalten der Difforentialquotientenrcihe
in der Gegend des Ursprungs (« 0) veranschaulichen.

Wir ersetzen hierbei die 'f. -Reihe nälierungswoise
ai

durch die Gleichung // /!»;. Die Untersuchung geschieht
mit Hülfe dos Signierungsprinzips und des Prinzips
der linearen Kombination (Methode von Prof. Dr. G.

Keuschlc). Hierbei ergeben sich aus der Gleichung
zunächst einige Gerade, durch welche die Ebene in

verschiedene Zwickel geteilt wird. Diese Zwickel sind

für den Durchgang der Kurve abwechslungsweise offen

und gesperrt (schraffiert). Die Schnittpunkte der Ge-
radon sind zugleich Schnitt- oder Berührungspunkte
der Kurve. Man hat gewissermassen eine Landschaft
vor sich mit Bergen und Tälern, und sieht, wie die

durchtlicssonde Kurve eingeengt ist, wo sie Durchbruch-
stellen hat, ob sie links oder rechts in die Täler ein-
mündet u. s. w. Namentlich wird der charakteristische
Unterschied zwischen vor- und nachschüssigon Renten

ins Licht gesetzt. Beim Eintritt des Arguments •« ins

Positive kommt die eine Kurve von unten und die

andere von oben her, und diese gewissermassen soziale
Verschiedenheit der Geburtsverhältnisse bei gleichen
oder ähnlichen Endzielen ist bestimmend für den ganzen
Verlauf der Kurve rosp. Reihe.

Die ganze Untersuchung bezieht sich auf Netto-
werte ; ein Verwaltungszuschlag ist nicht in Berück-
sichtigung gezogen.

Die Leibrente besitzt eine sehr schätzenswerte

gute Eigenschaft : sie zeigt eine gewisse Widerstands-
kraft gegenüber den Veränderungen des Zinsfusses.

J-Ierabminderungon des reehnungstnässigeti Zinsfusses



kommen nur gedämpft in ihr zum Ausdruck. Wenn

beispielsweise der Zinsfuss von 4 "
» auf 8' '2 " » her-

untergeht, so vermindert sich, das Zinserträgnis aus

100 Fr. Kapital um öl) Ct. oder um 12' V/n. Die

aus 100 Fr. Einlage sich ergebende nachschüssigo Leib-

reute ohne Hterbojahrsrentenleistung geht unter Zu-

grundelegung der Stuttgarter Rentnertnfel von 1855

um folgende Beträge zurück: Eintrittsalter 80 Jahre:
44,6 Ct.; 60 Jahre: 40,7 Ct.; 40 Jahre: 41,2 Ct.;
20 Jahre: 42,8 Ct.; 0 Jahre : 58,7 Ct. In Prozenten

beträgt der Rückgang sogar nur: 80 Jahre: 2,02"»;
60 Jahre: 4,24"/»; 40 Jahre: 6,26"/»; 20 Jahre:
7,84"/» und 0 Jahre: 0,07"».

Es ist schon gesagt worden, das Gehl bekomme
durch die Rerührung mit dem Menschen persönliche
Eigenschaften. Man kann es mit einem Ross ver-
gleichen, das die Qualität des Reiters spürt und den
einen vorwärts bringt, den andern abwirft. Die Leib-
rente als die mit dem Loben des Menschen am engsten

verknüpfte Geldanlage besitzt einen menschonfreund-

liehen Zug. Wer Leibrenten kauft, sucht Schutz gegen
die Unzulänglichkeit derzeitiger Zinsverhältnisse und

gegen allerlei Unannehmlichkeiten, die mit dem Besitze

von Wertpapieren verbunden sind. Die Leibrente bleibt

nur ihrem Berufe treu, wenn sie sich spröde erweist

gegen die Einflüsse der Zinsfussennässigung.
Das verhältnismässige Beharrungsvermögen der

Leibrente gestattet einige Folgerungen und Vorher-

sagungen.
Der Zustand der Erlebensfallversicherung ist kein

rosiger; die Rentonversicherung rentiert den Anstalten
nicht. Wir befinden uns in einer Periode zunehmender

Lebensdauer, was für die Lebensversicherung günstig,
für die Rentenversicherung ungünstig ist. Die Rentner
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leben vielfach länger und beziehen mehr an Rente,
als sie rechtuingsmässig sollten. Durch neue, besonders
nach Geschlechtern getrennte Tafeln hat man sich aller-
orten bemüht, diese I lochkonjunktur an Lehenserwartung
zu fassen. Nun kann die Lebensdauer nicht unbegrenzt
wachsen; unsere Zeit schliesst auch lehenverkürzende
Momente genug in sich. Aber oh wir jetzt schon -

und namentlich bei Rentnern auf dem Beharrungs-
zustande angelangt sind, vermag niemand zu sagen.
Möglich ist es, dass die Rentner über ihr neuestes

Kleid abermals hinauswachsen. Dein möglichen Vor-
lust durch Sterblichkeit kann begegnet werden durch
sichern Zinsgewinn. Die Gesellschaften können einen
niedorn rechnungsmässigen Zinsfuss ansetzen zum Aus-
gleich gegen etwaige Sterblichkeitsverluste. Kino solche

Massregel bietet im allgemeinen mehr Vorteile als

Nachteile.
Unsere Zeit zeichnet sich nicht nur durch Zu-

nahine der Lebensdauer, sondern auch durch Zunahme
des Wohlstandes aus. Mit der Vermehrung des Kapitals
geht eine Verminderung der Rentabilität Hand in Hand.

Es dürften noch Zeiten kommen, wo erstklassige Anlage-
papiere wesentlich weniger abwerfen als heutzutage.
Die sinkende Tendenz des Zinsfusses hat auch ein
Sinken der Renten itn Gefolge, gelegentlich bemerkt,
ohne rückwirkende Kraft für bestehende Versicherungen.
Aber der Rückgang der Renten ist absolut und pro-
zentual geringer als der des Zinsfusses, und damit wachsen

die Leibrenten an Bedeutung gegenüber sonstigen Geld-

anlagen. Die verhältnismässige Festigkeit der Renten
bei weichendem Zinsfusse eröffnet der Rontenvcrsiehe-

rung eine günstige Zukunftsperspektive.
Diese Festigkeit zeigt sich durch alle Altersstufen

hindurch. Aber im allgemeinen ist die Einbusso clor



kleineren Renten für jüngere Beitrittsalter beträchtlicher
als die der grössern Renten für höhere Rintrittsalter.

Demzufolge werden jüngere Personen mehr und mehr

vom Beitritt in die Rentenversicherung abgehalten. Die

alten Klassenrentenanstalten hatten ihre Kundschaft

vorwiegend in der Kinderwelt ; die Mitglieder der neuen

Rentenanstalten sind in der 1 lauptsache ältere Personen.

Die Gesellschaften werden diese Verschiebung, die sich in

der Zukunft noch mehr ausprägt, im allgemeinen nicht

gerade bedauern. Ihre Ilauptform zur Versicherung jün-
,,-erer Personen bleibt in der Regel die Lebensversiehe-

rung. Aber es gibt auch reine Rentenanstalten, welche

die Lebensversicherung nicht pflegen. Wollen dieselben

nul Jüngern und mittlem Personen nicht ganz aus dem (te-
schüfte kommen, so müssen sie geeignete Versicherungs-
formen wählen. Als solche empfehlen sich aufgeschobene
Renten, steigende Renten und eventuell Renten in Ver-

bindung mit Invaliditätsversicherung.



1. Teil.
Die Wirkung der Zinsfussermässigung an Beispielen.

S 1. Vor- und uachschussweise zahlbare Leibrenten bei 4% und 3V± 7» Zins, berechnet auf Grund
der Stuttgarter Eentnersterbetafel vom Jahre 1855,

Tafel über den Betrag der sofort beginnenden Renren und deren Differenzen aus Fr. 100 Einlage
ohne Rückvergütung.

1. o. 3. 4. 5. G. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14.

Eintritts-
Distanz Betrag- der Betrag der nachschussweise zahlbaren 1 Leibrente

alter
bis zum vorschussweise zahlbaren mir voller Rente ohne Sterbejahrs- mit Rentenrate (Teil-
Endalter

Leibrente im Sterbejahr ' rentenleistun«- rente bis zum Todestage)
•V der 1111 Sterbejahr

Tafel 4°/o Zins 372% Zins Differenz 4" ,1 Zins 37â®, 0 Zins D i fferenz 4 0/0 Zins 372% Zins Differenz 4 »/„ Zins 372% Zins Differenz

| Jahre Jahre Fr. Fr. Fr. Fr. Fr. Fr. Fr. Fr. Fr. Fr. F.. Fr.

95 i GO, 181 00,022 0./5.9 62.588 02.122 151,187 150,188 88,519 87,882 0,8.47

90 9 87.142 36,891 0,25 / 38,628 38,182 0.448 59,090 58,456 0,8.44 46,717 40.192 0.525

85 14 25,001 25.814 0,287 26,625 20,200 0,425 34.411 33,895 0,548 30,022 29,555 0,487

80 19 18,0*2 17,782 O..400 18,805 18,405 0,400 22,074 218328 0,448' 20,309 19,887 0.422



75 21 13,694 13,385 ".57/0
70 29 11,183 10,863 0,0*20

65 34 9,659 9,327 0,ô'ô*2

60 39 8,600 8.259 "..74/
55 44 7,785 7,436 ",74.7
50 j 4 9 7,119 6,765 | ",75 /
45 54 6,587 6,228 ",757
40 59 6.170 5.806 ".774
35 64 5,844 5,474 9.77"
30 69 5,582 5,206 0,376*

25 74 5,366 4,981 ",782
20 79 5,179 4,702 ",.357
15 84 5,004 1.614 ",7.7"
10 89 4,84 1 4,450 0,774
5 94 4.747 4.347 ".4""
0 99 5,591 5,110 ". 4SI

11,242 13.853

11,631 11,243

10.045 9,654

3,944 8,548

8.096 7.697

7,404 j 7,002

6.850 6.446

0.417 6,010

6,078 5.666

5,805 I 5,388

5,580 5,158

5,386 4,960

5,204 4,775

5.037 4,606

4,937 4,499

5,81 1 5,289

",787 15,867 15,453 ".4/4
0,333 12.591 12.187 ",4"4
".77 / 10,692 10,287 ",4"5
0,303 9,409 9,002 ",4"7
".777 8,442 8,034 ",4"8
",4"2 7,665 7,256 ",4"7
",4"4 7,052 6.642 ",//"
",4"7 6,576 6.164 ",4/2
".4/2 6,207 5,791 ".4/7
".4/7 5,912 5.492 ".42"
".422 5,670 5.2 15 ".425

".427 5,462 5,034 ",425'

".42." 5,268 4,837 ".47/
".47/ 5,090 4,657 ",477

",478' 4,983 4,54 1 ".477

0,525 5.922 5,385 0,53'7

15,010 14.609

12,092 11.696 ",777

10,359 9,960 0,3</0

9,171 8,769 ",4"2
8,266 7,862 ",4"4
7,532 7,127 o,40o

6,949 6,543 ",4"7
6.496 6,086 ",4/"
6.142 5,728 ".4/4
5,858 5,439 ",4/7
5,625 5,201 ",424

5.424 4,997 ",427

5,236 4,806 ",47"
5,064 4,631 ",477
4,960 4,521 0,4.37

5,868 5,337 ",57/



S 2,. Ermässigung nachschussweise zahlbarer Leibrenten ohne Sterbejahrsrentenleistung bei Herabsetzung des

rechnungsmässigen Zinsfusses von 4"/o auf 3 '/a "/<>» berechnet auf Grund verschiedener Eentnersterbetafeln.

Tafel über den Betrag der Differenzen 4", oiger und 3^/a "/oiger sofort beginnender Leibrenten
aus Fr. 100 Einlage ohne Rückvergütung.

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12.

Alter

beim

Eintritt

Tafel

von

Deparcieux

Tafel

der 17

englischen

Gesellschaften

Tafel
der

Allgemeinen
Rentenanstalt

zu Stuttgart
vom Jahre

1855

Tafel

der

Preussischen

Rentenanstalt

von Semmler

vom Jahre

1875

Tafel

der
Sächsischen

Altersrenten-

bank

vom Jahre

1889

Deutsche

Rentner-

Sterbetafel

fur

beide

Geschlechter

Deutsche

Rentner-«

Sterbetafel

für

männliche

Personen

Deutsche

Rentner-

Sterbetafel

für

weibliche

Personen

Französische

Rentner-

Sterbetafel

fur

beide

Geschlechter

Englische

Rentnertafe!

von 1883

für
männliche

Personen

Englische 1

Rentnertafel

von 1883

für
weibliche

Personen

1 Jahre Cts. Cts. Cts. Cts. Cts. Cts. Cts. Cts. Cts. Cts. Cts.

1 80 50.2 49,8 44,6 50,1 50.1 48,0 49,8 47,6 50,3 44,6 • 43,7 |

75 45,9 40,1 41,4 44,8 44,8 44,2 46,8 44,0 45,3 42,7 41,4
70 43,1 43,8 40,4 42,4 42,4 42,5 43,9 41,5 42,2 41,4 40,2
65 41,1 41,8 40,5 40,8 40,6 40,4 41,2 39,9 40.3 40,3 38,9
60 39,S 40.5 40,7 39,6 39,6 39,5 40,4 38,9 39.2 39,7 38.4
55 39,7 39,8 40,8 38,8 38,9 39,8 39,6 38,6 38,9 39,6 38,5 I

50 39,7 39,5 40,9 38,9 3S,8 38,8 39,4 38,5 38,9 39,9 38,8
45 39,7 39,5 41,0 39,0 39,0 38,8 39,3 38,7 39,2 40,5 39,2
40 39,9 39,8 41,2 39,7 39,5 39.1 39,2 39,1 .39,5 41,0 39.9
35 40,5 10.2 41,6 40,4 40,1 39,4 39,1 39,6 40,0
30 41,5 40,9 42,0 41,1 40,7 40.0 39,7 40,1 40,7 j

25 42,3 41,5 42,5 41,9 41,3 40,7 40,8 40,7 41,5 ;

20 43,1 42.2 42,8 42.6 41,9 — — — 42,5 —
15 43,6 42,9 43,1 42,9 42,3 — 43,1
10 44,0 43,7 43,3 42,9 42,8 — _ —

1 ^ 46,0 44,9 43,9 44,0 43,7 __ — — — —
1

0 — 58.7 53,7 49,0 49,6 — — — — —



S 3. Vor- und nachschussweise zahlbare Leibrenten bei 4% und 3> V\, Zins, berechnet auf Grund einer
m arithmetischer Reihe erster Ordnung abnehmenden Sterbetafel.

Zx= 86—;/• // (Moivroscho Hypothese).

Betrag der sofort beginnenden Renten und Rentendifferenzen aus Fr. 100 Einlage.
1.

Alter

beim

Eintritt

A

2.

Zahl

der

Lebenden

//

3. | 4. 5.

Betraft' der

vorschussweise zahlbaren
Leibrente

4 % Zins |3Vs7o Z>ns J Differenz

Fr.

7. 8. | 9. 10. Ii. | jo. 13.

Betraft' der nachschussweise zahlbaren Leibrente

14.

ite
r

Differenz

ohne Sterbejahrs-

rentenleistuiiff

4®/o Zins 3\'2®/oZinsj Differenz

mit Kentenrate (Teil-
rente bis zum Todestage)

im Sterbejahr
4 o Zins |3y*7o Zins | Differenz

Fr. Fr Fr. r. Fr. Fr. Fr.

0,500 - — — 208,001 207,000 7,000
0,6*02 43,781 43,303 0,473 36,752 36,319 0,466
0,6*2 2.3,291 22,870 0,42/ 21,314 20.913 0,40/
0,383 16,4*7 16,080 O.407 15,554 15,158 6,666*
0,388 13,105 12.699 ".403 12,555 12,159 0,398
0.3.93 11,089 10,682 0,407 10.72 1 10.324 0,406
o 3.98 9.757 9.347 0.4/0 9,494 9.1190 '0404
0,405 8,815 8.im 0,4/5 S,615 8,206 0.409
0,4/0 8,115 7.696 0,4/.9 7,958 7,543 0.4/5
0,4/8 7,578 7,154 0,42/ 7,450 7,030 0,420

bo

SO

75

70

65

60

55

50

45

40

1

6

n
16

21

26

Iii
36

11

16

100,000

30.449

18.691

14,151

11,586 I

9.982

8,690

8.101

7,506

7,044

Fr.

100,000

30,218

18,613

13,852

11,268
9.651

8,548

7.719

7,146

6.676

Fr.

0,000

0,2.9/

0,278

0,-902

0.3/8
0,3.9/

0,372

0.3.72

0,300

0,66*

Fr. |

104.000

31,667

19,646

14,720

12,050

10,382 i

9.245

8,425

7,806

7,326

Fr.

103,500

31,275

19,264
I

14,837 j

11,662

9,989

8,847

8.020

7,396 j

6.910



§ 4. Vor- und nachschussweise für die Dauer von n Jahren zahlbare Zeitrenten
bei 4"/o und 3 7? % Zins,

Tafel über den Betrag der Renten und Rentendifferenzen aus Fr. 100 Einlage.

1. 2. 3. b 0. 6. "7.
"

8.

Dauer
der

Renten-

Letzte
Rente
fällig-

Betrag der
vorsehusstvei.se zahlbaren

Betrag der

naehsehussweise zahlbaren
i leistuug- nach Zeitrente Zeitrente

//

Jahre
// —1

Jahren
4 "/„ Zins 5' s " o Zins Differenz 4 "

o Zins 8'/ä ®/o Zins Differenz

Jahre Jahre Fr. Fr. Fr Fr. Fr. Fr.

i 0 100,0000 100,0000 0,00(90 —

2 l 50,9803 50,8599 0,4204 104,0000 103,5000 0,5000
a 2 34,0488 34,4803 0,4025 53,0196 52,6400 0,8706'
4 3 26,4894 26,3044 0, /850 36,0348 35,6984 0,-8-/44
5 4 21,5987 21,3991 0.4090 27.5490 27,2251 0,82.80

6 5 18.3424 18,1321 0,240.0 22,4627 22,1481 0,8440
7 6 10.0201 15,8014 0.2487 19,0761 18,7668 0,80,</8

8 7 14.2815 14,0557 0.2258 16.6609 16,3544 0,5060

a 8 12,9320 12,7000 0,2.820 14.8527 14,5476 0,5057
10 9 11,8548 11,6175 0.2.8 7.8 13,4492 13,1 1 16 0,3043



10

11

12

13

14

19

24

29

34

39

44

49

54

59

10.9758

10,2454

9,0292

9,1027

8,6 18i

7.0751

0,1549

5,5605

5,1516

4,8580

4,0406

4,1759

4,3491

4,2501

10,7335

9,9984

9,3779

8,8474

8,3888

6.7981

5,8022

5,2532

4,8307

4,5243

4,2950

4,1191

3,9819

3.8732

".2425

".247"

",2544

",2554
".25.45

0,277"

0.2.927

0,5075

0,4209

0,555*7

0,5450

0.556*<S*

0,56*72

0,576*5

12.3290

11,4149

10,6552 |

10,0143

9,4008

7,6138

0,5580

5.8879

5,4314

5,1000

4,8664

4,6857

4,5409

4,4388

12,0211

11,1091

10,3483

9,7001

9,1570

7,2940

0,2272

o,o44o

5,0759

4,7387

4,4877

1,2961

4.1770

4.0293

",504.4

0,5055

0,500.4

0,5052

0,5095

0.5/,45

0,55/4

0,5454

0,5555

0,5675

0,5787

0,58.40

0,5550

0,40.4.1



S 5. Ermässigung nachschussweise für clie Dauer von
n Jahren zahlbarer Zeitrenten bei Herabsetzung des

Zinsfusses um ',A "/o, berechnet unter Zugrunde-
legung verschiedener Zinsfiisse, Markierung des

Minimums der Differenzenreihen,

Tafel über den Betrag dor Differenzen 6 "/o iger,
5 </2 Voiger, 5 %igor, 4Va %igor, 4 ®/oiger, 3'/* %igev
und 3®/oiger Zeitrentonsiitze aus je Fr. 100 Einlage.

l.
Dauer

der

Renten-

leis-

tiing:
//

Jahre

Letzte

Rente

fällig
nach

«—1
Jahren

s. 4. 8.

Rückgang der Rente bei Ermässigung
dos Zinsfusses

von 6 °/o

aufS*/a"/o

von5'/2°/o

auf 5%
von 5 7o

auf4'/»"/"

von 4'W/o
auf 4 "/o

von 4 7o

auf 3 '/h",A)

VOM 3 ' /•.»/,

auf 3 °/o

Jahre

1

2

s

I

5

6

7

8

9

10

11

12

IIS

14

15

16

Jahre

0
1

2

IS

4

5

ti

7

8

9

10

11

12

13

14

15

50,00

38.19

34,56

32,97

32.20

31,84
31.71

31.72

31,83

32,00

32,22

32,48

32,76

33,06

33,37

Cts.

50.00
38,18

34,45
32,82
32.01

31.62
31,44

31,42

31,49

31.63

31,82

32,04

32,28

32,55
32,84

Cts.

50,00
38,07

34,36

32,68

31,83

31,39
31,19
31,12

31,16

31,26

31,41

31,59
31,81

32,04
32,28

Cts.

50,00
38,02

34,24

32,5 1

31,65

31,16

30,91

30,82
30,81

30,88

30,99

31,14

31,31

31,51

31,73

Cts.

50,00
37,96
34,14

32,39

31,46

30,93

80,65

30,51

30,46

30,49

30,58

30,69

30,82

30,98
31,16

Cts.

50,00
37,89
34,04
32,24

31,26

30,70
30,38

30.21

30,12

30,10

30,15

30.22

30,32

30,45
30,58
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2. Teil.

Mathematische Untersuchungen iiher die
Wirkung der Zinsfusserinässigung.

1. Iv ii p i tel.

Untersuchung des in eine Reihe nach i

entwickelten DifFerentialquotienten

S 6, Darstellung der Einlage a.» als Potenzreihe
nach dem Abzinsungsfaktor v.

a.r" - l + (4-11' i 41.2 r- )•/,,. |.j r' i i ')
(i)

S 7. Entwicklung der Einlage a, in eine Potenzreihe
nach der Zinszahl i,

Niic II dem binomischen Satze ist

•MW-o—i- r>'+ J ,'i fer-" <*

(«-|-3)(w-p2) (w-fei) « .4
' 1.2-3-4

Setzt man hierin für « der Reihe nach die Werte

1, 2, 3, 4..., so erhält man für die aufeinander fol-

genden Potenzen von f.-

y — 1 — / -f- P — -f- P j

,;«= 4 — 2i + 37' — 4P -f 5P - +
[ _3i+ 6P -- top -p 157'— -f..
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Durch Einsetzen dieser Werte in die Potenzreihe
(1) im vorigen Paragraphen erhält man nach einigen
Umformungen :

a,= 1-1- ~(24 i-i - 2" 4+P -I- 2*" 4+i

— 2^ W+ —• • •) (2)

Dabei ist

4- i-i •+ 4+2 + 4 i-8 + 4+4 +••"= 2 4-i-i 2 4 i-i

4-i-i -f- 24+2 + <'341-3 + 44-1-1 + • • •

2 4+1 + 2 4+2 + 2 4-1-3 +-... 2" 4 -1

4+1 + d4-t-2 -+ t»4-i -3 ~1~ 104+4 + • • ~
2"4+i-f-2"4+2 t-2"4+3+ • - • =2'"4m

/.s-1
0 1 **+i-+d 1 ; L f8+(* a 0 4+3+-(* i *) 4-H+ • • •

2" '4-1-1-42* ' 4-p2-f-2*~' 4+3-)- • 2* 4+1

S 8, Anwendung auf die Moivresehe Hypothese und
auf Zeitrenten,

I. Die Summationon der Formel (2) werden be-

sonders einfach, wenn die Zahlen der Lebenden in einer
arithmetischen Reihe l. Ordnung abnehmen. Wir setzen
nach M oi vre 4 - - «-'—as •- « ; 4+1"«'- -as—l »/. — 1

u. s. w., und erhalten dann

4 «

2 4+. - C\ ') + (V) KV) • + 0 j-2+1=0 •

2" 4+1 («) + (»7') + ("7") + f « fB +1 Cf)
2"'4n=Ct')+ + CVH 1-10+4 i-i (»

2* 41-1 ~ (" VVKVV+C+V)+
+e+r')+e'r')+c+r')=ctpr')
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Daraus ergibt sich für die nach der Moi Vreschen

Formel gehende Tafel:

a,=
'

((".!0r (W+ 00

(_!),(„ }

IL Die Zeitrenten können aufgefasst werden als

Leibrenten, bei denen die Tafel eine arithmetische

Reihe Oter Ordnung bildet. Es ist also | i ^
1. Demgetnäss erhalten wir:

L=1
2 C+i l r l + 1 4~ 1 "HM" ^

=("T') + (V) + (V) + -- I-3+2+1 (")

2*"W.= CO -l-("7') + (".;0-l- (";!'):

u. s. w.

Somit ist die Einlage für l Fr. Zeitrente, zahl-

bar erstmals sofort, letztmals nach «—1 Jahren:

a„i 0')- CO » + ("t0 i* • CtO *"+ ")
irC;:V)''V

S 9, Zur Konvergenz vorstehender Potenzreihen.

Die nach dem Abzinsungsfaktor t> entwickelte
Potenzroiho (1) ist positiv und endlich und damit kon-

verge nt.

Dagegen ist die nach der Zinszahl <i entwickelte
Potonzrcihe (2) von wechselndem Vorzeichen und un-
endlich. In den aufeinander folgenden Gliedern noh-

men die Potenzen von sehr rasch ab, aber gleich-

zeitig nehmen die zugehörigen Koeffizienten zu. Wir
müssen deshalb noch untersuchen, ob und inwieweit

die Reibe konvergent ist. Dabei soll die Zinszahl i
10
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gegeben sein und festgestellt werden, für welche Dauer
m und welches Beitrittsalter .ü die Reihe (2) zu ge-
brauchen ist.

Eine alternierende Reihe ist konVbrgont, wenn
die aufeinander folgenden Glieder abnehmen, wenn also

im vorliegenden Falle

2*+' t-l-i i-i i""' oder

S^'4-h _2*4-I-H-2'k+3+S'k+»+ --l-2v i ^
I

S'L+i
~ ~

SR,,,-.
'

'

Run sind im Zähler des mittleren Bruches die
einzelnen Glieder abnehmend.

Es ist also

2* k-n+2* W*+2« W»+"-+2'' ^
und demzufolge

2-'+'L+,
<, f—u — I =- « — I.

Zr *aH-l

Die Reihe (2) konvergiert somit unter allen Um-

ständen, wenn

(»;—,r) « < 4- -j- t a-,-|^ I (ö)

S 10. Bedeutung vorstehender Potenzreihen.

Der praktische Wert der Reihen (2), (3) und (4)
ist mit Rücksicht auf die in (5) gezogene Grenze he-

schränkt. Setzen wir i 0,03, so muss «<34 sein.

Nehmen wir doingeniäss u> — 100, so lässt sich die

Reihe (2) mit Nutzen nur gebrauchen für die Eintritts-
alter von 66 bis zu 100 Jahren und die Reihe (4)
für die Dauer von 0 bis zu 34 Jahren. Dabei ist in-
dessen zu bemerken, dass die in (5) gezogene Grenze
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etwas zu scharf ist; tatsächlich ist der Konvergenz-
heroich grösser.

Innerhalb dieses Rahmens kann man nach vor-
stehenden Formeln ohne technische 1 Hilfsmittel Renten-

werte direkt herstellen. Man erhält hierbei eine Reihe

von Näherungswerten, die dem wahren Wert immer

näher kommen und die abwechslungsweise über und

unter dem richtigen W orte sind. Dafür zwei Beispiele.

/. iîmjm'cZ. Einlage für I Fr. vorschüssige Rente

für das Alter von 70 Jahren nach der deutschen

Rentnertafel und /ins aus /ins. Nach Formel (2)
erhält man folgende Näherungswerte:

ar» — "j 10,1752 5) 8,2178 <•) 8,5585 8,5075

e) 8,5143 /; 8,5135

Auf gewöhnlichem versicherungstechnischem Wege
erhält mau :

avo - 8,51356

,2. Vlebywk Einlage für 1 Fr. vorschüssige Zeit-
rente für «==10. Erste Rente sofort, letzte nach neun
Jahren zahlbar. Zinsfuss 3%. Nach Formel (4) hat man:

a,o| nj 10,0000 5; 8,6500 cj 8,7985 f/J 8,7851
0j 8,7861

Hei direkter Rechnung ergibt sich:

a«>; -- 8,7861

Als spezifischer Vorzug der Reihen (2), (3) und (4)
sei erwähnt, dass man aus den gleichen Unterlagen
Resultate für verschiedene Zinsfiisse herstellen kann.

Die I lauptbodeutung der Reihen (2), (3) und (4)
besteht darin, dass sie einen Hinblick in den Hau der
Renten gewähren, wie wir im folgenden sehen werden.
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S 11, Die aus 1 Fr, Einlage hervorgehende Rente U
in eine Potenzreihe nach der Zinszahl i entwickelt.

I. Aus Formel (3) erhalten wir für die tw.sc/iüs-

+9e Leifcmhe Î7® auf Grund der Moivreschen Hypo-
these (w—« ,x) :

TT
1 2 «—1 f 2 1

—- j p + ——r - i + TT, («—1 0) F —
a.c «+l « fl us '18

2+)^ ~ ^ ^~ 8240
*•"' ~~ ^

— 384«+ 1484)F (--+....} (6)

IL. Für die «ac7(sc/wssh/e LeiJre«7e o/me

yftftrsrewtenZeistenr/ ergibt sich :

1 2 « + 1 (2 I

ä + S=il8'+ ia'" >
a.c— 1

*
(w —2) (n + 7) i® — 13«-

tA°>

— 50)F+....j (7)

III. iY«c7fSc7F<s.+/e £e«7>re«ie «'7/ roFrr
i'P'W /p •

£7(0, ;I±? 2 «+2 j
2 1

_a.c w+1 «+113 18

—

2+) («-!)(" ' ••••! <*>

IV. Aus Formel (4) folgt für die «orschüssir/e
27iFre«7e :

TT
1 1

i I
1

• i
1

/^-S~5+—Î¥' + lî<"-*>' -
— | («—3) i® —(w® + «2 _ 109« + 251) F +o i ZU

+ («®+„®_49» 4-95) i®+ } (9)
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Y. Die w«c/tsc/«(iss^e .Zeitrenh; lautet:

77\>
'
_ -I- KL. IA i 4- A

- (4—2) P __" asi —1 n«—ll2 ' 12
*• '

- A- (« _ 2) - -A- (« -2) Or' - 2« -18) -| -

+ 481) (»-2) (w+2) («-4) »"+....} (10)

S 12, Bedeutung und Verwendung vorstehender
Bentenreihen.

T. Praktische Bedeutung haben die Reihen (9) und
(10) zur Ermittlung von zlM«i(itö7e«.

/'Vif«/, demand erhält ein Darlehen von Kr.
10,000 unter der Bedingung, dass Kapital und Zinsen
in 20 gleichen jährlichen Zahlungen zurückzuerstatten
sind. Es wird mit Zins aus Zins gerechnet. Die Zah-

lung erfolgt erstmals nach 1 Jahr und letztmals nach

20 Jahren. Mit der letzten Zahlung muss die Tilgung
dos Kapitals vollendet sein.

Wir benützen die auf l Er. Darlehen berechnete
Reihe (10) und setzen /i — 2/.

Alsdann ist

0,05-f 0,5254}-1,6025«-- -0,83125*®—10,5568754

+ 15,4770811?

Setzen wir hierin » 0,03, so erhalten wir suk-
zessive folgende Näherungswerte:

+ 0,05 6) 0,00 57 5 cj 0,06 72 4(12 dj 0,00 72 268
e) 0,06 72 1511 /') 0,06 72 157

Der durch direkte Rechnung gefundene Wert ist

0,06 72 15 707.

Die jährliche Zahlung ist somit Er. 672. 16.



150 —

II. Die Koeffizienten dor vorstellenden Potenz-
reihen schreiten nach keinem erkennbaren Gesetze

fort. Die Reihen sind daher für grosso Worte von »
nicht zu gebrauchen. Namentlich liisst sich der Grenz-

wort für « =- oo nicht daraus ermitteln. Dagegen kon-

vergieren die Reihen, wie leicht nachzuweisen (siehe

obiges Beispiel), für alle praktisch vorkommenden
Werte von » und eignen sich gut zur Diskussion der

Differenzen- resp. Differentialquotienten-Kurve.

III. Den Zusammenhang zwischen Zinsendifforonz

,/\i und Rentendifferenz Z7 erhält man in erster roher

Annäherung beispielsweise bei uachschüssigor Leib-
rente ohne Sterberente (7) wie folgt :

Beim Zinsfuss i ist die Rente £/)."' — -——• —-- 'u
w—1 il «—l

" » " ^ ~ü=l + 8 *^=1'
Durch Subtraktion erhält man hieraus:

A*

IV. In vielen Bällen ist es bequemer, anstatt mit
Differenzen mit Differentialquotienten zu rechnen.

Die Ableitung der Rente nach dem Zinse ist:

rfiyf _ 2 «+i
il «— 1

Bei einer Vcrgleichung der Grösse zwischen —-iL-

und ^=1 handelt es sich somit um die Untersuchung,,

rf f/i"'
ob —,ein echter Bruch ist.
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V. Will man untersuchen, ob und wo die Diffe-

rontialquotienten-Kurve nin Extremuin hat, so

muss ein weiteres Glied der Reihe (7) beigezogen
werden. Wir gehen aus von der Gleichung:

.»+>+
nü :s «—l 9 «- i ^

z//^—f-(6— i) «-(-6—2i
!' i'' G

Diese Gleichung wird nach /< differenziert. Wir
erhalten dann

__GG —27w— 12 + ,'Ü

r/i (/w i) («—Ï)"
Der Zähler dieses 1Jruches, gleich 0 gesetzt, gibt

den gesuchten Wert

h I | 2

Setzt man hierin beispielweise i 0,03, so erhält
man n 19,93 für das Minimum der Differenzenreihe.

S 13, Die Differential-Quotienten in rohester An-
näherung nebst zugehörigem Minimum.

I. KomAü.s.svV/ß nach Moivrc:
2 u—1

r/i o w-f-l (Imaginär für ge-
i,i f i l 1 / ' " i oo bräuchliche Zins-Extreinuin tur « — 1 + / -f-22

(/ £ fusse)

11. AWesvAüs.vh/e AavAmih' o/<hc S/erGvcw/c nach Moivre :

'77/f_2 «+1
*

12)
/1 9

Extrennim für •« 1 +1/— — 2 (reell)
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[IL iVac/isc/wssigre Lei&rewte m77 t>o77e/' $7er?pa7/m'eM7e

nach Moivrc :

dî#> _
2 w+2

(77 3 «-j-1

Extremum für « — — 1 .+ / —— 2 (reell)
(13)

IV. Eorsc/tdssTç/e üe77rew7e ;

(H)

<777,,' 1 w—-1

<77 2 w

Extremum für « ± 1/ — V -)- 5 (imaginär)

V. 7Vac7isc7tdss7</e Zeitrente ••

<7 77^ 1 n
(77 2 «—1

_ «V

Extremum für w 1 tl/^ 1 (reell)

§14. Diskussion der Differenzen-Kurve aus den

Näherungswerten des Differential - Quotienten.

I. 6Vös,sYjm>er/i7i77ms der i?e»/e«(fajfere'»2e« zu den

Zinsdijferenae». Die Näherungswerte des § 13 sind für
die in der Praxis vorkommenden Werte von « echte
Brüche. Daraus folgt, dass die bei Ermässigung des

Zinsfusses entstehende Horabmindcrung der Renten-
werte kleiner ist, als die des Zinses. Es ist

TT" a
(7 77 ^

(77

A"<A' " -y<S=l
Eine Ausnahme machen die nachsehüssigen Renten
für kleinste Werte von «, also für kürzeste Dauer

rosp. allerhöchste Eintrittsalter.



IT. dor -Ajtrue boi zuneh-
mender Versichorungsdauer m reap, bei abnchinendoni
Eeitrittsalter Es bestellt ein prinzipieller Unterschied
zwischen vor- und nachschüssigen Renten. Die orsteren
beginnen mit dem Werte 0 und nelunen mit fort-
schreitendem « beständig zu; die letzteren dagegen
fangen mit dem Werte oo oder l an, nehmen ab und
sind bald kleiner als I. Grösse und Richtung der
ßcntendifforontialquotienten - Kurve ersieht man am
raschesten aus folgender Übersicht. Der Zinsendifforcn-
tialquotient ist hierbei die Einheit.
Raner « | y ;j | 5 0

-Mbir a; i ic—2 «>~3 ic—4 to—5 «•-(>

Vorscliiissigc Leib- <üf/»
rente. 0,000 0,222 0,1133 0,400 0,144 0,470

Naclisclulssigc [,ci!>- («)
rente ohne Sterbe- A 00 y,000 1,333 1,111 1,000 0,933
rente

Xachscluissige Leib- (i)
rente mit Sterbe- 1,000 0.889 0,833 0,800 0,778 0,702
rente

AT 0,000 0,250 0,333 0,375 0,400 0,117

^"®ks®liussigc Zeit- „• 00 1,000 0,750 0,007 0,025 0,000
r/7

III. der Difforenzenrejhen. Wenn man
die gebräuchlichen Werte von / in die horgchftrivnn
'Formeln des § 13 einsetzt, so erhält man bei vor-
schüssigen Renten einen imaginären, bei nachschiis-

sigen einen reellen Wert. Die ersteren haben also

kein Extremum, die letzteren besitzen ein solches, das

nach .Lage der Dinge ein Minimum ist. Die Differenzen-
reihe der nachschüssigen Rente nimmt also anfangs
ab, biegt dann um und nimmt wieder zu. Anbei die

Zusammenstellung derjenigen Werte von «, für welche
bei gegebenem Zinsfuss ein Minimum auftritt.



5 »/o 4% 3 "/o

16,4 18,3 21,(1

9,9 11,2 13,1

8,7 9,6 10,ff

Zinsfuss 6 °/o

iSfachschiissigo Leibrente
ohne Sterberento 15,1

Nachschüssige Leibrente
mit Sterberento. H,9

.Nachschüssige Zeitrente. 8,0

Aus dieser Aufstellung geht hervor, dass das Mi-
nimum auf ein um so niedrigeres Eintrittsalter fällt,
je niedriger der Zinsfuss ist. Es fällt bei der Leibrente
ohne Sterbejahrsrentenleistung auf ein wesentlich nie-

drigoros Bcitrittsalter als bei der Leibrente mit Sterbe-
rente. Im allgemeinen fällt es in die gebräuchlichsten
Eintrittsalter. Es erübrigt noch, den Wort des Mini-
mums beim Zinsfuss von 3 % festzustellen.

Nachschüssige Leibrente <227»"* n vov
ohne Sterberento * ^ >

Nachschüssige Leibrente „
q, i° « 15 0,7o4mit btorberonto cfo

,W»)
Nachschüssige Zeitrente •« 11 " 0,598® iïi

Daraus folgt, dass die Rentenormässigung an der
niedersten Stelle bei nachschüssigen Leibrenten ohne

Sterbe rente zirka 80 °/o, bei desgl. mit Sterberente
zirka 75 % und bei nachschüssigen Zeitrenten zirka
(10 "/» beträgt. Da die Kurve sehr flach ist, so ändert
sich dieses prozentuale Verhältnis für zahlreiche Aach-
barwerte nicht wesentlich.

IV. Jföwjjrei der Diskussion. Die bisherigen Unter-
suchungen geben im allgemeinen einen klaren Durch-
blick durch die in Frage stehenden Verhältnisse. Sie
bedürfen indessen noch einer Ergänzung in dreifacher

Beziehung.
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Wir haben Teile einer Reihe bonützt, deren

ganzen Vorlauf wir nicht kennen. Es bleibt noch

übrig, zu untersuchen, ob der geschlossene Aus-
druck des Dift'erentialquotiontcn das bisher Ge-
fundene bestätigt.

5) Sodann ist es auch von Interesse, die Worte des

Differontialquotienten für w — oo zu erfahren. Aus
der seitherigen Potenzreihe heraus ist dies nicht

möglich.
e) Endlich beziehen sich die Untersuchungen nur

auf einen Spezialfall einer Sterbetafel. Es erübrigt
noch, zu erforschen, wie sich die Verhältnisse
bei einer beliebigen Tafel gestalten.

Aus diesen Gründen folgt noch ein weiteres Ka-

pitel mit ergänzenden Untersuchungen.

2. Kapitel.

Untersuchung- des DifFerenzialquotienten yy
in geschlossener Form.

§ 15, Vorschussweise zahlbare Zeitrente in
geschlossener Form.

I. Die Einlage für l Fr. Rente lautet:

a„ l+w + v» + tP+...+?>»-' - (16)

Daraus ergibt sich als Rente aus 1 1<Y. Einlage

„ '(>' 1) y» -»•«-!
I

^

I ^
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Für clio Ableitung von Z7«j nach i erhalten wir
d£Z„I yä«-2 — (n—1)
"IT" ~ (y^T)* ^ '

oder nach Division des Zählers und des Nenners durch

(r— 1F
(ÜDki „

•' + 3r*"-« + •

dti ^2»—a _|_ 2'/'2«—:i _|_ 3r-"~ ' (18a)

+ («—1)
-f- («—1)?'" + w"—' + («—-l)r»-2 3^ -f- 2r -f-1

II. Durch Koëffîzicntcnvorgleichung ergibt sich

hieraus, dass
ft D„j ot

_f/i rfi

Damit ist unanfechtbar bewiesen, dass die Renten-
differonz kleiner ist als die Zinsendifferenz.

III. Es bleibt noch der Grenzwert zu untersuchen
für m oo.

Aus (18a) ergibt sich (19)

fi//-, 1 r*"-'+2»-«»-64-3r»»-«+...ininf. 1

ï in, 1 ' — —
«h ^-2»—... in inf. r'

Das Gleiche wird bestätigt aus (16).

1 + r + ^+ in inf. —^ '
^

Ä, r=l=i '
r rli r®

IV. Das Fortschreiton der Difforentialquotionton
erkennt man aus folgender Zusammenstellung:

« Differentialquotient Näherungswert für r=l
1 A 0 0,000dt 1

2 ipL ' '
0,250

(u r^-(-2r-f-1 4
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- — 0 333$ — ,.4_j_2/-»+3f*+2r+l 9 —

y*+2r»+3r» _
rfi r®+2r®+3r'^+4r^+3r-'+2r+l 16 ' '*

/«\ ^ 1 ^ 1

</7 M* 2 w

Dioso Resultate docken sich mit § 14, IL.

§ 16. Machschussweise zahlbare Zeitrente in
geschlossener Form.

I. Analog der vorhergehenden Entwicklung an
vorschüssigen Zeitrenten erhalten wir für die Ableitung
der naehschüssigen Zeitrente 7/^ nach i

rf 77^|
^

_ r-'< - " — w"~' -f (/'<— 1 )>"-- j"20)
(7i ~ —1)-

7 f/'"'
_ + 2r-" - » + 3r»»"« +

<7»~ "" r""-' -f- + 3r-"-" + 7. 20a)

-f (»—1 )?•"-»
I (n—2)r*~ ' + (m + («—2)»-"~'' +...+ 3r*+2?-+i

Setzen wir für » spezielle Werte ein, so erhalten
wir beispielweise

« Differontialquotient Näherungswert für y I

1 =-- all wertig
di 0 *

,7-70)
2

'
1 1,000

dî 1

.1 3=0 750
Ä r*+2»-+l 4
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rfi — •:.'/• •-1 9

t/t/f, r"-|-2r°-f-3»"'-f-4r'' 10

dj r"-l-2r® l-3r'+4»'' i-3r* h2rl-l 16

0,667

0,625

jttW 1 I

w /'«\ 1 1 ^
'/;' I H—1 !" 2 M- I

f/l") J.'J«—I I _J_ 3J-2« - «

Oo ^ 1 i IT1 - - -
(/j " •

y--»-1 _j_ "> + 3,•-'»-« (21)

t---4"-4!£ =1 1,000
-+-...?» 2'«/.

II. Aus vorstehendem ergibt sich, class mit Alis-
nähme des Wortes » I der Ditferontialquotient

• i c « ^ • o n
T * oui echter Bruch, also kleiner als -p- ist. Er^ ' rf-i

fängt bei « 2 mit dem Werte 1 an, fällt dann mit
fortschreitendem », erreicht aber schliesslich für w oo
den Grenzwert I wieder. Daran erkennt man, class

derselbe irgendwo umbiegen und ein Minimum haben

muss.

Damit sind die in der Einleitung ausgesprochenen
Gesetze, soweit es sich um Zeitrenton handelt, bewiesen.

§ 17. Vorarbeiten für Leibrenten in geschlossener Form.

I. Für vorsf/iMSSiecise zahlbare Leibrenten haben
wir als Barwert der Rente 1 gemäss Gleichung L)

a =p(i» FÎ#-M»+k+*®'+- • • + -tv""'- *)

oder nach Erweiterung des Bruches mit (w =?.y — ;»)

G|+ 1 + 4u—s>' + ?«,_I
* ~ - (__)
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Iiiemus ergeben sich die Rente aus 1 Fr. Einlage
und ihre Ableitung nach t nach gehöriger Reduktion

+'''^'+41 d'"~^+4K>'"""+• • •+4~s»'+4 i

d f/jB 4) 4: I I +'+ ' + 24) 4 2 "'*+...
rf4~ (4r''-' + RV,r''--- + (24)

+ ('•«• 3)44-3?'" + (« 2.)44-S?'"~'+ (M 1)44—

+ 4— 3?' -f- 4— I j"

oder in anderer Darstellung nach vollzogener Quadrie-

rung des .Nenners

dt4 /Ii ' +/la r«»-«
dt " 7)':/ '» -• />V"" " | I-

/i„-i r"~-

Dabei sind die Werte von /!/. definiert durch

üleicluing (24), und

/)'| ?.t'

ßj 4' 4; i-i ~f~ 4 i-t 4'

ß.i — 4- 4-1-2 + 4- i-I 411 + 4-i-ä 4

44)1—2 —- 4—2 4-i -f- 4—14—2

44H—i — 4t—i 4-1

II. I- ür wac/tse/ittsstee/se zahlbare Leibrenten o/ttte
N7p;'/)p/-p;th' erhalten wir auf analoge Weise

d44"' _ /Ii - ' + /is -f + -« +
dt ~~ C'i 421»)

+ /J„_2»-»-' +/i„_ir» -*

+ (4_>-' +44-1? Lfm +.. + C4,m+f cV„_i;
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Hierbei sind die Koeffizienten >1/,- im Zähler die-
selben wie in (25). Im Kenner ist

III. Desgleichen mit wKef -Renie im .S'fcr5e/«7«r.

d C4'' _ Z), r-'" - - -f- Da + A r*»~' +
7/i ~ />':>•-" --f--(•R:./-""'

+ -D/i-i r" + -D„r»- ' (27)

+5«_, i« + - '+/>'„ m+ ...' 1-/7,,, */• +/'•„, i

In dieser Gleichung ist der Nenner derselbe wie
in (25). Die Koeffizienten dos Zählers sind: ih —
-Z^2 — j i 3 ^ IL, 8. W.

§ 18. Folgerungen für vor- und nachschüssige Leib-
renten, die auf Grund der Moivresohen Hypothese
berechnet sind.

I. Bei vom/jMSs/^e« Leibrenten erhalten wir auf
Grund der Formel (25) für die aufeinander folgenden
Differentialquotienten :

w Differentialquotient Näherungswert für I

Cl ^ar-(- L

L, /a; )-1 /c+, -)~ LJ+2 L f I

Ca L'-|-i 7c-|-:! ~f~ Lr|-a "t" Ls+3 Lc+1

di 1

d 778.t 2
^ 77 î ö i 1

^
^ ?7s5 0

0 0,000

di 4y®—j—4r*—(—1

d77ss _ 6>-M-6r
" 7 • A 'J I < A. « I

~== 0,222

dii 12r®-(-10>'®-|-4?'—|—1
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rff/ss
_

12/'' I 16r»+12r*_
<// lU/'"-j-24V"'-|-2r>'/"' |-20r"

40

- 10/ - I 4/ -} 100 '

f/A/s, 20/-'4-30/'" |-;10/"'-j-20/"'
d/ 25/'" (-4()/•'-)-4(i>• "—f-44-/-"

100 _Q4^T-35^+20/"'j-10/-V4/'+l 225 ~~ ' "
- » I

</i
"

./; ("I ')" 3 « ;
I

(28)

Wir erhalten hier dieselbe steigende Reihe wie in

^ 14, II, und denselben Währungswert wie in § 13,

Formel (11).

Wollen wir den Grenzwort für n —- >o, so müssen

wir in (25) die Werte J<. und dadurch dividieren,
um Lebenswahrscheinlichkeiten zu erhalten. Bezeich-

ner man diese Werte mit und so ist

<//•(, «l/'""- 0-|_ -

//; ~ '-i-d:-/-".. i :, -/•»

|-,>'„/•" | l '/'" "d" • • • (25«)

Hierhin ist

«i - -"L—-
; «3 — 2

'
- ; «:i — 3 -

' '
». w.

l. __ I ^'K

/,.+/ ^'1-1 M W-'
/, /, /,

11
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Tu Anwendung- auf die Moivroscho Hypothese hat man

«(» -.1) l »(« 2) / l.\
«i I d --—211 ;

/r n >r \ /

»(»—3) / 3 \
«ei 3 ' -31 u. s. w.

>r \ w /

"] _ I ; 2 (l - I) ;
' w- \ w/

m(M—2) («—L) »— l) (»—2)w

ir) + ('~ r,T
1 jiisst man hierin« ins Unendliche wachsen, so wird

«1 l ; «a — 2 ; «:i 3 u. s. w. und ,-/i — 1 ; ph 2 ;

p's — 3 u. s. w. und es ergibt sich als Grenzwert für
74 rrrr C.XD

d f4 df/,8., r-»-'-|-2r-" -•' |- 3U'»-''-)- in inf.
TB] ~ d) ~ >•'" ' " 12/ -» •- j 3U" '

; ; in inf.

Die Moivroscho Kirnte hat somit denselben Grenz-

wert wie die Zeitrente.

IL Bei «aeAseAMSSwme zahlbaren Leibrenten oAwc

iSYe/-Ae»-e«te ist der Näherungswert, wenn r 1 gesetzt
wird

düi'"
_ iÇ »et') _

2 »-1-1

d/ di
~

(;')•
"

3"
'

«—1
'

Der Grenzwert für « =00 ist

d£>f _ dtCL „ H"-*+2r*" -»+8r*»-" |-... in inf.
di j d< r-" "'-|-2r-'" "-j-3y-"~"-|-... in inf.

I« >D

d A/-"'4*=* <®*>



Setzen wir « 1, -, '*, 4, >o, so erhalten

wir die Reihe

0 2 tir'+Or 12; '-(-lbr'-f-12r-
_

0 ' I ' 4/ '
• I/' • I ' il/-'-|-l2»"'-|-1»''- ' • I '

und näherungsweise für r 1

8 18
all wertig; 2; 1 '/:j ; l'/o ; 1; * V » » Î ' 21 ' '''

Diese Ileihe liisst erkennen, (lass irgendwo ein

Miniinuin sein nuiss.

III. Für yuU'AsrAus.s7ft7.se zahlbare Leibrenten mit

ro/tcr .SYerAt/aAr.sreM/e ist für r l der entsprechende

Näherungswert

* «("!*» _ 2 «4-2
(/; " r// " ("i'r 4

'

«-M

Wird n (M gesetzt, so ist der (Iren/wert gleich
1 wie in (lit).

|<'ür « 1, 2, IS, oo lautet die Reihe

I 4rH-4r !)<-' I -I2r' 1-ör*
I ' 4/ ^

|- 4r | I ' f2r'-pl0p-| 4r (-1 ' " '

oder näherungsweise

Auch hier nuiss ein Miniinuin auftreten.

§ 19. Vorschüssige' Leibrenten nach beliebiger Tafel.

I. Erweitert man in Formel (24) Zähler und Nenner

mit t"-"—-, so ergibt sieh nach einfaeher Umformung
für den Ditferentialquotienten



164 -
rfü* _

V I).,: • Dr,:
dt

"

SB* • i]l>, "

woraus nach Division durch ER

(33)

(Zf/jr |> • ö„
à® £lx*

(34)

„'_S2D,-h_ 1 • l\+,+ 2I.h|., |~3D*-|,r|
D,

~~
l>.

d. h. es wird dpr Barwort dor nachschüssigen, mit 1

beginnenden und jährlich um die Einheit steigenden
Rente durch das Quadrat des Barwertes der vorsehiis-

sigeti Rente l dividiert und der Quotient um .1 Jahr
diskontiert.

Mit Hülfe der Formel (.'54) lässt sich unabhängig
von der Moivroschen Hypothese untersuchen, ob und

• i.
^ ^ 1*1.inwieweit —p— <T — 1 ist.

IL Bei einer beliebigen Rentnertafel bilden mit
Ausnahme der jüngsten Lebensalter die Einlage werte

a.c, a*.|-i, a.e|-ä... eine mitzunehmendem Alter abneh-

monde Reihe. Es gilt in diesem Falle die Ungleichung

a >a,11 >a,.f-.> ..>a«,. -2> 1 >0
Daraus folgt

a,.- • D a.,- • D.,.

a»; • D.,, |_ 1 > a.- f i • D.,;4_i

aa; (H-i;-)- Dj;. |_I |- -Da;-|-a "t~ • • •) ,> ft* " Dj. a»-(-l ' EL -|-l

£ta; * DaH-2 âa:-J-2 * Dfl? 2

II. S. W.

-j~ â»x*-|-2 ' Dx' |-2 • • •

oder in kürzerer Schreibweise

a* -Sl>«>S(a«-D»)
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Nun haben wir aus der Definitionsgleichung der vor-

schlissigen Konto a, • ebenso a.,-11 •

- IU i-i a- dalior

fix- • D.« flü-f-i ' "®-l i ~l~8uf| - ' ".c-K' H " • •

21) +2lK|, + 2i),|,-+...
oder zusammengofasst

2 (a, • D,j 22"*
Somit lautet die gefundene Ungleichung in an-

derer Form-, und wenn wir noch berücksichtigen, dass

22"- • 22"..-i i

a, • 2-",: : 221 > 22IK- I i

oder nach Division durch I).,. und unter Herucksich-

tigung, dass

2",- 22", _ I", 1-21),,., dl),... _
I), " D,

"
I),

und

22",f-i _ I", I-,+2D,,,-kdI. __
D, "" I), ~~

a, • a, > a' > «' (dö)

Nach Division durch a, • a, folgt hieraus, da

| < I ist,

fta;
^

^a; ^

a# • a,- * a,»,- a.(! • a.»,-

Somit ergibt die Gleichung (d4)

^ - < 1 (ab)
a# * a*

wenn a, --- a, h > a, |,j >-.. > 1 0 ist.
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Solange also die Sterbliehkeitsverhältnisse einer

gegebenen Tafel derart sind, dass die Minlageworte
für die vorsclnissige Rente 1 mit zunehmendem Alter
abnehmen, so lange ist die durch Herabsetzung des

Zinsfnsses entstehende Ermässigung der vorschüssigen
Rente aus der Einlage 1 kleiner als die entsprechende

Ermässigung des Zinses.

§ 20. Nackschiissige Leibrenten mit voller Sterbe-

jabrsrentenleistung nach beliebiger.Tafel.

Aach, analoger Entwicklung wie im vorhergehen-
den Paragraphen erhalten wir

'T,' a.!- R/

a.-a- di

wenn a» > a»-i-i > a,+.. > A - 1 > 0 ist.

Auch bei dieser Horm ist die Ermässigung der
Renten kleiner als die des Zinses, solange die Bar-
werte a.., a.,-1-1, a*.|.a. • mit zunehmendem Alter ah-

nehmen. Der Beweis folgt aus der Ungleichung (65).

S 21. Nackschüssige Leibrenten ohne Sterberente
nach beliebiger Tafel,

1. Die Vcrgleiehung des Rentendifforontialquotienton
mit dem Zinsendifferentialquotienten gestaltet sich wie

folgt :

| A> 1 für die höchsten Alter ,tdûT _ ^ j

| < 1 — ^ für die gebräuchlichen

(hohen, mittleren, niederen) Alter ,c

wenn a,- > a.« | i > a* 1-4 > • ist. (138)
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Ii., Wir haben in § 19 bewiesen, class clor Dille-

rentialquotient der vorschüssigon Rente stets ein

echter Bruch ist, wenn &.•.1 i '•> a« | ^ u.s.w. ist.
Ks handelt sich hier darum, zu veranschaulichen, in-

wieweit diese Schlüsse für die nachscliüssige Rente

ohne Sterbqjahrsrentenleistung nicht zutreffen. Wir
setzen wieder voraus, dass a» > a., | i > a.c | -> i> • •

und demzufolge lüv «., | i î> | a • • • und machen in

ähnlicher Weise wie § 19, Abschnitt II die Aufstellung

' Da: | I <. «.,• • I» II» •

• I 1.1
i e $ |

• D.,.| I t ID., |,

• D.,
I > «.(• I i • I), I /.— i 11 », | /,'

«.,• • D,r I /,; I I > | /,• • I », | ^ I'D.,; | /; | I

U. 8. W.

U • II) ;
< I(u,-D,)-=IID,H

woraus nach Division durch J)., folgt

< /

Iii obiger Aufstellung sind die ersten (Jlieder links
kleiner als die Glieder rechts. Erst bei Zufügung
weiterer Glieder kehrt sich später das Verhältnis um.

Ist die Reihe recht klein, also das Alter .r recht hoch,

so gilt u, • tïir <lio längere Reihe dagegen, also

für die gebräuchlichen Alter hat man

Daraus folgt die Gleichung (38).
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_Anh.ang.

Berechnung und graphische Darstellung
</^/

des Differentialquotienten ^.
§ 22, Der Differentialquotient nach der deutschen

Rentnertafel hei 3% Zins. Markierung des Mini-
mums bei nachschiissigen Renten,

Er-
Vorseliuss- Naelischussweise, zahlbare

weise Kenten

Alter gän- zahlbare ohne mit voller
zungs- Renten Sterberente Sterberente
Alter

,,,«>) I
« £/ ;>• /; • /fg « f/ ;K _ a.t-rf Kc '' • «œ

.r *v
a.„ • a,„ rf/ • rt,, rf/' a,, • a,„

95 5 0,37 042 1,73 598 0,91 900

90 10 0,52 146 1,27 304 0,89 724

85 15 0,58 885 1,00 080 0,86 358

80 20 0,02 042 0,94: 015 0,82 926

75 25 0,63 81 1 0,87 098 0,80 420

70 30 0,04 635 0,82 984 0,78 320

i 65 35 0,64 872 0,79 424 0,70 442

j 60 40 0,65 103 0,77 087 0,75 157

55 45 0,65 554 0,75 799 0,74 524

52 48 0,74 302
51 49 0,74 344
50 50 0,06 164 0,75 181 0,74 337
49 51 0,74 343 [

48 52 0,74 360
47 53 0,75 040
40 54 0,75 019

i 45 55 0,00 887 0,75 009 0,74 403
44 56 0,75 011
43 57 0,75 027
42 58 0,75 057

40 60 0,67 705 0,75 157 0,74 823

35 65 0,08 703 0,75 068 0,75 477

30 70 0,69 870 0,76 494 0,70 390

25 75 0,71 168 0,77 539 0,77 499
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§ 23. Der Differentialquotient nach der Bent-
zienschen Tafel für Invalide bei 3% Zins. Mar-
kierung des Maximunis der 'a* - Reihe.

I Ein-

I tritts
I Alte

Ergär

zungs

Alter

Birwer
- der vor

- schiissi

gen

Vorscluiss-
weise

zahlbare
Konton

Naclischuss
K(

oll 110

Sferberente

weise, zahlbare '

inten
mit voller J

Slerberenle

//
Rente 1

/ i- ' *
Ca; /' • «./• r/7 ,c 0- r/.c

,i,o) t i

«£/.»__ a.p
1

/0—a clai r// "i '
clar • cl

*//' ' ', r//' ' »

r aa; • a#

1 05 i 1,001 0,000 — 1,000

00 H 2,10! 0,404 1,310 0,883

| H 5 11 3,122 0,578 1,153 0,887

; ho m 4,100 0,025 1,047 0,871

21 5,0 IH 0,045 0,052 0,841

70 20 7,1 14 0,054 0,885 0,814

65 31 8,575 0,008 0,850 0,801

CO 30 0,800 0,085 0,8 18 0,807

55 41 10,000 0,708 0,850 0,820

50 10 11,712 0,730 0.88 1 0,847

45 51 12,001 0,775 0,021 0,881

II 52 12,124

43

42

53

54
12,130
12,145

41 55 12,142

40 50 12,127 0,814 0,067 0,021

35 Ol 11,003 0,853 1,017 0,003

30
|

00 11,517 0,888 1,005 1,002

25 71 10,088 0,040 1,144 1,002

20 70 0,120 1,003

I

1,255 1,130
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§ 24, Der Differentialquotient bei Zeitrenten
r/i

und 3 % Zins, Verhalten der Reihe im Ursprung,
im Unendlichen und bei negativem n,

I );uier

M

Voratclittssige
Zeitrenfen

</ / ;
di

Gl. (18)

Nftcli-scliüssi^e
/joiti'ontou

(0)

'//•„
rf/

(II. (20)

— 5 0.5 13 l ),388

— i 0.572 0,377

— 3 0,(11(1 0.357

- 2 0,700 0,320

— i 0.1113 0.2 13

0 c>o 0,000
V'i 1,132 0,161
7* 0,178 0,193
"/• 0.1(10 1.181

1 0,000 oo
2 0,2 13 1,000

- 0,327 0.757

i 0,371 0,(580

5 0,399 0,6 13

(i ». 120 0.623

7 0,136 0,61.2

H 0,1 19 0,605

'.) 0, MIO 0,601

10 0,170 0.5989

1 1 0,179 0.5983

12 0, IM,3 0.5986

13 0,195 0,600

M 0,502 0,601

15 0,509 0,603

CO 0,913 1,000
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§ 25, Verhalten der Kurve in der Nähe des

Ursprungs, dargestellt mit Hülfe des Signierungs-
prinzips und des Prinzips der linearen Kombination,

[. In vielen Fällen kann mit Hülfe vorstehender

Prinzipien der rohe Verlauf einer Kurve rasch und

in augenfälliger Weise dargestellt werden. Derartige
Kurveudiskiission wird besonders von Dr. Ae>7 /iVWife,
Professor an der technischen Hochschule in Stuttgart,
gepflegt. Vergleiche auch „Praxis der Kurvendiskussion

von Dr. K. Reusable, Metzlersehe Ruchhandlung l,SS(>".

I'ber die Methode möge in Kürze folgendes angedeutet
werden :

Die Funktion /"(•'',//) der Kurve /'(./',//) 0 ist

Null für alle Punkte der Kurve. Für alle übrigen
Punkte der Kbene ist die Funktion nicht gleich Null,
sondern auf der einen Seite positiv und auf der andern

negativ. Danach kann die Kurve signiert werden.

I. Beispiel : Die Funktion —>•* des Kreises

aS-fr-=0 ist für den Mittelpunkt (0,0) gleich —r-,
d. h. negativ; also negativ für alle Punkte innerhalb,

positiv für alle Punkte ausserhalb des Kreises.

2. Beispiel : Die Funktion a? I der Geraden I- -0

ist für m I positiv und für ./ <g 1 negativ; also

rechts von der Gerade» positiv und links negativ.
Sind ,/(•'•, //J=0 und <y (u;, v/J 0 oder kurz /' 0

und i/=0 zwei beliebige Kurven, so stellt die durch

lineare Kombination beider Gleichungen zu erhal-

tende Kurve ,/-(-/•/=() (/ beliebige Konstante) eine

Kurve dar, welche geht durch die Schnittpunkte der

Kurve /=() mit der Kurve i/=<b Fbenso bedeutet

y,y _|_ / ,y ,/r 0 eine K urve durch die Punkte

I / ''! // »!. )'/ "I
P/ 0 ' D/' 0j ' |y -0j '
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In dor Kurve1^ 0 fallen zwei Werte <y 0

zusammen ; sie berührt die Kurve /'=() in ihren

Schnittpunkten mit <y 0.

II. kür die Iiiskussion der Diffcrontialquotienten
wählen wir die Näherungswerte von § 13. Der Quotient

— soll mit !/ bezeichnet sein. Für die vorschüssige
d-i

Zeitrente lautet die Gleichung sonach

Dieselbe muss auf eine /-Form gebracht werden :

liehe und <-> 0 die unendlich ferne Gerade.

Ebenso verfährt man bei den übrigen Gleichungen
von § 1;J. Dadurch erhält man die fünf Grundglei-
chungen für Kurvendiskussion.

M 1

Hierbei ist /= - >
<" die homogenisierende Voränder-

(«— 1) // —— /un 0

(«+!)// —— («—1) w 0

nach Moivre.

nachschüssigo Leibrente

nach Moivre ohne Sterberente (42)

0+1)// — 4 0+2) '" 0

im Sterbejahr
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III. Wir boni!fcssoii nun oin rechtwinkliges Koor-

dinatensystom mit w-Axo und y-Axo, und tragen die

aus Gleichung (39) sich ergebenden drei Geraden y —0;
3/ I) und /i=: I (d.h. // —1=0) auf. Die Funktionen «

und « -1 sind rechts von den Geraden « 0 und

w -l — 0 positiv und links von denselben negativ. Die

Funktion y/ ist oberhalb der Geraden y/=0 positiv und

unterhalb negativ. Durch die drei Geraden erhalten wir
sechs Räume, im Räume oben redits ist die Signio-

rung durchweg positiv. Fs ist nun zu untersuchen,
ob die Kurve (39) durch diesen Raum geht. Diese

Untersuchung kann durch geeignete Rechnung oder

auf mechanische Weise erfolgen. Setzen wir in (»loi-

cluing (il9) für «, // und H--1 positive Werte ein, so

heisst die allgemeine Formel : Positiv minus Positiv

gleich Null, was möglich ist. (Positiv plus Positiv

gleich Null ginge nicht.) Die Kurve kann also in

diesem Zwickel verlaufen, somit im benachbarten

nicht, dagegen wieder im übernächsten u. s. w. Alle

Zwickel, in denen die Kurve nicht verlaufen kann,
werden schraffiert.

Nach dem Prinzip der linearen Kombination könnte
die Kurve durch 4 Punkte gehen, nämlich

/|\ (// — 0) f-m /// — P| /o\ 1" G)| M 0|W {» - fj' W IOl • ^ U=ir ^ u, 0C

Da die Gleichung (39) nur für kleine Werte von /;

Geltung hat, so scheidet Punkt (2) aus. Punkt (3)
und (4) fallen zusammen. Die Kurve (39) geht im
Endlichen durch den Schnittpunkt der beiden Geraden

vy - 0 und 1/ I und berührt im [inendlichen die
Gerade H -0 im Schnittpunkte mit den zwei Geraden

m— 1 0 (Parallele) und <» 0 (unendlich ferne

Gerade).
In ähnlicher Weise erfolgt die Diskussion der

übrigen Gleichungen.



— 174

IV. Din folgenden fünf Figuren (8. 176 /bringen die

Differcntialquotiontengloichungen (69) Iiis (43) zur Dar-
Stellung. Die zwei ersten beziehen sich auf Zeitrenten,
die drei letzten auf Moivresche Leibrenten. Links
stehen die zwei vorsclüissigen, rechts und unten die

drei nachsehiissigen Renten. Als Axon gelten die De-

rüden « 0 (y-Axe) und y~ 0 (n-Axe). Die Kurve
ist punktiert für negative und kleine Werte von w;
für /( 1 resp. h ;> 2 ist sie vollständig gezeichnet.
Die Lage der schraffierten Zwickel ist in sämtlichen
fünf Figuren ähnlich. Unterschiede liegen in der Art,
wie die Kurve von einem Zwickel in den andern über-
geht. Jede Figur hat für kleine Werte von w (absolut
genommen) einen Schnittpunkt und einen Beriihrungs-
punkt. Im Schnittpunkt ist die Funktion y 0 und
im Berührungspunkt y —oo.

Die Kurve geht durch den Schnittpunkt (I) fol-
gender Geraden:

i. K*= {Oh 2. *%.= iE!!); Ii. «*= !EÏ|i
^ • !/ "il - j/ "•_>!•

Die Kurve berührt im Unendlichen die Geraden

(Punkt [21) :

1. Fig.: « —0 im Schnitt mit

2. Fig. : m — 1

3. Fig. : h — — 1

4. Fig. : m 1

5. Fig.: «=—1

« 11

)(>! —

i »=<n
to=01
(M l\
1« 0J

(« —
I „, 0 I

jw — 2)
I w 0 J '
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V. Wenn dus Argument « aus dein Negativen
ins Positive übergeht, so nimmt die Funktion // /'(«)
einmal den Wort Null und einmal den Wert Unendlich

an. Dabei ist ein bemerkenswerter Unterschied zwischen

vor- und nachsehüssigou Kenten. Die Funktion wird
bei der vorschiissigen Rente zuerst Unendlich und dann

Null; beider naehschü.ssigon liegt die Sache umgekehrt.
Keim Fintritt ins Positive ist deingemäss die Differential-
quotientenreihe im ersten Falle klein anlangend und

wachsend, im letzteren gross anfangend und abnehmend.
Die vorstehende Abhandlung gehört in das (le-

biet der angewandten Mathematik. Wir haben bei ver-
schiedenen Zinsfüssen die zu runden Einlagebeträgeno o
gehörigen Kenten nebst zugehörigen Differenzen unter-
sucht. Diese Differenzen sind je nach der Dauer des

Kentenlauts // verschieden und bilden für die aufein-
ander folgenden Werte von « eine Reihe. Hierbei lie-
deutet w. eine gewisse Anzahl von Jahren und ist so-

mit in diesem Zusammenhang stets positiv. Im letzten

Paragraphen nun haben wir die Reihe ersetzt durch

eine (ileichung. Wir sind in das Gebiet der reinen

Mathematik übergegangen und haben eine stetige
Kurve erhalten, die sieh auch für kleine und negative
Werfe von « ermitteln liisst. Damit hat sieh uns ge-
wissermassen ein Ausblick hinter die Kulissen eröffnet.

Wir haben gesehen, welchen Zwangsverhältnissen die

Reihen unterworfen sind, ehe sie in die Erscheinung
treten. Diese Betrachtungsweise bietet den »Schlüssel

zum vollen Verständnis der Kurven und Reihen.
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