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Zur mathematischen Theorie der Invaliditits~
versicherung.

Von Dr. G. Schaertlin, Zirich.

Der Schweizerischen [ebensversicherungs: und Rentenanstalt zum
bevorstehenden finfzigjdhrigen [ubiliium gewidmet,

Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit hat den
Vertasser seit lingerer Zeit beschiiftigt.  Schon friither
hat cvin cinem Aufsatz'): . Uber die Hohe der finan-
zicllen Belastung, welehe durch  die Altersversorgung
der eidgendssischen Beamten und Angestellten voraus-
sichtlich hervorgerufen wird*, die Bezichungen zwischen
den Rentenbarwerten aufgestellt, die im Abschnitt 6
dieses Aufsatzes entwickelt werden. Der unseres Wis-
sens dort zum erstenmal festgestellte Zusammenhang ist
seither wicderholt von andern Autoren untersucht und
nachgewicsen worden  Von den uns bekannten Ap-
beiten, welehe sich damit beschiiftigen, sind, ohne dass
wir Anspruch auf Vollstiindigkeit machen, zu erwiithnen :
ein Autsatz von I Maller®) iiber l_n\';Llidir:’i‘twm'siuhm'ung,
cin Gutachten von Dr. Ch. Moser®) iiher Invaliden- und

1) Zeitschrift fir Schweizevische Statistik, XXYV. Jahreang,
1339, Seite 225,

"~’) Assekuranz-Jahrbuch von A Ehvenzweie, XVIII. Jahreang,
Seite 61. '

3 Invaliden- und Altersversichevung, Seite 59, Bern, Neu-
komm & Zinunerman,
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Altersversicherung, ein Aufsatz von Dr. J. Eggenberger )
iitber die Mortalitiits- und Invaliditiitsverhiiltnisse der
bayerischen Bergleute, und endlich die Arbeit von
Ii. Hamza?) fiir den Kongress der Versicherungsmathe-
matiker in Paris.

Leider wird der schine Aufsatz von Hamza durch
cinige wesentliche Fehler entstellt und fillt cr durch
die Verwendung der gewthnlichen und hernach der
,unabhiingigen® Sterbenswahrscheinlichkeiten und In-
validititswahrscheinlichkeiten der Aktiven in zwet Teile
auseinander, die in keinen Zusammenhang miteinander
gebracht sind. Diese Spaltung ist nicht nitig und liegt,
wie aus unsern Kntwicklungen hervorgeht, nicht in
der Natur der Sache.

1. Eine Gesamtheit von {, Personen des Alters w
sterbe nach ciner bestimmten, bekannten  Absterbe-
ordnung. Die  Gesamtheit zevfalle in der Folge in
zwei verschiedene Gruppen: in eine Gruppe von Ak-
tiven und in cine Gruppe vou Invaliden. Yon den
Aktiven, die im Alter 2 noch die Gesamtheit aus-
machten, treten die mit fortschreitendem Alter invalid
Gewordenen aus und zu den Invaliden iiber. Diese
Grruppe, deren Zahl beim Alter w gleich o war, ver-
mehrt sich um die invalid Gewordenen und nimmt
um die Zahl der durch den Tod Ausscheidenden ab;
sic. wird anfangs zunchmen, ecin Maximum erreichen
und dann abnehmen.

') Zeitschrife fiir die gesamte  Versicherungswissenschaft.
Dritter Band, Seite 228, und vierter Band, Seite 129.

*) Documents. Troisiéme Congreés international d’Actuaires,
Pavis. Note sar la théorie mathématique de DPassurance contre
le risque d’invalidité d’origine morbide, sénile, ou accidentelle.
Seite 154, L. Dulac, éditeur, Paris.
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Die Gruppe der Aktiven nimnt ab, einmal um
die invalid werdenden und sodann wn die withrend
threr Zugehirigkeit zu  dieser Abteilung  sterbenden
Mitelieder.

Die Absterbeordnung  der Invaliden wird im all-
gemeinen von derjenigen der Gesamtheit aller Personen
verschieden sein.

2. Die unmittelbare Beobaehtung  habe zur Er-
mittlung der folgenden Werte fiir die verschiedenen
Alter x gefiihet.

[is seien uns bekannt:

Q. , die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mitglied der Ge-
samtheit im Laufe des (x4 1). Jahres sterbe,

¢’ die Wahvscheinlichkeit, dass cin Invalider im
(x - 1). Jahre sterbe,

lr,  die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver im (2 1).
Jahre invalid werde.

Hieraus leitet man, von {,, ausgehend, in bekannter
Weise die Aktivititsordnung ab, niimlich die Reihe der
Zahlen 5 dev in jedem Alter lebenden Aktiven und
die Reihe 2% der Invaliden jedes Alters.

I6s ist niimlich:

oR—

s -~ )
X} ad s (M
lfﬁ'l‘l i l“T m (l o [é)

- )
1] 7] ; R .
wie == b by ('l"'”mz! ) + Lt (= o 1)

. - .

ri;d

[u' — /w

au it
lw»}fl = lur = tw |1
. ', : “
z::,:r--}—:,’ = {m-f—z — b2

(1)
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Dabei ist der Annahme gemiiss:

4 — 1t 'S
ln: — la} ‘I‘ &z (‘2)
Yon der Reihe der Invaliden, deren Glieder wiv
mit 4, bezeichnen, ist wohl zu unterscheiden die Ab-
sterbeordnung der Invaliden, deren Glieder man er-
hiilt, wenn man cine Anzahl Invalide & des Alters «
absterben lisst, ohne dass neue zutreten.

3. Die folgende Entwicklung will nun mit den
Werten £, If" und £, unter Beizichung der Funda-
mentalgrossen 4, und ¢l (oder 1), die Grundwerte der
Invalidititsversicherung  darstellen.
Zu diesem Behufe sind in erstor Linie die folgender-
massen zu definierenden Pundamentalwerte herzuleiten :
gy die Wahrscheinlichkeit, dass cin Aktiver des Alters:
im folgenden Jahre als Aktiver (ohne vorher
aus der Gruppe der Aktiven ausgeschieden zu
sein) stirbt;

pey die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters
das folgende Jahr als Aktiver iiberlebt;

g die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters .
im folgenden Jahre invalid wird und hernach
im gleichen Jahve stirbt;

put. die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters
im folgenden Jahre invalid wird, dieses Jahv
aber {iberlebt;

¢z, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters @
im folgenden Jahre stirbt, sei es im aktiven,
sei es im invaliden Zustand;

Pe, tic Wahrscheinlichkeit, dass ein Aktiver des Alters 2
das folgende Jahr iiberlebt, sei es als Aktiver,
sei os als Invalider.



49

Da 4% und p, entgegengescetzte Wahrscheinlich-
keiten sind, so besteht die Bezichung
a « o
Vo + Pz = 1. (3)
Die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden und
hernach zu sterben, bildet zusammen mit der Wahr-
scheinlichkeit, invalid zu werden und zu iiberleben,
die Wahrscheinlichkeit, invalid zu werden.  Also ist

i ai ,
(o -t P (4)
[lbenso bilden die Wahresceheinlichkeiten 3" und

Pz zusammen diec Wahrscheinlichkeit, nicht invalid zu
werden; daraus folgt:

o e . -
e + Pa 1 — i, ()
Die Addition der Gleichungen (4) und (5) ergiebt

g Pt - g0 g — 1, (6)

; ) S
Ferner ist nach der Definition der Fundamental-

grossen
(L_(i N‘l‘l o
( + e — (a (7)
und
au wi «
Pa + Pae — Pa. (8)

Die Reihen der 22 und 7 werden aufgestellt unter
Beniitzung der sich selbst erklirenden Beziehung
Wi
@ = )
Werden daher die Reihen der {,, l_i,, lff,“ und /f
als gegeben der Rechnung zu Grande gelegt, so ist
(ileichung (9) als Identitit aufzufassen,

4. Zu den _li‘uudmnontulbeziehungun zwischen den
eben definierten Wahrescheinlichkeiten und den Werten

!
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von 7., & und I gelangen wir durch die folgende
Uberlegung.
VYon den {, Lebenden des Alters x sterben im
folgenden Jahre {, ¢, Personen,
Zu dersclben Zahl gelangen wir durch Krmittlung
der sterbenden Aktiven und Invaliden.
aa

Als Aktive sterben: [ ¢, .

Als Invalide sterben:

L. von den 15" Aktiven: 5 o3,
2, ,  le Invaliden: L) q;.

N

Also ist
o o = 0" 3" 412" g 4 1 o (10)

und wegen Gleichung (7)

s G = 12% g —+ 1 g (1)

oder bei Beniitzung von Gleichung (2)

i

a i aa gt
e + Ia. (= Z;‘v (fa + Jw e

Also ist

b (o — 4%) = b (do — ). (12)
Aus den Gleichungen (10) und (2) folgt

4247

= e :
Ao = Qo — (o + = (¢ — @) (13)

Substituiert man fiix 5 den Wert, der sich aus
(tleichung (2) ergiebt, so findet man

B ooa ~am b oea
o = o— o ——— (o — ) (14)
X
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Da die Zahl der von [, Personen das folgende
Jahr Uberlebenden gleich sein muss  der Summe  der
iiberlebenden Aktiven und Invaliden, so crhalten wir
ohne weiteres fiir die Lebenswahrscheinlichkeiten Be-
zichungen, die den Gleichungen (10) bis (14) analog sind.
Ahnliche Betrachtungen wie vorher fithren zu den fol-

genden Gleichungen:

e L QR P+ B0 (1)

[J; Py == :m rz _+_ Z“ }) (1“)

- P . |

11(:“ ””” = Pa— P(ri' -+ ’:; (Pe— Pu) (18)
i aw l.v i (

Pr = P: — Pax — i‘“; ([7.:: - j):r,) (l‘))

@€

Statt der Lebenden £, 1% und 72 kionnen in den
Identitiiton (2) und (10) bis (19), ohne deren Giiltigkeit

LZ
zu zerstoren, die diskontierten Zahlen D, D und DY
eingesetzt werden.

b. Stellt man die Betrachtungen, welche zu den
(Gtleichungen (10) bis (19) gefithet haben, statt fiiv das
Jahr als Zeiteinheit, fiiv den Zeitabschniti da an, so
gelangt man zu den Bezichungen zwischen den Sterbens-
und Inv(llldltatwmtmmtaton cinerseits, den  Lebenden

L., lff,“ und 2% anderseits,

Bekanntlich -hat die Sterbensintensitiit «,, auf die
Zeit dx bezogen, also der Wert u, de, dieselbe Be-
deutung, wie die Sterbenswahrscheinlichkeit o, fir die
Zeiteinheit von einem Jahr,
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s ist also

lw l’!'m Clu(/ e l:’[j I laj,fgdlv e d l»l‘?
woraus
L dli,
lp —= — —— — .
e lo da

Angenéhert ist

8 (Z.r:——l - Z.ar~f—l) — (Z:);—’-_Q_:*“' Zm+2) .
12 l()}

(Text Book, Kap. Il, Art. [40].)

g ==

Wir bezeichnen im folgenden mit p, die Sterbens-
intensitiit der Mitglieder der Gesamtheit, mit g die
Sterbensintensitit der Invaliden im Alter .

uy soll die Intensitit des Ausscheidens aus dem
aktiven Zustande infolge Todes oder Invaliditiit bedeuten.
Die Werte von pg stimmen iiberein mit den Sterbens-
intensitiiten aus einer Absterbeordnung, deren Liebende
mit der Zahl der Aktiven der Aktivititsordnung diber-
cinstimmen.

Iis 1st also

e = _1_ C{_l’_

N

Lol

e I d

|”:i= === - 1 (l l::}a 4 (20)

e 7{1.1,‘
I

Endlich bezeichne », die Invalidititsintensitiit, also
den Betrag, welcher, mit der Zahl 5" der Aktiven
und der Zeit dx multipliziert, die in dieser Zeit da
entstehenden Invaliden liefert.

Wir stellen nun dieselben Uberlegungen an, die
uns im 4. Abschnitt zu den Gleichungen (10) bis (19)
gefithrt haben.
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Yon den (, Lebenden der Gesamtheit sterben in
der Zeit due
[, 1, dx.
Zu demselben Betrag muss man gelangen, wenn
man fitv die Zeit dx die Zahl der gestorbenen Aktiven

und Invaliden eremittelt.

Von den 1% Aktiven scheiden in der Zeit oz

4

iiherhaupt, durch Tod oder Invaliditit, aus

/‘”‘ trde.

Hicrvon ftallen fiir uns ausser Betracht die invalid
gewordenen, welehe nicht sterben, sondern die Zieit da
tiberleben,

lhre Zahl ist

i
ta 1, o
L [J,( . = )

-

Yon den vorhandenen & Invaliden sterben

ii i
Ly o dor.

Hieraus folgt
by 1t doe — Zf,i,“ o do — l“ dzr (l ﬂf’-(u) - l, u L dw

Also ist
[
w , a n
o == Uy + 1 -+ [.uf (-~ Uy).
W

Hieraus folgt

l
Mg == l“‘i' ____ "M l”’“ (” v .U,l')) (2[)

oder

% z v D6
Vo =y — jaa (” AL ) (22)
»
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Man bemerke, dass dic Gleichungen (21) und (22)
bestehen, auch wenn man in dem Ausdruck fiie die

invalid gewordenen Aktiven, welche die Zeit da iiber-
i

fa

leben, fir 2 eine andere cndliche Funktion von g,

einfiihrt.
Die Gleichungen (21) und (22) gestatten eine leichte
Bereehnung der Invalidititsintensitit, wenn, wie anzu-
. a i .
nchmen ist, t,, e und pgy berechnet sind.

Bezeichnet man endlich mit u3" die Sterbensinten-
sitiit der Aktiven, so muss, da nach Gleichung (5)
aa aa . :
Ve + G+t =1,
auch
a aa 7 .
(1 — g dax) + 1z" de + v dz 1 sein,

Also

Mo ==ty —+ Vg | (23)

6. Die Invalidititsrente. Ks sei der Barwert der
Invalidititsrente 1 fiir einen Aktiven des Alters
zahlbar zum erstenmal zu Beginn des auf das Inva-
lidisierungsjahr folgenden Jahres zu ermitteln,
s sei
a, der Barwert der nachschiissigen Leibrente | fiir
cin Mitglied des Alters  der Gesamtheit;

a. der Barwert der nachschiissigen Leibrente 1 cines
Invaliden;

@y der Barwert der Leibrente 1 eines Aktiven, zahl-
bar so lange dieser aktiv ist;

oy der Barwert der Leibrente 1 eines Aktiven, zahl-
bar nachdem dieser invalid geworden, wihrend
der Dauer der Invaliditiit, erstmals zu Anfang des
auf das Invalidisicrungsjahr folgenden Jahres;
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as der Barwert der nachschiissigen Lieibrente 1 eines
Aktiven, zahlbar so lange der Aktive als Aktiver
oders Invalider lebt.

Dann ist offenbar
1 a @i %
(lfv — (l‘;); + (b.,,- . (.24)

[m weitern bestehen zufolge der Definitionen die
[dentititen

16 t i -
[;c a, — l.,.[-” (L.’r + [;z: (- (2;))
Odoer wegen (“(‘iuhllng (2)
15 (ot — ) == 15 - (@, — ) (26)
und
- , i .
Oy = Gy — @y + —— (By — G2 (27)
qee
[
il i aa [.n ¢ .
Uy = Uy — Qg — /-m-;- (az — ) (28)

té S 4
w,’ kann auch folgendermassen bestimmt werden:
Von 5 Aktiven werden invalid und iiberleben das

Invalidisierungsjahr
- (!i
2

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten ist
. rf
aaw - £ N
vl it — ) ().
Der Barwert simtlicher Renten st

.
TRy ULy ;
Y o e (l - 1.,l ’> (L4 aopr ).

t 0
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Der Barwert der Renteneinheit ist also

wi v ae
iy = Dq,*_gbglg(lﬂ—qmlg)(]_—l—(&,HH 9)
])(6[& f 0

Der Definition von @) gemiiss hat ay keine reale
Bedeutung: denn vor der Invalidisicrung kann keine
[nvalidenrente ausgerichtet werden.

Man wird daher bei der Invalidititsrente, deren
Raten mit dem Versicherungsjahre fillig werden, sich
der Ausdriicke vorschiissig” und . nachschiissig® zu
enthalten haben.

7. Die beldml im Abschnitt 6 entwickelten Aus-
driicke fir o sind identisch,

Im folgenden soll der Ausdruck (29) in die Form
(27) tbergefithrt werden.
Nach (29) ist

,65“ — J:_ \‘U li” Z} (l = "li) ,L f—l "!ﬁ v t) } 2 +V .

l(m 9 gt }
&- -1
NIy SN CR AATAN AT S AT ot
r-F1 e —_— 9 e ;
ln:+2

Y (1 _ _(l_iv;bz.) bopa v lopa+
2 l}: -+3

o - { ’
Setzt man statt l” 14 (1 - --1-——), also statt der im

(x 4 1). Jahr invalid werdenden und das Invalidi-
sierungsjahr iiberlebenden Aktiven, den gleichwertigen
Ausdruck

= = zi__
P e B0,
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-1

so wird das erste Glied der ersten Zeile des Klammer-

ausdruckes:
‘ i
ii u Va1
(f ).
[

s

~ Das zweite Glied der ersten Zeile und das erste
(lied der zweiten Zeile geben:

=N ‘ l;
v? ([.’:}-1 e "f.l l--\ ;I - -+ v? “ 2 [t k1 o z\

I} 3 ]
[.r: a1

ot
1)
g [ e il tae)2
= v (ZL fig == /:v _]z )

Das dritte Glied der ersten Zeile, das zweite der
zweiten Zeile und das erste der dritten Zeile geben:

i
ph ([“ _— / l‘”“) l."" 5
/ 1 ' lt i

@ Z.v -1
3 u la -2 :tr:--l }
+f) I’—[»L|1 — =
a1 x|
3 lf—d li‘ | 3
-+ v k‘cnﬁl. |2 ———
1:- |2
Lo

Fs ist also

1“

po [+t

——(l rra '/ :|I+U[L|3+U‘5l,| -I—
) Jé
oder, da
i a oy
S0 Ist:
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ol e

[ lopr + 02 loga 4= "'*(UZJH

Z(Lﬂ,

+ L+ — (L — 8 @

Demnach ist

: . : o
wi [r a [:.L‘ '_ Z:r i
by — — ——ly — —— A,
({3 (i
[.;‘.“ l;tt

- i
i ot a i
Qp == Oy — @y + — (o — @),
[(m
&

was nachzuweisen war.

8. Die in unlerjilirigen Raten zallbare Rente.
Ebenso wie die [dentitit (27), besteht die folgende:

() (-m..) it {m)
tf i o @ m ; ‘
all = g g% -+ - (rog,; ) e ). (30)
lf:.ll:f.l.

(m)
l;'ffrﬁ‘ 1 5 e . 1‘ . g
tt bedeutet die in Raten von — je zu Anfang
m
, ; 1 - _
des Zeitabsehnittes —- zahlbare Rente; die erste Rate
n

ist zahlbar zu Anfang des aut den Invalidisicrungs-
abschuitt folgenden Zeitabschnittes.

Nun ist aber, (Text Book, Ka,p. 1X, Art. 22),

(m) m— 1 mz ‘ .

WO
d = log nat (1 4 #).

Iintsprechend ist

(in)
i i m— 1 m~ \
Uy =— Uy T — e ) 39
' te -+ 2 m 12 m? (”q +4)  (32)
(m)

m—1 HH

Uy ==l =g — (” »1d). (33)

2 902



Durch die Substitution in Gleichung (30) erhiilt
. 4 & P Yt 9
man unter Beriicksichtigung von Gleichung (21)

o — gt —1

) al A 34
— {1/- B '( !

@ =+ 12m2 (34)

oder in erster Annitherung, die fir die Praxis meistens

genugt :

T = (340
o ==l s
[Ferner ist
\ (m) (m) o
li?” 3 <
m — I m= —
aa i (!l! )
(e = e == - i
£ lL + + Z “] 1&) )”J ( v )
9
me-—— 1
(H o
+ a} + li) /rng }i}"
Und wegen Gleichung (23)
(m) .
P [ omE | m i
Uy = ”.L — o) 35
' + 2m (2m2 V@ T (35)

9. Die kontinuierlichen Renten. Tiir den Tall m
= oo gehen die im vorausgehenden Artikel behan-
delten Renten in kontinuierliche iiber.

Wenden wir die Bezeichnung @, fiir «f™ an, wenn

m ins unendliche wiichst, so gelten die Gleichungen

1 1
HJ; — Uy —|" 2 — 1‘7) (‘H.“ + ())
* aa aa 1 1 72
B = Ul -+ 9 {9 (12 4 0) (36)
_ai ai 1 -
Qo = Uy T (37)
1 1

(T‘L = (l{f + 9 — 19 (."f,-(t -+ ()). (38)
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Aus den Gleichungen (31) bis (33) in Verbindung
mit (36) bis (38) folgt:

1 1
(m) _ - e i q [
ol ==t 2 m + 12 m? (e+d)  (31%)
w1 [

by == Ty —— - 2 Jd 32
e o 2m + 12 m?2 (412 4 9) (329
(m) L [

(t‘[b _— ﬁ:f:l(l,_q = - ”('6 d 33".
. e 2 m + 12 m? (ot-9)  (33°)
(m) B 1
(tr‘(;;t = ﬁ/m i 1‘)*”;, Vo (34“)
(Z;l) — l 1 ( fr('L + )) (?,'3“)

ol = yp — — . g 5 l”J' ). de
Ga ‘T om + 12 m?

Die Formeln (36) bis (38) geben, wenn der Zinsfuss
gleich 0 gesetzt wird, die vollstindige mittlere Liebens-
dauwer eines Aktiven, (38), die Zeit, welche cr als
Alktiver, (36), und dic Zeit, welche er als Invalider
verlebt, (37).

10. Kapitalversicherung auf den Todesfall wnd
den  Invalidititsfall.  Die Kapitalversicherung L auf
den Todesfall, fillig am Schlusse des Todesjahres; hat
den Wert '

Ay —=1—dil 4+ a,),

Wo

(t::?:-- —:lU:l—U.

i
B
Demgemiiss ist auch

Al—=1—dQ1+d) (39)

der Barwert der Kapitalversicherung 1 fiiv den Inva-
liden ().



[ liegt nahe, auch die Aktivititsordnung wie

cine Sterbetafel zu behandeln und die Bedeutung des
aa

Ausdruckes 1 — d (1 4 ;") zu untersuchen.  Wird
die Aktivititsordnung in dieser Weise verwendet, und
berechnet man den genannten Ausdruek, so gewiihet
man jedem  Ausscheidenden am Schlusse  des Aus-
scheidungsjahres das Kapital 1. Der Aktive erhilt also
die Versicherungssumme I, wenn er als Aktiver stivbt
oder wenn er als Invalider ausscheidet.

aa

Der Ausdruek 1-—d (1 4 @) ist daher der Bar-
wert des Kapitals 1, das dem Aktiven im Invaliditiits-
fall, oder vorher im Ialle des Absterbens gewiihet wird.

Den Wert der Leistung im Invalidititsfall bezeichnen
.- . i g . :
wir mit (Aj ), den Wert der Leistung im Todesfall

allein mit A3, s ist also

AY 4+ A =1 —d Q4. (40)

’ " A ai . .
Der Wert von (A5Y) kann direkt bestimmt werdoen.

s ist
0 o =
\Y o Ot gaa 5 .
o oV -t La et > [);,.+£ (P
(_ @l e t 0 o
M=oty (1)
@ . :
v f(,m [);f:‘u
erner ist
&‘2 (2143 4122
aa (=, Dokt Qo
I\J' — — - (4‘2)
T
D,

[ r .
or Y or A e ' N e N 1ee .
| Der Wert AL der Versicherung [ fiiv cinen Ak-
‘3”'0“ (ir), Zﬂ}l]bf}l' wenn dieser stirht, sei es als Aktiver,
sei es als Invalider, berechunet sich wie folgt:
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Lis ist definitionsgemiiss
29 A2 LT AL =1, A,
Hieraus tolgt
(AL L, [ —d (L )] — [ —d (1 4 al)]
T AL aw) — (L4 )
N
Also ist
A1 d (1 4 a. (43)

Den Wert von A% +, den Barwert der Versicherung 1
fiir einen Aktiven, fillig, wenn dieser, nachdem er
invalid geworden, stirbt, bestimmen wir aus der [den-
titit

cm(&cm + Jfk(“) + l&;ﬁ \L . ‘ \

AY = A, — x““+—(_ (Ay — AL), (44

oder

AY = AL — \(m - (Ai. = Ay). (45)

(il
b

Will man endlich noch feststellen, welche Bedeutung

dem Ausdruck 1|-—d ag beizulegen ist, so gehe man
auf Gleichung (43) zuriick. Danach ist

Af—1—d(+ e I g
Az —=1—d( 4 az )—da
oder nach Gleichung (40)

Ar=1—d(l4a)—1+4+AF +AH 4 a



Also ist
AL 4 AT = - d o 4 AT 4 (A,
[licraus folgt
do = (A% — A% (46)

d o stellt also die Einbusse dar, welche der
Aktive (z) crleidet, wenn ihm statt der Kapitalver-
sicherung 1, zahlbar im  Invalidititstall, cme Kapital-
versicherung geboten wird, die fillig wird, wenn or

als Invalider stirbt.

L1. Soll das Yersicherungskapital, statt am Schlusse
des Versicherungsjahres, zur Zeit des Todes bezahlt
werden, und bezeichnen wir den Barwert ciner solchen
Versicherung mit A, , so ist

— P
I\.J; (}T’ A_);-
(Text Book, Kap. X, Art. 7))
Entsprechend ist
_ P
AL, =—— Al
H 0 oA
Da
lLeAe =0 A+ 15 AL,
oder
J "/ b tl.ll» (12 H_ i ?’
l.l: A.r d" — l.l,' -A.:,' —l" [ lx;v )’
(

und auch
i

N TCE T oai t
l.u A.L' T Z:r: IL’); S + l:; Ai T
J 0 =g

so folgt durch Subtraktion der beiden letaten Glei-
chungen
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7

0 = 1" (A% — AL 1),
(0
oder _
- , _
At Al (47)

0

Verteilen sich die invalid Werdenden gleichmiissig
iitbers Jahr (Gleichung 9), so ist

ai b
(Ax) = ' (Aa). (48)

Erfolgt die Ausscheidung aus der Aktivitit gleich-
formig iber das Jahv, so ist '

EL¥ 4 (R s w(%— JAS" 4 (A (49)

und wegen (48)

A e —- Ag? (50)
und endlich wegen der Ldentitit
— L
A = Ay — AL T (A, — AQ)
P
ai b ai -
Ay = 5 A - (51)
(.

12. Die wollstindigen Renten. Wird. beim Tode
des Rentners noch eine Ratarente im Verhéltnis zur
Zicit von der Filligkeit der letzten Rente bis zum
Tode gewiihrt, so liegt eine vollstindige Rente vor.
Ihren Barwert bezeichnen wivr mit ¢ .

Iis ist

o (m) (m) .1 = o 5
ot g A — g (52)

(Text Book, Kap. XI, Art. [18]).
oder auch



A — _J) .,,i# 53
Go = do (1 2m + 12m® (53)
(Text Book, Kap. XI, Art. [19])

Demgemiiss ist auch

(m) ('rl_n) |- ”'ic
2L = .. e P e e o4
e e+ om [ 2 (64)
(m) ) ) §
ot ) C ( -
g ==y | 1 e e O
“ g ( 2m) + 12m* (55)
Ferner besteht die Identitit
(m) (m)

m ae oa it of
L;E t?;(c )- l;z: W _l" la; ey

oder wogen den Gleichungen (52) und (54)

(m)

0a ac | 1 — Ly
aa oda X HH
= () g A — s

2 (nir) l o I“i .
.y Lt, Ly AJ
v |t + 21 Az 12m?2

Und wegen der Gleichungen (21) und (23)

(m) ¢m) 1 - [ ] i it _
Q@ (17 = A & x 2

s = b s Pl — " —_ g —_— .
W » + 9 Ag [om (,rtgb —+ Wy, : ‘rt,,)

AN [(::(l dr'm
(m) (m) 1 1 .
o« @ A aea .
Ao — Uy o .f\ T e 5()
T g A 12m*" "7 (56)

oder wegen der Gleichung (35%) und da

« —
.é\.'); —_— 1 e () ([::;

(m) J p
oL 1
by — Uy ], oy 2 ) TR 57
( 2m; + 1202 (57)
[m weitern ist zufolge eciner Entwicklung ent-
sprechend der des Text Book, Kap. XI, Avt. [18]

5
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(m) (m) i e
o . C\'; T (trc i a (T'
By = F5 o8
(b -+ 2m .Y e )
(m)

Dieser Herleitung gemiiss stellt €% den Barwert

einer vollstindigen Aktivititsrente dar, bei welcher im
Todesfall, nicht aber im Invalidititsfall, eine Ratarente
im Verhiiltnis der seit der letzten Rentenzahlung ver-
Hossenen Zeit gewihret wird.

Aus den Gleichungen (56) und (58) folgh:

(m) (m) (m,_) (m) 1
oui o ot
b — Uy —— Uy — .E + 2 — 12”%3 Hf;a

(m)
. (atm _I_ __}___ \-(E B 1 ”u(d)
v 2m 12m2""/
(m) (m) 1
oal ai v ai
Wy — (g 5 f\t; .
; v Im

T . SR PN . (9,
Und wegen Gleichung (34)

(1)
— 1 o mi—1 -
ot ai e . D9)
e =— gy ‘i‘ om A + = LGr Vary ( )
oder wegen (Gleichung (37)
s’ﬁ;j_ o cu fu " I,A P o (60)
B === "l" o Yo dom T

(m)

Go ist der Barwert ciner vollstindigen, in Raten

yon —- zahlbaren Invalidititsrente 1 eines Aktiven (z).

. 1. .
Die erste Rate von — ist zahlbar im Lebensfall zu
m

Anfang des auf den Invalidisierungsabschnitt folgenden

Abschnittes von — eines Jahres. Stirbt der invalid ge-
i
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wordene Aktive im Invalidisierungsabschnitt, also ohne
den niichstfolgenden Abschnitt zu erleben, so st cine
Teilvente im Verhiiltnis der seit dem Anfang jenes
Zeitabschnittes verflossenen Zeit (also nicht im Ver-
hitltnis der seit der Invalidisicrung verflossenen Zeit)

7z gewithren.

Bemerfaung. Will man eine vollstiindige Aktivitits-
rente | so bilden, dass im Todestall und im Invaliditits-

fall cine Schlussrente gewithet wird, und  bezeichnet
(m)

. - (o] . .
man ihren Barwert mit ("), ®*so erhiillt man ihven
Wert aus der Aktivititsordnung  gerade so; wie den
Wert ciner vollstiindigen Lieibrente aus der Absterbe-

nrclnlmg.

[os ist also:

(m) (m) ‘"t
B = al o (AL (A — 11
" Qi o 12m?
U(li‘l'
i y )
o _— { o 3R
a;v = ({. + (l T "') g ;- (!)b“)
(@) ) 2m + [2im?
(m) (m) (m)

e (e ORI o o it ] . % ] .
Die Differenz af — (w;,,- ), dic wir mit (fiﬁ‘) bezeichnen
wollen, stellt den Barwert der vollstiindigen, in Raten

|
von = zahlbaren Invalidititsrente 1 ecines Aktiven (:x)

dar, wobei als erste Rente eine Rate im Verhiiltnis
der Zeit von der Invalidisicrang bis zum Sehluss des
[nvalidisicrungsabschnittes gewihet wird., .

Stirbt der Invalide 1m Inmlitlisinrlmgsa‘l)schnitt,
so wird als Schlussrente eine Rente im Verhiltnis der
Zieit von der Invalidisicrung bis zum Todestag geleistet.
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Definitionsgemiiss ist

) (m)
(O% . o(zw O::i
o ) =l — (“ﬂv )1

oder wegen der Gleichungen (57) und (58a)

(m)

(28 = a2 (1 —o). (60%)

2m

13. Dic Invalidititseente, bei welcher die Renten-
zahlung sich nach dem Moment des Eintrittes der
Invaliditit rvichtet, wirg einen von den beiden im Ab-
schnitt 12 berechneten abweichenden Wert haben.

m
Wir bezeichnen mit % den Barwert ciner in Raten
zahlbaren vollstindigen Leibrente, wobei die crste Rente

— eines Jahres mnach der Invalidisicrung bezahlt

m
werden soll.
Iindet die Invalidisicrung im Alter @ statt, so ist
te] b

die in diesem Moment entstandene Verbindlichkeit

(m) )
33, wobei gemiiss (ileichung (55)

d d
0 _ =4 _ T
w,.e q 66{} (1 2 fm,) + 12 m?

I'ihet man die Wahrscheinlichkeit ein, dass die
Invalidisierung im Alter & eintritt, diskonticrt auf das
Alter = und integricert, so crhiilt man

(m)

Ol () ) * 1 o L(} ; .
g = 1 — — lae pV—2 ) qi dY
N ( 2m /9; oY VI

_I_ ) * 1 ZE , I‘)'_w ’ l .
12 m? s o i B
O
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Der Wert des ersten Integrales ist, wie die Be-

« " ‘ ) L - e ., s

trachtung von Gleichung (29) lehrt, @', der des zweiten
. 2 Y . i
ist gemiiss (leichung (42) gleich (A%).

Also st

(m)

S ai ) -*"ru; .
(lm” == ([ Ty ) ftb + 12 AJ_. )7 (()[)
oder schr angenihert

(m) , ) o
sai (| K ) i (61Y)

e —/ - ¢ e l-‘;); .
" 2/
Man vergleiche hierzu die Bemerkung zum Ab-

schnitt 12,

« L.
Soll die erste Rente im Betrage von —— mit der
m
(1)
g . e . . oai ]
Invalidisicrung fu.lllg werden, so ist zu @5 noch zu ad-
dieren der B(‘h'tg (\ ) so dass der Barwert dann

betrigt

(m)
dai 0 12m+0 i
(1 m) e B (62

14. Die aufgeschobene Invalidititsrente. Findet
cin. Aufschub in der Weise statt, dass die Invaliditiit,
wenn sie in den ersten n Jahren eintritt, keinen
Anspruch auf Rente geben soll, so ist der Barwert
des Anspruches nach n Jahren

ai

(t‘l',l_i_ ne

Der gegenwiirtige Wert 4 a, igt

2 DR,
al C--n Lal
9| Ay — — (z_(_r,_ — by frie (63)
D
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Der Wert der aufgeschobenen Aktivititsrente ist

v

e D o
aa x-|-n e
_rni [Izm == :L'm——— acl ne (64)
D

Die aufgeschobene Rente 1 fiir einen Aktiven (z),
zahlbar im  Aktivitits- und Invalidititsfalle, hat den
Wert

e
0 Gy = 1)' 7 (65)
@

Soll der Aufschub in der Weise verstanden werden,
dass die Rentenzahlung um » Jahre aufgeschoben, aber
auch den Invaliden gewiihvt wird, die in der Aufschubs-
zeit, also vor dem  Alter (x -} #), invalid- geworden

sind, so ist der Wert der Rente nach # Jaheen fiir o

Personen

iz

= = It )
i i trin i
Z e-|-n a/r |n + ( w-bn T Z:n 7{‘) Chos--n

Der Barwert fiiv cine Person ist im Alter ()

121

D a-n ai 1: |-n D Lr& I) w—n d )
_____ o adn _I_ i aa ot
D D% D

Bezeichnen wir diesen Ausdrueck mit Wy , SO ist

e ai | lh
- a‘,,.Uer(Da, - D*”) @ pa. (66)
) @

Dic um % Jahre aufgeschobene Rente cines Ak-
tiven, zu bezichen gleichviel, ob der Aktive dann noch
aktiv ist oder invalid geworden, hat den Wert

[z e EE' g
n| Gy = n| + n|| G - (67)
“Es besteht daher die Identitiit

_ i
) : wa la: i .
all (b == n| Gy — | Uz T (n| U — n| @) (68)

£



Dic Bezichungen (63).bis (68) gelten auch  fiir
Ratarcnten, kontinuicrliche und  vollstindige Renten.

15. Die temporiire Invalidititsrente. s bestchen

die Bezichungen

> L an )
" “:'l(f s le“! - . (() .))

ai ai i
e @ == Gy —— ] G L

(l- 'l a g
In by by T g G (‘ 1 )

. % ;
i aaw g ; it
o Gba: == |n Qo — |n U + an (o @ — ). (72
£

Auch diese  Bezichungen gelten  allgemein  fiir
Ratarenten, kontinuicerliche und vollstindige Renten.

16. In der Praxis kommt hilufie dic mit den
Dienstjahren steigende  Invalidititsrente vor.  Betriige
die Rente, wenn die Invaliditit nach » vollen Dienst-
jahren eingetreten ist, », nach (n 4 1) vollen Dienst-
Jahren (r—-«), nach (v 2) vollen Dienstjahven (r—2 )
ote., nach (n - ¢) vollen Dienstjahren (r + & «), so ist

der Barwert (veja), der Renten beim Diensteintritt :

[1¥} e ‘l)’:m| - m I)txmf G -1 aci‘
(veia)y == r 22 e
)flfl I)Hrt
D> D,
ai aa
+ 7“.:: “,’LB fu + D- | n | S oal
(£4 e ) In -2 T e e s e s - (t']:.i_”,l,&
D', DY

sy ”I (L_.: —|— 144 ( n 'l| a;n _I" ;;..'-2[ (tl,' + SEEe I("\ a"‘l()

(Vﬁ:d)gi ' ] Gy + @& 24 nt-g| “gi' (753)
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Handelt es sich z. B. um eine in Raten zahlbare
Rente, gemiiss Abschnitt 8, so erhiilt man

(m)

= DX, m? — 1
E ai BN L Hetn S
(Ve| W) = (Ve| ) +7 ——— —5—5 Vata +
l)(&(b 12 m
9 I (Lt;’/ ;!_El',
m? — 1 . -D.c--kn—l—t : Da:—l—n--l—(-ﬁ ,
o [ i ke r e =g s
= i DJ) D.’L‘

oo, omi—1 1

= (Ve 0 + g o |7 D et

T
D
- &8 I
e :‘.‘J Da:-}--n—l—(f‘ Vafnf-& |- (74)
&1

Der zweite Summand der rechten Seite ist der

()

Fehler, den man begeht, wenn man (vg a); fir (ve a)e
setzb.

Derselbe ist klein und hat im allgemeinen in der

Praxis keine Bedeutung.

19. Die Verbindungsrente auf zwei Leben. Wir
bezeichnen mit

.y den Barwert der Rente 1, zahlbar bis zum ersten
Ableben zweier Personen vom Alter & und y;

they bedeute dic entsprechende Rente, wenn der zjihrige
invalid ist;

@yy bedeute den Barwert der Rente 1, aufhorend mit
dem Tode von () oder mit der Invaliditit von
(x), spitestens mit dessen Tode;

tyy bedeute den Barwert der Rente 1, zahlbar an ein

Ehepaar, bestehend aus einem Aktiven (x) und
ciner I'rau (), beginnend mit der Invaliditit



des Mannes und aufhorend mit dem ersten

Todesfall ;

a':, endlich sei der Barwert einer Rente auf das ver-
bundene Leben eines xjihrigen Aktiven und
ciner yjihrigen Frau, zahlbar bis zum ersten
Ableben. Dabei soll es fiir die ZahlungspHicht
gleichgiiltig sein, ob der Mann aktiv oder in-
valid

Die Werte von a,, und a,, werden aus den Tafeln
der 4,, . und {, in bekannter Weise hergeleitet,
ta . . 1 e
ey wird aus den Tafeln der /, und " ebenso
berechnet, wie .y aus den Tafeln der 7, und [, .
Nach der Definition muss
@ ﬂ'lb " =
u’r?}*"“ ”l.l}+”li[1 (7'))

ferner ist

by g = 12y 4 1l (76)

18. Die Verbindungsrenten in Raten.

oy

Kis ist (m) (m) (m) ”g

Wian == by~ Mo (78)
Y 'Y Y

Ferner besteht die Identitiit:

(m) (m) i ()
al (m) i l;u (( (m) i )

(79)

. ey — = Ty T (b]y lt”” €y — Ty
@O

Wir haben ferner die Bezi(,\hung:

(m) nm— m“‘ml

@y == By - Zm 12m? (a1 + ). (80)
(Text Book, Kap. IX, 32)
Kbenso ist:

(m) ~—1 m"‘

“.LJ—_'a’”J—I_ JH’L 12, ) (“‘-L+|”y+())' (8[)
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Zufolge der in Abschnitt 17 gemachten Bemerkung

{iber die Berechnung von g, ist

g " sy ). (82)
W 2 W (UL, =8}
By Y 2 12m2 VDY

Hieraus folgt durch Substitution in (79)
(me)

< 5 o S
iy == thary HILQMZI Vo (83)
und
(?:) “ m—1 mi—1, 44 _ _
Gay = lhay T 50 [ogp2 W@ + y +d). (84)

19.  Die Lontinuierliche Verbindungsrente. Liisst
man in den Gleichungen (80) bis (84) m iiber alle
Grenzen wachsen, so entstehen die Gleichungen:

| [ .
oy ==l 2 CRET (e 1ty -+ )  (85)

g i 1 L, : "
”.'::'y — af‘.L‘y + é - 172 (|um + I”!] _l_ d) (8())

5 i | 1

an)g = Qay 2_ - 1”3 (l”f”i’ + Hy —I_ ()) (87)

e 1

A ‘ R
] a,gf,y o a,i.y -+ 9 19 ({ui“ - Iy -+ d).  (89)

20. Die Verbindungsrente in Raten, ausyedriiclkt
durch die kontinuierliche Verbindungsrente. Aus den
Gleichungen. (78) bis (84) und (85) bis (89) folgt:



b1

m) ) [ 1 \
“(Q)l] — ey — 20 + 12 ?l ”1 + My + ')) (90)

m) :

(; o 1 [ (! 0,40y (91)
oy = oy = " + 12 gt + 1 '

(m) )

et aa [ j (S)?)
(l xy == {l xy _— ‘_‘2_)7_] - + 2 H:' 9 ((l a “I_ [\' l + { )

(m) ) 1 :

1) X 93
H;::y = Qay - l") H-l.“a Vas ( )
(?::) I 1 ) )) (th)
a'"—'.’f == Gy 15} V'Hl‘; ' + : s.) me (”P + Hy + ) A\

2. Kapitalversiclerung aunf den ersten Todesfull

. . . { 1t

von zwei Leben. Die Bezeichnnngen A, AL, ALy,

Ay und ALy sind nach Analogie der bisherigen Iint-

wicklungen ohne weiteres verstiindlich.  Ebenso  ist
klar, dass

,,} s fxr!(l + f\f,ﬂ:.l (9:))
und
a7 = I ; ,
f\-L)r.}} /= f\.m” . i\);” St el (‘1\.\')_1[ - 1\..)7’,) . (U‘))
Loy

Sodann ist :

Ay =1 —d (1 + a) (97)

Ay ="1— {1 42, (98)

Apy=1—d 1 +a}). (99)

Ferner bedeutet
B | adh - e
Agy + (AL)=1—d (1 + ayy) (100)
den Wert einer Versicherung, zahlbar im ersten Todes-
fall oder vorher, wenn der z jihrige, der Mann, invalid

wird.



Durch dicse Entwicklung werden wir zur Berech-
nung von (AL,, hingefiihrt. s ist der Barwert des
Kapitals 1, fillig, wenn der Aktive (x) bei Lebzeiten
der Frau (y) invalid wird.

Die folgende Erwiigung fithrt zu deren Bestim-
mung. Von ;" I, Aktiven werden im (z - 1). Jahre
invalid 1%, ¢, Von diesen sind beim Eintritt der In-

t
v R ( : ,
Iy by Ay ynd nicht verwitwes

2

validitit verwitwet

= T q
la” byt (.l —— 12’)

Der Barwert der Auszahlungen im Invaliditéiitsfall
ist fiir cinen Aktivo_n

ag ’lu-i—t
z-lt syt - |-t 9 . (101)

AT = L‘,’,,,, S S
Y B i o
’Dﬂ)!j

Aus Gleichung (99) folgt
ADE L B e Y e f () ke 0 f
Durch Subtruktion von Gleichung (100) kommt
(AShy — A% = d af, (102)

welche Gleichung analog (46) gebildet ist.

22, Mit geniigender Anniherung darf gesetzt werden
i

Am? === —(5

a A;r:y (103)

Bly=— Al (104)
und, entsprechend der Herleitung von (47),

AL, == AM. (105)



e T e

Analog den Gleichungen (48) bis (51 folgt

A (A = (AT (A (106)
A j,_ Ada
) | Ty
und ‘
(Ra) = - (A% (107)
AY ') A (108)
* (

23. Die vollstiindigen verbundenen Renteneinheiten.
Il ist

o(m) (m) \ ”' —l" ”fl
= ffip 1 - 5 N gy e 109
oy 2 m Y 12 m?  (10)
(Text Book, Kap. XI, Arvt. [21])
oder
o(m) __ o _L) ) A, ,’) : 110
Ctay (1 om ) LTI Sl

Ebenso ist

(m} (m) 1 ”: +
a’-“l - a"J+ 2 ' \l'.'l N 13 ”&3 ) ( 11)

m
(0 ) ) |
Gy = (1  2m ) oy + - 12t (112)

ntsprechend der Entwicklung von (56) und (57)
finden wir:
(n’l) rlli) llfb+
”'f .
By = tay+ 5 - Ay — - 113
o . ww 12 m? (13)

;’;pir,) (F
l,ol-xy = (1 5 ) a.nJ g = [ g (] 14)
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Dieselbe Uberlegung, welche zu der Gleichung (58)
fiithrt, begriindet die Bezichung:

(m) (m) @
s T L e 4 T
oy == Gy T 7 Doy ™ o - (115)
Durch Subtraktion von (113) und (115) kommt
(m) (m) 1
ot ai Sl 3
Uay = Uiy 7}"’;&_ f\ﬂvy- ([ L b)

24. Die Invalidititsrenten, bei denen die Renten-
zahlung sich nach dem Eintritte der Invaliditit richiet.
Wir bezeichnen den Barwert einer solchen Rente,

wenn os sich um ecine Yorbindungsrente handelt, ent-

sprechend  dem  Abschnitt 13, wmit df,. Ganz ent-

sprechend der Entwicklung des Abschnittes 18 finden
wir die Bezichungen.

(m) }
OIH -(“ 2 .
gt (1= P g oA, (T
oo )il g (), (117)

oder angenihert

~ (/’,‘ﬂ) ()‘ )
QL . 1 7 -
w;L’y — (1 2 m ) Lta;,, (1 17([1)
und
o{:? S\ a, 12m4d |
C o II - [ S ?7)”' i CLJ:H T 7{2’}}% (A By U) (]. ]. 8)

25.  Die Uberlebenskapitalversicherung.
lis bezeichne
1 r 8 i .
Ay den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ableben
von (x), wenn alsdann (y) noch lebt;

1 4 2 . .
Ayy den Barwert des Kapitals 1, zahlbar beim Ablehen
von (y), wenn alsdann () noch lebt;



Ay, sei der Barwert der Versicherang 1, zahlbar beim
Ableben von (), wenn er (y) iberlebt, und

Auy der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn er () iiberlebt,

Nun ist offenbar
| 2
‘\ 1 \ 2 ] \
Hhay + wy o A

ferner
| 1
f\.:-y + A ayy =— I'\.r'lp]

und also

v

Koy — Ay = Ay — A

Apy — Agir= Ay, — A,

:’\_;,).H —|~— \,f o= A.,,, —]l— A!I . 1\,,-.,,
Iis sollen ferner bedeuten

A1 den Barwert der Versicherung [, zahlbar beim Ab-
leben des Invaliden (.2) wenn (y) dann noch lebt;
At den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven () als Aktiver, wenn (y)
dann noch lebt;

i
Al den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim

£y - ;
Ableben des Aktiven () als Invalider, wenn

(7) dann noch lebt;

17 . P
At den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim

J )
Ableben des Aktiven (z) als Aktiver oder In-
valider, wenn () dann noch lebt.

Sodann sei
AL der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
' Ableben von (y), wenn der Invalide () dann

noch lebt;
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ae
Awé der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn der Aktive () dann als
_ Aktiver noch lebt;

\.4 der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (), wenn (z) dann noch als In-

valider lebt;
17

i

der Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (y), wenn dann (z) noch lebt,
gleichviel ob als Aktiver oder Invalider.

Iis bezeichne

Az den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim Ab-
leben des Invaliden (), wenn er (y) iiberlebt;
Az den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (x), sei es als Aktiver, sei es
als Invalider, wenn er () als Aktiver iiberlebt hat.

Je nachdem das Ableben des (x) als Aktiver oder
Invalider erfolgt, ist zu unterscheiden zwischen

A?:a dem Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
' Ableben des Aktiven (x) als Aktiver, wenn eor
(1) iberlebt, und
Ag(;z dem Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
"~ Ableben des Aktiven () als lnvalider, wenn
er (y) als Aktiver iiberlebt.

Ferner bedeutet
at

Az den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben des Aktiven (z), wenn er (y) als In-
ralider iiberlebt;

A:;:-u den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim

~ Ableben des Aktiven (x), wenn er (y) iiberleht,
gleichviel ob als Aktiver oder Invalider.



Es bezeichne
i‘; den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim AD-
leben von (i), wenn er den Invaliden () iiberlebt

A(:;i den Barwert der Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (), wenn cr den Aktiven (z)
itherlebt.  Dabei wird vorausgesctzt, dass ()

als Aktiver gestorben sel.

Az bezeichne den Barwert dev Versicherung 1y zahl-
~ bar beim Ableben von (y), wenn er den Ak-
tiven () iiberlebt; vorausgesetzt, dass dieser
beim Ableben invalid gewesen sei;

[

den Barwert dev Versicherung 1, zahlbar beim
Ableben von (1), wemn er den Aktiven ()

iiberlebt, gleichviel ob dieser als Aktiver oder

LY

[nvalider gestorben sei.

EH lJ(‘Ht(‘ll(‘ll F()lgl‘ll(l(‘ ”"le(‘hllllg[‘ll

i el e g
Az Ar - A 119
'\.r-y + i\;:'y A’.z'y ( )
[ferner
e (L it
Al 9 = A 120)
\.l"fj + i&.r” r (
(X (et Lt c
.1 - 1 == \ . 12[
Aw i AJW - (121)
Sodann ist
Wi al ac il i -
At \» Az = A 122
l\.n'y + 1'\;:'_1] + Yy e (
ai l @t -,
A= A . 123
‘A:.-y + o £y ¢ @y ( )

Weiter ist
ad aa «wl \c( i
.) ) R — Y
At Azt A LS L= Ay (124)

a2y

(244 aa (L-'Z'l a,.g'
Al -+ A{/ - .r\.ilw + Az — A, (125)

] ay

0



Und endlich

(1117 e 22
J:k-l + xl?[ - A‘I'!,'y (126)

a @l a
Aj+tAl=AL (127

(t(l'z 12
_I_ 'é £y — 'A'E:y (128)

aa ai 0
Ap-FA2=A¢L (129)

Fiir jeden der Werte A® gilt dic Bezichung

Zur Berechnung von A.Lj' benutzen wir die Be-
"
ziechung

aa ac aan aa P
A 4=y a " + 5 2 (et ity (L:i::l.','v—[—-l)’ (130)
(Text Book, Kap. XIII, Art. 32))

Sic crgibt sich aus der Frwiigung, dass man zur
ttb . . . ) g . .
Ermittlung von A 1 die Aktivititsordnung wic cine

Absterbeordnung zu behandeln hat, also die durch
Tod oder Invaliditiit Ausscheidenden wie Sterbefille
in die Rechnung einfiihren muss.

73

Im weitern kionnen wir die Summe AI —|— Az
wy

direkt bestimmen. Es ist der Barwert der Verslchm
rung 1, zahlbar, wenn der Ehemann im Zustand der
Invaliditiat stivbt, wobei vorausgesetzt wird, dass die
Frau die Invalidisierung des Fhemannes tiberlebt habe.
Von I 1, BEhepaaren werden von der Invalidisierung
betroffen
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Yon diesen sterben Minner im gleichen Jahy

a ; q,,) .
ln by (1 — g )t g

Von den Ehepaaren, deren Minner invalid werden,
ist die Zahl derjenigen, welehe das  Invalidititsjahr

itherleben : -
Jaa AV )
I ly(l == )u (1 9

Der Barwert der Leistungen auf Anfang  des
Jahres bezogen ist

Lt Gy . fl’, i (flr .
v l.n: ly (I- = 21) [ [(l i 9 ) jx,,,,“ —'— 2 ‘, )

also der Barwert der gesuchten Summe

I. w = / g . . ‘( j.. t
— v Yt [f,’,"u byzi &1 Ay t) fute 1_:; 4

¢
i 2
[ﬂ; l_,, t 0

i
(1..: ft) ) ‘
1 — 20 ) Apria |
( 9 a1
[Folglich ist
wi ai 1 0 . o Gyt .
1\.‘!!} + j\":'j e %zi.i' [ }_4 !)LI‘C syt (l g I":B‘F) T tt
D,
Grye g (f ford) yi 131
b4 --:;)" -+ (1 — 9 Appepr| (131)

Entsprochend ist
- ) % , it
ol @l 1 (1 an . Lyt
ALk Asz=—v u.l.).'::—|—t:y—]--t Yartt lr 9 —+
rY xy aa 0
Diy

(11 Agren] (132

Die Bezichungen (119) bis (132) fiithren zur Er-
mittlung cines jeden der Werte von A.
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Um die Werte der Uberlebenskapitalversicherung,
zahlbar sofort nach dem Tode, angenihert zu finden,

hat man die ermittelten Werte mit 5 multiplizieren.
- (

Auch durch numerische Auswertung der bestimm-

ten Integrale

l e W
e l), |6 9]¢ l'mj|—t A-a:——|~t it

D e o

I
und
1 @ =
A e(l
— [ Doy revepedypodly
D;(ll JE D
'y

gelangt man zu den Werten von

**'(fl l’“
) fx'r?] + t\-l l]
und

u,.! ut
A+ Avu

xy

Man kann ihnen auch die Form geben

_ai _ 1 ® o _ o
A}_ —|— A“] = / D a-fby- |-t Va-|-t (] _— Cti-,l.t) i
4

! J w 7t
(Ai ) '(L'(tn [)‘1' byt V-t Qaft di.
-0

Day (133)
(t& )‘ o, -
A i + A 2 = () — —— [ Dpteytt Vope yps dt.
ol S (134)

26. Uberlebensrenten. Wir bezeichnen mit a,, den
Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem Ableben von
(x), erstmals zu Anfang des auf das Todesjahr fol-
genden Jahres, solange () lebt.



— Bf =

Es ist
(I"““/ == (L}’I boor (L_,‘”.

'erner
; ;
I':{/_L-‘y —_ ('tﬂ = ("»l,'jl'
der Rente bezeichnen, zahlbar

wyy soll den Wert
Aktiven (), sei es als Aktiver

nach dem Ableben des
oder Invalider, solange (y) lebt. Es ist
@ I .rtt-f. f;} QR
(L‘;;ly —_— ”/y = fbxy — (I[z” - a,,:y - a".!"jj' (ld'))

@y st der Barwert der Rente, zahlbar nach dem
Ableben von (i) als Aktiver, so lange (y) lebt.

Zi seiner Bestimmung fithrt die folgende Betrach-
tung. Yon /3", Bhen werden im niichsten Jahre auf-
gelost durch Tod des Mannes im aktiven Zustand

1.']! lﬁ-l-.:
[.u ly o -

Von £, [, Frauen, weleche im niichsten Jahre den
Mann durch Tod im aktiven Zustande verlieren, iiber-
leben das Jahe
N’l‘\ .Hflu
/.:,' /!/ . (l #{l,'f )'

Der Barwert ithrer Witwenrente 1st

o1 0y g (L —ay) (1 )

tolglich ist (136)
u.."f,ﬁ/ = v _\j l)i;ﬁ.t:yﬂ ([_(,t.?ff_g (,l = {fy ]--t) (-1 + Qy |-t-|-1)-

(ogf,, ist der Barwert der Rente 1, welehe (y) be-
zicht, nachdem (i) als Invalider gestorben.

Yon [3" 1, Ehepaaren iiberleben
g[(ﬂ‘ "
la 1y [ = qy)

Frauen das erste Jahr.
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Yon den Minnern werden invalid und sterben im
gleichen Jahre
E
Zflﬂ l N _([J) .
" a "_‘E‘Z——’

es uberleben als Invalide

B @
lw ZU Ztﬂ: ( I —Q‘L‘")-

Der Barwert der Verpflichtungen ist
- 0
1) liﬁll ly ia; (1 T (]f]) ';;)k_ (1 + (&yl.l)

e L »
+ vl 1y b (1 — gqy) (1 et %“) G f-1]y-|-1

und folglich

;ﬁ S % rm, N
Up|ly == —_a_r; j D:L 62yt ZL -+t (1 - QH_H) I_l + (LU‘H' -1
Dzy &

I
(_ __L ”)(l—|—a”c|: ytFD) ]
Also ist

al
Quly =

' D{ﬁc gt Yot (1 Qyee) (1 F @ypepr) - (cgf/.

Dy
Y (1387)

»

Die Werte von ), und ag, kionnen auch be-
stimmt werden, indem man die Rente cinfiihrt, zahl-
bar an (y), nachdem (z) invalid geworden. Diese be-

Y)s i

. . . ai
zeichnen wir mit (a.)y).

Es ist niimlich

Sy + @)+l —a,  (139)

Ferner ist

”'({'ILJ B (a-’«lJ) — J (139)



. 87

Der Wert der cingefithrten Rente bestimmt sich,

wie sofort erhellt, mit der Bezichung (140)
(“ﬁ'/) =— ¥ waf-“H it bt (L —qype) (1= @y p0q1)

]7);’.;1’ r 0

() == - : j l)(;”tp-e‘.:yl-!‘- Vot dype Al (141
l)(lr 3

und

Wir bezeichnen mit
Uyl == Wy — 1y
den Barwert der Rente I, zahlbar nach dem Ableben
von (y) an den Invaliden ().
ty sei der Barwert der Rento 1, zahlbar nach
dem Ableben von (1) an den Aktiven (), gleichviel

ob dieser vor oder nach dem Ableben von (y) invalid
geworden und als Aktiver oder Invalider gestorben,

lis ist demnach
e a aw:i wi ¢
“'f»v = yle + Ayl + Ayl (142)
"der Barwert der Rente L, zahlbar nach dem
Ableben von (y) an dun Aktiven (), so-
lange dieser aktiv bleibt;
zahlbar nach dem

“(f:l“ der Barwert der Rente 1,
Ableben von (y) an den Aktiven (x),
nachdem dieser nach dem Ableben von
() invalid geworden;

a-'}'f,, der Barwert der Rente 1, zahlbar nach dem
Ableben von (y) an (x), wenn dieser zur
Zicit des Ablebens invalid gewesoen.

Offenbar ist

aa:a aa aa
Ayl = oy — au/ (143)
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W voo® s
gl = —— 3 De: yht Gape ([ — ———q‘;” ) e
Dy o
[ye (L4 @oper) + (U= gyp0) (L @opepr)
”“_ (l - (I_l}-H) (l + ai“}»f-l-l:it--|—f—|—-|)]

al v 2 ' G
@l AN [)(’L(l'zt T L, IC( . _IF ¢ )(1 + “) m %_1)

Qo —— L

112 }
D2 £

ai
— Uy (144)
e i v ;.o‘ Dr.:( a P
Uylo: == = L Vattrypt Ay e Pttt I—tH‘
Dy 1 | (145)

27. In Raten zahlbare Renten.

Da
aly == (by — (bays

SO st

m*— 1

m m (m)
af,,L; = af, ) — lgy’ == by — by -+ ~ (9 g2 o

(m m? -1 ,
(6;,.:;,3 == )y + 19 gt M (146)

Un) m?— 1 i (147)
(LLM = ('!L’J **' W M- :

Gremiiss (Hleichung (135) ist

(m) ) (m)
)
(t’“LIJ —_— QAJ (&(p;y,
oder wegen (84) .

‘ T l XA -
= a4 e s (148)
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Die  Gleichungen (148), (138) und (139) tithren

. ) e al

wegen des symmetrischen Baues von ), und (@)
zu der Bezichung

g " m? | s 149
S L - -, an 14¢
Uzly = Guly + 19t M (1)
[licraus folgt
' (m) .
i wi [5()
(l‘.).,'!” —— (L_,-IU. { )

Sodann ist wegen (143), (33) und (82)

at(l’::-): @ awa 1 L 1 ( 151 )
xr — o + P a5 . < /
. yl 12 m2 Y

Da
a o o
Uyl —— gy —— Wy,
o ist wegen Gleichung (35) und (84)
(m) (m) (m) 2
m? — 1 ot &
U « o« « RO
Ayle = Qp — oy — yla —'l_ ’ lfz ’;”2 ty (l')")
und wegen (142), (151) und (152)
(m) (m) - L Eeg
@ i wsi i ( 1&)(3)
“y‘.a: + ”‘lr,'|:l: == a,‘jl-L‘ + w.’/!-”'
28. Die kontinwiertichen [Renten. Wir lassen in
den  Gleichungen  des 27, Abschnittes m  unendlich
wachsen und erhalten so unter anderm folgende Be-
zichungen ;

! -
Quly =— (xly + i '2“ LA (1»)4)
) z ‘ 1 i .
oy = aly + - T (155)
L a | au P
taly = Uly + 12 (156)
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_aa __ aa | ) -
ialy = oafy + 16 (157)
—ai ai :
Aly == Cb|y- (158)
. . 'y
Durch Verbindung mit den Werten o™ entstehen
die Bezichungen :
(m) _ — 1 159
[Ga;‘y —_— Umly = 12 ’}}&—2_ Hm ( 9] )
(m) : 1 :
i 2 )
[bxly = Uy — 7]27}7)2?‘ o (160)
‘m) 1 _—
(4] —( = ad
ami'j i CL;L‘J\U — "”im l[lm ( [ G 1)
o
e — {11 3¢
Ualy == Baly == o 2 M (162)
(nt) .
i bl (]63)

Cly = Dafy-

29. Vollstindige Renten. Soll am Schlusse noch
eine Ratarente im Verhiltnis der abgelaufenen Zeit .

q - 1 - 9 1 -*-é»)
fitllig werden, so ist zu addieren —— A, , —— Aoy
o ! I T R P A
1 “«2 1 _aa al
5 By 5 T s 2—m Awﬁ, je nachdem es sich um
die Gleichungen (159), (160), (161), (162) oder (163)

handelt. .

30. Vollstindige Uberlebensrenten, die vom Todes-
tag an lawfen. Wir bezeichnen die vom Todestag
an laufenden Uberlebensrenten mit fafyy Wenn es sich
um unvollstindige Renten, mit ?\l;;uw’ wenn es sich um
vollstiindige Renten handelt.
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Naeh dem Text Book, Kap. XIV, 35, gelten die

folgenden Bezichungen :

5™ ) | Jd ) Al
Gl =\ g ) (0 = ) g s Ao

) 0 d 1
= |] —— -) (L), : oy Ly
( om ) Ml + 12 m? Ay

(i)

Zur Ermittlung von (Oo(ff,, stellen wir die folgende
Betrachtung an. Sei 9 das Alter, das (y) erreicht hat,
wenn () invalid wird.  Dann ist das Alter von ()
gleich (z + 9 —9). In dicsem Augenblick ist die
vollstiindige nachschiissige Uberlebensrente

§(':_n)' B (I J ) ; " J— 1
oty =\ g ) dordoy + g A
Fithrt man dic Wahrscheinlichkeit cin, dass 2 im
Alter (x 4 & —yp) invalid wird, diskonticrt und addiert,
so crhillt man, da das Integral iiber W1 y—yly gerade

NG
genauw Ar ausmacht.
Yy

daly, und das iiber A° 1
;Ib""t‘)_';']:ﬂ

(m) y § 5
S ai 1\ & J_ar '
Ao e [ o) 5" —— AL . L64
@ly ( 2m> iy + 12m?* @ (o
Iferner ist
(m) (m) .
S _ i L 4% (163
Qaly = Qualy + ,5}2 Tay : )'))

Zur Ermittlung von ﬁfff, nchmen wir an, & sei das
Alter, das (y) erreicht hat, wenn () stirbt. Dann ist das
Alter von () gleich (x 4 & —y). In diesem Augen-
blick ist die Verbindlichkeit einc vollstindige Rente
auf das Leben von (i), also gleich :



(m) J ) J
lhg = (1  2m “y + [2m?”

Integrieren wir, so kommt
L g\ § 8
Ot - aa ( e
o y = ([ — ) fb:fll’,l, —I— —:["""""‘ .ﬁ\.l . (1 66)

2m 2imE Y

Der letzte Summand ist klein,  Angenéhert ist

(m) ; y N
Gaw " _aa 3
| ——w) Ul ye 1662
aly = ( 2m vly ( )
Sodann ist:
L (m) (m) 1 53
Oa,u, Saaw iy »
au,iy—- oy ’Tb* LX;?J (lh?)

Aus (164) und (166) folgt:

A R J .
Ay = (_1 — #) Ualy + T3 Al (168)

2m ay
und aus (165) und (167):

ALm) A () l B w

ailu = '?Iaiu‘r] + y (169)

— L .
o 1 ] . < b (L 1 ‘ 1A 1
(6;,_",] u ]1([ C\-!'y ]‘\Onn(/n. d_ lIOl\t als [’_Uiy ) Ct’“”l” 3 A;},‘y

g
und A';::r] berechnet werden.

3L. Die aufyeschobenen Renten auf zwei Leben.

a. Die Yerbindungsrente.

Gemiiss der Bedeutung von 5 4y, ist

NI (6,,(!}' = __’L_Biﬂ__i CLW‘I’M:‘U—{"N (17())
&y
. & .
n “i'y - w_l ’; il ai, -n - (1-71)

Y
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— I)”;L .
a-l-nyfn (e i
n| ‘Julj = = it (ofnzybn (I (2)
' l)u(l-
XLy
— ])(Hf — L
a s oiy-n i ‘)
”[ (!’J,"i] PoRES B : +1W’J | - (!.L' i,”: I {-Hf‘ ([ { t))
’ I)r'm. :
ey

wobei a4, den Barwert der Rente 1, zahlbar wiih-
tend des Zusammenlebens des Mannes () und der
Ehefraw (i) bedeutet, beginnend mit der Invaliditit
von (). Wird der Mann in den » ersten Jahven in-

valid, so entstecht kein Anspruch aut Rente.

I'erner ist

Dt
o afniy-fn P .
nl yy L, [ n:yfne (] l)
' e -
Ly

Die durch (174) bestimmte Verbindungsrente fingt
nach # Jahren zu laufen an, ist also nach (2 1)
Jahren zum ersten Mal fiillig.  Ist () aber in den »
orsten Jahren invalid geworden, so ist der Anspruch

auf Rente erloschen.

Soll die Invaliditit in den ersten » Jahren nicht
zum Verlust der Rente fithren, und bezeichnen wir
den Wert einer solehen Verbindungsrvente it 0 o6,
so haben wir

gl (bf:.‘,’, = ”"ﬂlj & 7)) @f:}i; (175)

und
: » -
| Gy = n| Quy + l‘m (?1| Gry — | (-h.”)‘ (17())

r . @ | 2 wir dre
Zur Bestimmung von @, gelangen wi durch
die folgende Uberlegung.
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Von 1“1, liheparen leben nach » Jahren noch

;
(lii / Zu[ l.u--[dt l_p;—[—n)
wpn bypn = bo by~
[ y
Ehepaare mit invaliden Minnern.

Der Barwert der an sie auszurichtenden Renten
ist, auf ein aktives Ehepaar berechnet :

. _ 78
i i xtn [y-l—n )
V" — l;v-|—n ly~|—n e l:l: ly [ Q- |-n:y-Fn
o {
lo 1y ' y
oder

1 D, 7 Do e ;
- ! (-l-)if‘—-l-n Zy—]—n T Dt: Y — : t'ﬂj'l) 7| CE;

i
Doy Doyt Day
oder
™ Ty _
L (Do Dapniyin i)
T I)‘ sy S
Dwy Lpbn:y-f-n
Folglich ecrhalten wiv (177
- — L/ D e = .
i i Xy i i i
n|| Cayy == n| Cay + =iy (ﬁ“““‘ — 1 );r:~|—n:y&[‘n — -Dmy n| (-
| :‘;}' Dw»|~n S o]

b. Die aufgeschobene Uberlebensrente.

Es interessieren uns insbesondere die Renten,
welche an die Bedingung gekniipft sind, dass das
Uberleben nach der Aufschubszeit erfolge.

Je mnachdem das Uberleben dann erfolgt, wenn
der Aktive (x) aktiv oder wenn er invalid ist, unter-
scheiden wir aufgeschobene Aktivitits- und Invaliditiits-
Uberlebensrenten,



Es ist nun
Datncnin _
n] Qaly = '_E]{':)n"’y”ll{’ Qptnly-f-n ([ 18)
.'_fy

[)t: friy-fn i
i Hapalyte (179)

S
n| tely =

i
D,
o 'l')'f.l(l; . .
ae __ Alefniytan we
n Qaly = —— = Uagn|ytn (180)
-l-).l.'”
- 'l)j’l'(l: —
i Mat-nyln @i
0| OGaly == ————— Ca-fulytn (181)
l)(t(l- |
ay
[
w Zniy-n « -
1| Cbazm- 7 _-IL'(L U.zr—{ﬂely—}wz- (182)
D2y
[nsbesondere ist auch
(m) o adu )
a R0 mé — 1 “a:—}—-n:y |-n aaw -
n| x|y — n| Ualy + *’1' 2};’3 T (183)

J)uia

32. Die it den Dienstjalren steigende Aktivitiits-
und  Invaliditiitsiiberlebensrente.  Betriigt  die  Rente,
wenn der Tod oder die Invaliditit nach n  vollen
Dienstjahren cintritt, », nach (2 4 1) vollen Dienst-
jahren (» 4 «), nach (» 4 2) vollen Dienstjahren
(r+ 2¢«), nach (n—4¢) vollen Dicnstjahren (r 4 ¢ «),

so st der Barwert der Rente beim Diensteintritt

Ty
'I').L'Wif n:iy-f-n a

—NC

(Ve | @)ety ==7 —— "= o iy |0
- J).t,'_l]
o
w-fn-f1ytn-1 .

D
+  — — ly Fo-f-1)y-frp1

Tyl
D
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" -l)(;(?-n +-2:y-4n|-2

2227
D Yy

o
o |-n- -2|y--n—+2

—+ ¢

ac
I)J;-f—')!—|~.ﬂ:;ﬂj-l~)i--!-{f N
2L Hetuteylute
P 4 ,/L};-l..-"_%_ELU_.',.n‘],,‘(_.
:[)(U.\'/
&£y

& ((;

a , R0
=1 o) Gy + ) n-f-g) aly (184)
&=1

und ferner

(m i
—— . U:) L a ’Jn2 - 1 1 , l—)a;l ;IT(L
(VEI a.)JJI.’I — (V&‘| a’)x}y + 12/};}}‘2_ — Y Dptniyfn

. sy

&E=& —

NY Ty e
+“ Hl D-v--}-?rlléz.f/h&s M fnf-g

& :

Der zweite Summand ist klein und liegt zwischen
den Grenzen

1 1 p P
, : 1 aa
0 und — | Dx+'n:y»|»-n e

12 aa
pee |
& —, g
\‘ il [4xi2
-+- - DJ;‘!"”'}'E:;V'l""”ll"{" Mafntég | (lSG)
& 1

Sicht man vom Restglied ab, so wird

(m)
(ve| @y == (V| @)y, durch die Gleichung (184)bestimmt.

Die Summanden von (184) bestimmen sich gemiiss (182).

Ziirich, im August 1906,



	Zur mathematischen Theorie der Invaliditätsversicherung

