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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Die Intensität der Sterblichkeit und die

Intensitätsfunktion.

Von Prof. Dr. Ch. Moser, Bern.

i.
Mit gefälligem Schreiben vom In. Mai 1 !)()(> fragte

der Sekretär der Vereinigung schweizerischer Ver-
sioherungs-Mathematiker den Verfasser der vorliegen-
den Darstellung an, ob die Vereinigung auf eine Arbeit
für das erste lieft der Veröffentlichungen rechnen
könne. (Sortie erklärte sich der Verfasser bereit, über
die Intensität der Sterblichkeit und die Intensitäts-
funktion einige Bemerkungen zur Verfügung zu stellen.
Der Verfasser konnte sich zu diesem Thema auch um
so eher entschliessen, als die Untersuchungen, die sieh

an den Begriff der Intensität der Sterblichkeit knüpfen,
stetsfort noch ein erneutes Interesse darbieten und ohne

Zweifel im Laufe der Zeit schon viel zur Vertiefungo
der Lebensversieherungsrechnung beigetragen haben ').

') Plier dir Intensität der Sterblichkeit seien folgende in
schweizerischen Veröffentlichungen erschienene Arbeiten erwähnt:

Dr. 0'. Die Absterbeordnung der schweizerischen
lievölkerang für die Jahre 1876/77 Iiis 1880/81. Zeitschrift für
schweizerische Statistik, Jahrgang 1888, S. 294—8!)!).

Dr. 11. ,Vc/««erf/m, Abstcrbcordaung. Artikel im llamhvorter-
buch der seliweizerisehen Volkswirtschaft, Sozialpolitik and Ver-
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Man darf sogar noch weiter gehen und sagen,
daws sieh nicht nur bei der .Darstellung der Über-

lebensordnung und nicht nur speziell bei der Lebens-

Versicherung, sondern auch auf andern Gebieten der

Versicherungs-Mathematik das Bedürfnis geltend macht,
eine Funktion einzuführen, die aus einer andern, sagen
wir ursprünglichen Funktion, in gleicher Weise abge-
leitet wird, wie die Intensität der Sterblichkeit aus

der Überlebensordnung. Im besondern sei daraufhin-
gewiesen, class auch die Theorie der Kranken-
Versicherung den .Begriff der Intensität der Entkran-
kung mit Vorteil gebrauchen kann.

Ii.
Zunächst möge man einige elementare Betrachtun-

gen gestatten. Wir setzen dabei irgend eine messbare
Grösse voraus, die als Funktion der Zeit angesehen
worden kann. Indem wir die Grösse messend verfolgen,
werden wir gewahr, dass sie in einem bestimmten
Zeitintervalle entweder aG/e/mmmen hat, t/ie/c/t go-
blieben ist oder eine aufweist.

Bezeichnen wir nun die Zeit, von einem gewissen

Zeitpunkte an, mit Die Grösse, die wir betrachten,
habe in dem .« entsprechenden Zeitpunkte den Wert

/'W-

waltung. Herausgegeben von Prof. Dr. N. Rcichesberg. Band I,
S. 8 und 9.

Dr. .1. /jo/ire», .Die Intensität der Sterblichkeit, bestimmt auf
Grund der zwei ersten schweizerischen Sterbetafeln. Zeitschrift für
schweizerische Statistik, Jahrgang 1903, II. Band, S. tili 68.

Im übrigen sei in erster Linie auf das Te.cf _Boo£ verwiesen :

Institute of Actuaries' Text Book of the Principles of Interest.
I life A nnuities, and Assurances, and their practical Application.
Part II. By f.fiwtye /um/. London, Charles & Edwin Layton.
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Ks gibt solir viole Grössen in der Krscheinungs-

weit, die wir messend verfolgen können. Als

möge a. II. der Luftdruck an einem gewissen Orte

zni' Zeit ./• angesehen werden, oder es stelle / <;.) den

Wasserstand eines Flusses, sagen wir der Aare bei

Kern, dar etc.

Kommen in einem rechtwinkligen Koordinaten-

système dem Punkte ./' die Koordinaten und /ÏW

zu, so wird der Funkt /' mit wachsendem eine

gewisse Kurve beschreiben.

Stellt etwa /*(ay) das Gewicht eines Steins dar,
der der Verwitterung ausgesetzt ist, so wird /'(.'d ab-

nehmen und schliesslich, wenn der Stein ganz ver-
wittert ist, gleich 0 werden.

Wir können auch Grössen heranziehen, die nicht
nur der sogenannten leblosen Welt, sondern nament-
lieh auch solche, die dem soDa/e« Le/iew angehören.
Da ist allerdings die Messung und Beobachtung sehr

oft schwieriger, aber dafür nicht weniger interessant.
Man tut da manchmal gut, die Resultate der Messung-

in geeigneter Woisc zu

Nehmen wir z. B. als ./ die Zeit an, die seit der
Gehurt, einer Person verflossen ist. Dann stellt ,t das

vl/ter der Person dar. Sei nun / (".rj eine Gesamtheit

von gleichaltrigen Personen, so wird, wie beim Gewicht
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don dor Verwitterung ausgesetzten Steins, /'(A) mit
wachsendem as allmählich abnehmen, um schliesslich
0 zu werden. (Andere Gesamtheiten: Aktive, Witwen,
Invalide etc.)

Oder es sei as die Zeit vom Beginne der Krank-
heit an, also die ÄV««/t7te//sdfrae?\ Stellt /"(as) eine

Gesamtheit von Personen dar, die alle während einer

gleichen gewissen Zeit as krank waren, so wird auch

/'(A) allmählich abnehmen bis zu 0.

Der 6Vad der Abnahme — oder wenn man lieber

will, die Dic/dh/Aeii der Abnahme oder die A/dr/ie
der Abnahme, oder die in/en.siihi der Abnahme ist

zu verschiedenen Zeiten im allgemeinen auch vor-
schieden. Aber auf das sh«7rere oder «Ambc/tcre A/>
ne/twen, kommt es — und gerade bei den Grössen,
die im Versicherungswesen in Betracht fallen — mois-
tens sehr viel an. Wir wollen uns, im Anschluss an
eine grössere Zahl anderer Autoren, des Ausdruckes

„Ddensiibi" der Abnahme bedienen. Dabei geben wir
gerne zu, dass vielleicht „Grad" oder „Dichtigkeit"
der Abnahme ebenso gute Bezeichnungen wären '). In
Übereinstimmung mit dem Ausdruck Intensität sprechen
wir auch von der „iMien.GihG/ttn/idion".

Die DPensiiäte/Mn/ciion s/eii</br iu/end eine GVävse

w«d /'?'(»• irt/end einen AeiGwn/d die alAna/ime, /;e.zo</ew

an/' den G/bssenieini/y 7 die 7Ai< /, d«r.
In der Tat. Der ganze Grösse«betrag zur Zeit as

sei /'(A)- Aach Verfluss des Zoitintervalles ,:c ist der

Grössenbetrag noch /' (as -f- A Ab Abnahme im
Zeitintervallo /\,r ist demnach

/Yo> — /Y®+

') Vgl. CornedleZ. Tkmrfré, Mathematisch-Technische Kajutel
zur Lebensversicherung, III. Auflage, 8. 44.
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Das ist die Abnahme, die der G rössenbetrag- /'/A er-
leidet. Beziehen wir nun die Abnahme auf den G rössen-

betrag 1, d. Ii. bestimmen wir, welches der Proper-
t.ionalteil der Abnahme sei, der durchschnittlich auf

den Grüssenbetrag 1 fällt, so haben wir den / faxten
Teil der gesamten, in das Zeitintervall /V'' fallenden

Abnahme zu berechnen. Also: Durchschnittliche Ab-
nähme des Grüssonbotrages im Zeitintervall /\.i,v

/TT - • /''•<• + /\3>
/TA

Wir haben die Abnahme auch noch auf die Zeit 1

zu beziehen, d. h. zu bestimmen, welcher Proportional-
betrag auf die Zeit I entfallen würde. Dieser Proper-
tionalbetrag wird erhalten, indem der oben angegebene
Betrag so oftmal gezählt wird, wie die Zeit /\.« in

der Zeit I enthalten ist, also -• mal. Die Abnahme,

bezogen auf den G rössenbetrag 1 und die Zeit I, wird
daher :

/' TA —" /ATAA '

/TA Ä A

Dieser Abnahmebetrag ist abgeleitet aus der Ab-
nähme im Zeitintervalle ABr entspricht mithin
noch nicht dem Botrage, den die Intensitätsfunktion
nach der oben gegebenen Definition darstellen soll.

Dort sprachen wir nicht von einer längeren Zeit, als

welche A '- aufgofasst werden kann, sondern gingen
von der für einen -Zeif/ntw/d sich ergebenden Abnahme

aus. Wir hätten vielleicht im vorliegenden Falle ebenso

gut getan, weniger streng von einem zu

sprechen. Wir bemerken übrigens, dass eine Definition
mit Hülfe einer Gleichung, wie z. B. in nachstehender

Gleichung l), Definitionen durch Worte an Klarheit
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und Strenge stets weit übertrifft. Lassen wir, auf Grund
der oben gemachten Bemerkungen, unendlich klein,
gleich cte werden, so finden wir als Intonsitätsfunktion
/((Inj den Crre«etce?i :

„ «,;) -- um /;'AAii/AA A.A J
/YA A A

/A-A — /' A + ^ A
/'(A • ffe

oder, indem wir uns der üblichen Bezeichnungsweiso
anschliossen, wonach gesetzt wird:

<//YA /'A + <^A /YA
und

folgt:

/TA

,u fA
und daher

AAA
rte '

— 'AAA
/'CA A; '

-Ac ('»

Bis jetzt gingen wir stets von der Vorstellung aus,
dass die Variable a: eine gewisse, von einem Zeitpunkte
0 an gerechnete .Zeit darstelle. Wir sind aber «/Ai
a« A'ese Ko/'Cfnsseteiwu/ ,gre&w«<2e«, sondern können «üü-

^ewei«, nach Massgabe von Gleichung (1), uns dahin
aussprechen :

-Die Ätew.s'iiä/s/ifw/ti/o« ,« (?A /«r /rt/e«d eine ./'««&-
ho« /YA ^ .9/e/c/i tient «et/ttf/nen Wetie cies Qttoh'en-
ie« «ms der enie« M Weiht««/ /'YA AAn/ito«
/YA sW&sh

Wir könnten in der Veroih/eme/nentnt/ noch teei/er
,t/e/<e« und den Ausdruck

/AA
/ fA
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/hl* Definition heranziehen. ; ist dabei eine Konstante,
die vom Vorzeichen abhängt. .< -|- 1 würde dann

bedeuten, dass wir es mit der Intensität der

der Funktion /'(A'J zu tun haben. Ms kann in der

Tat auffallen, dass wir in unserti Betrachtungen von

der M/z/in/twe der Funktion /'(v) ausgegangen sind

und nicht von der Zunahme. Aber der Grund ist ein

einfacher. Bei den Ordnungen, die in der Versichernngs-
Mathematik vorkommen, haben wir es im allgemeinen
mit Gesamtheiten zu tun, die mit der Zeit, d. Ii. mit
höherem Alter, gewöhnlich kleiner werden, haben es
also mit Abnahmen zu tun. Da scheint es bequemer
und entspricht dem Gebrauche, für den Betrag der
.l/me/fwe, z. B. für die AVer/// der <SYor//c//de// oder für
die Z«/d der soo/d/rie «o.s eiwer Gcsund/te/d dn.ssc/te/-
d<''<de« einen //o/dZiee/z /te/ru// zu erhalten. Setzt man
*'• I) so hat man daher den Vorteil, dass die In-
tensitiitsfunktion der Überlebonsordnung ohne weiteres
die Intensität der Sterblichkeit darstellt, und dass, wie

wir noch sehen werden, die Intonsitätsfunktion des

Diskontierungsfaktors (7' (Ad — W) die Intensität der

Abzinsung angibt. Wir lassen es also bei der Glei-
chung (Ii, bei der ;• - t ist, bewenden und fügen
lediglich bei, dass wohl bei manchen llntersuchnn-

gen die Einführung von /• -(- l eine besondere

Berechtigung hätte.
Eine Bemerkung in einer andern Richtung sei

uns hier weiter gestattet. Erleidet nämlich eine Ge-

samtheit rerscZ/dede// //«t/Ade A.Z//z«//we// oder/?«//«//me«,

so lässt sich die Z/AeMsiidY de/' eirazeZ/ze« .lZw/z/tme//.

oder A"«/o'///«e// auch ei/igeiw darstellen '). So wird

') Vgl. hierzu das Gutachten von Prof. ,/. A"«rap; Die

Kinan/lagc der Gothaischen Staatsdiener - Witwen - Societiit am
31. Dezember 1890. Dresden 1893.
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z. ß. die Intensität der Unfallstcrblichkeit einzeln dar-

gestellt werden können, indem man bei der Gesamt-
heit der in Frage stehenden Lebenden ebenfalls auch

nur einzeln die Abnahme infolge Unfalltodes in dem
unendlich kleinen Momente, der zwischen den Altern
a; und a? -|- 'to liegt, in Rechnung zieht. Dabei wird
allerdings vorauszusetzen sein, dass die Gesamtheit der
in Frage stehenden Lebenden in jenem unendlich
kleinen Momente durch die andern Abnahmen oder

Zunahmen nicht um einen endlichen Teil der Gesamt-

heit selbst verändert werde.

Forner bemerken wir der Vollständigkeit halber,
dass bekanntlich die rechte Seite der Gleichung (1)
durch die Ableitung eines Lcu/«r^/u«u.s dargestellt
werden kann :

d 1"^ s '"*/>/
Hier bedeutet Log — Log/'(as) den na-

/
türlichen Logarithmus der reziproken Funktion /'(TT
Bezeichnen wir /'(T) als ursprüngliche Funktion, so

haben wir daher :

Die Ditew.s'ih'lte/M-w/ftiow ,u (T) Li de/» erste»

D^'eradm%fotie»te'» des Do^arit/mus der re^ro/re«
MrsprMMt/ZicÄew

Fügen wir noch einige Beispiele der Definitions-
glcichung (1) bei:

«J Für

' ^ ' e®'

wo e die bekannte Transzendente bedeutet, wird
(1ic) 1.



:sr>

ZtoZ/wwfcZio« — is/ fco«stow/ 4- 1

Dit Z«Ze«sito'Zs/toMfc/ioM (Zee /ezywo/fe« ißc/witw-

»«fc/iOH

&J Für
/Y-Y

wird
/t (0') 2 /D ''

Die Di/ewsito/ (Zw A6««-fc)»s (Zee (rcwss'scfce« Dc/t/er-

./«•«fc/ioH is/ proportion«? «fer örö'sse (Zw /de/iZer.

Y Für
/7'Y cos.«

wird
/( f'aY =r. /(/

/dit' Z»fensitoto/M«fctioM wo« cos s: is/ ///'.
f/J Für

wird

,u fle —.' o;

Die /«/e«si/iï/s/icMfc/ion wo« — fccfccZ i« (Zie «/•-

.spriiwp/ie/ie jpMwfcZio« 2i(?'tic/t.

e) Es soi w dor Wort, dor mit seinen Zinse« in
einem Jahre zu 1 anwächst, so dass

" i + ;

wo i de« Zins dos Kapitals 1 in einem Jahre dar-
stellt. «* wird als Diskontierungsfaktor bezeichnet.

Für
v*

wird

/( fit) rrr Log -,
also

/( (%) - Log (l + i).



üie intouiftdfe/'uMfttion de« Z)/sÄ:ow<im<«,9s/»/rfo»'s

ist i(wftô/i«'«9ï<7 WM der ZeiL

/'' I'i'"'

/' (1b) /<: s® ,9'
wird

,« fx;) — - Log + Log - Log c c® oder

WO

und

jii fx) — vi -|- ß C,

.1 — Log —
-S

ß : Log — Log e.
d

Z)ie in/ews/irt/s/Mw/diow der .Ma/t'e/mm'.sc/uoi .Z'Vh/c-

ßtm fcesfeW aws eiwer jfonstoHim w»d m«er JE?a?/w«e«-

ßa(/«w/rßoH.

//_) Nach den Erfahrungen der Krankenkasse für
den Kanton Bern kann die Entkraukungsordnung
näherungsweise durch den Ausdruck

1

/7.ey /,•«"//'• I '•

dargestellt werden, wo 7r, s, </ und c Konstante sind

und x die Krankheitsdauer bezeichnet ').

Die Intensitätsfunktion wird in diesem Falle:
l

I ^og.d
s Vc+x)-

5

/( (le) -- Log -f oder

.»« =« + c^=.
WO

^
rt : Log

und
Log //.

') Vgl. Troisième Congrès international d'Actuaires. Paris
1900. Verhandlungen, S. C64, 105-1 und 1055.
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Die Grösse « + ,r bedeutet die um c vermehrte

Krankheitsdauer, kann also als eine Zeitdauer aufge-

t'asst werden.

/Fe /ntt'w.s'<hVG/h/</i7h'/i der AW/eraM&u/u/,yord«u./u/

fces/e/d «ae/t J/a.vs<yedm der mPtl/iuk« AV/a/tram/e« aus

et««- fcowsfffl/ifew Wid einer rarâtie/w /vwnywue/de. /Fe

r«nY<7dr /Grwpone/de es/ «j«^/e/re/»7 y;ropor/w/(<:d dew

Gaudrude einer Ari/dauer.

HL.

Während die Variable x um da: zunimmt, ist der

Betrag der Abnahme der .Funktion /YY
/'(A) • ,« (Y) d.r.

Sehreiten wir in gleichen Differentialen da' vor-
wärts, so ist die Abnahme von /YY offenbar proper-
tional der Funktion

7' Yi) G • /' (YJ • ,« (Y). (2),

wo G inné Konstante bedeutet. Die Abnahme wird ein

Maximum oder ein Minimum, wenn

dVYO _ „dx
ist, wenn also

/",(( -f- //i — 0 wird (.3).

Wir haben hier, der einfachem Bezeichnung wegen,
bei den Funktionen /' und //_, sowie bei ihren ersten
Ableitungen, /" und ,u', die Variable x nicht boson-
dors hingesetzt.

Aus (3) ergibt sich durch Division mit /'/,(.•

A +ï "
demnach

/"
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Zhe Aô«a/rae der ttrspntHt/^c/teri AîmAZion /'
2« eiwem iföajmßw oder Ä»i»/#i«, wem? Dt^e/-
m7ui7G«s —, : -- t/ieie); — 7 ist.

/ /' '

Wir enthalten nun hier, die Beziehung zu den

aus der synthetischen Geometrie bekannten /wroowi-
•sc/tew GeWden weiter auszuführen.

Handelt es sich bei der Funktion /'(ir) speziell
um die Uberlebensordnung, so ist die Abnahme der

ursprünglichen Funktion gleich der Zahl der Sterben-
den. Diese ist, wie bekannt'), ein Maximum oder Mi-
nimurrij wenn

(6)
/r (ir)

wird, ein Resultat, das sich aus (5) ohne weiteres er-

gibt. Setzen wir nämlich in (5) an Stelle von Ç nach

Massgabe von (1) die negative Intensitütsfunktion

— ,u (kr), so sieht man sofort die Richtigkeit von (6)
ein. Aus Gleichung (6) schliessen wir weiter:

(kr)

,«* r®; + ' "
d

d.r
und wenn

r lu L, + *)

gesetzt wird :

+ * • (7),

^T" ° ^
') Vgl. im besonder» : /I. ^buV/iie/, Aperçu historique sur les

formules d'interpolation, Paris, L. Warnicr & Cie., und die in

dieser Arbeit angegebene Literatur.



/7e />ei(/e« 77c«A7bmeM 7'(7) ^(^pass/exe»
a/so, Je/ rexd//rfe>77/iem r, #/e<c7t.m'% fx7m«e IIV>7e,

und zwar wird, wie wir sofort sollen worden, '/'(inj
ein Maximum, wenn //(7) ein Minimum isï, und um-

gekehrt.

Die zweite Ableitung von 7'(7) ist nämlich:

V" t!- /VO- • (9),

wobei wir die Variable .x' bei den Funktionszeiehen
überall weggelassen haben.

Für unsern Spezialfall, 7' 0, reduziert sich (9)
wie folgt :

Fs ist, nach (2) und (l):
7' - 67",

somit
7" -C/"'.

Da C eine Konstante ist, so verlangt die Berlin-
gung 7''= 0, dass auch 0 sei. Ersetzen wir ferner
in (9) die erste Ableitung /"' durch —/h, so wird für
unsern Spezialfall

7'"= 677— 2+ ,«"j • • (9a).

Anderseits erhält man als zweite Ableitung von
7/TO.-

r-7*-s") 10),

wo wir ebenfalls, der Einfachheit wegen, die Variable
.>: überall weggelassen haben.

Für unsern Spezialfall ist, nach Gleichung (II):

,u

also geht (10) über in

'2 /»") • • (10a).
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Aus dor Verglciehung von (9a) und (LOa) ersieht

man, dass in allen Fällen, in denen C/' und das

gleiche Vorzeichen haben, die zweiten Ableitungen, .7'"
und r/", entgegengesetzt sind, weil in (9a) der Faktor
- -)-,«" und in (10a) der Faktor 2,«,«.' --
vorkommt.

Wir wollen nicht unterlassen, darauf hinzuweisen,
dass sich der Zusammenhang der Funktionen 7'(a0 und
77(A) ryeoweO'i.se/« sehr anschaulich ergibt.

Die Subtangente ßß stellt, wegen der Ähnlich-
keit der Dreiecke und PAß, den Betrag

/' fr) • (7 ,-r

— f//' (A) '

also

dar.
,« (A)

Mithin repräsentiert der Abschnitt Aß auf der
Abszissenaxe die Funktion 77(7c). Diese wird ein Mi-
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ninuun, wenn der Berührungspunkt der Tangente TW

ein Wendepunkt ist, wenn also

ein Maximum erreiel

IV.

In iilinliclier Weise, wie die lumktion /t (îtr) aus

der ursprünglichen Funktion / (kc.) abgeleitet wurde,

kann auch eine neue Funktion /i2 (kc) aus « (.9 abge-

leitet werden. Wenn wir der Funktion u (kr) den Zeiger
I geben, so haben wir nacheinander folgende Inten-

sitiitsfunktionen :

/ii (./;)

,«2 (.'•)

/"

/I (2^
/e (kr) '

^ (11)-
,u« -i (.9

Wir können die durch Gleichung (1 1) dargestellten
Funktionen, je nachdem w t, 2, 3 ist, als Z/t-

erx/er, ztmtog dritter etc. OnZn «////
bezeichnen. I)io ursprüngliche Funktion /'(kr) wird dabei
als fniewsiifù'fe/h/i/itioM ««Zt/er Ordwio«/ betrachtet
werden können.

Die Intensitiitsfunktion «ter Ordnung liisst. sich,
wenn wir den natürlichen Logarithmus einführen,
auch durch die Gleichung

<"«)

definieren. Gehen wir zurück bis auf die ursprüngliche
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Funktion /'fx), so erhalten wir folgende kettenbruch-
ähnliche Darstellung:

_
rf 1

® d I

te'«7/
(te '/ I

(te' (/' I
'

(te

Zur Berechnung der Intensitätsfunktionen erster
und höherer Ordnung mögen die folgenden Beispiele
gegeben werden :

«) Wenn die Überlebensordnung das Gesetz von

ikfa/te/irtw befolgt, so wird die einjährige Überlebens-

Wahrscheinlichkeit
cc4-l

/vS®+loC
p fx)

/i's'-(7''

ste'te

wo G //" ' ist.

Die einjährige Überlebenswahrscheinlichkeit ist

also durch den nach Gowperte benannten Ausdruck
darstellbar.

Für

wird
ffc) fr) - : sG''

,ui fx) te Log c Log
Cr

(<2 fas) := Log ~
und

,«3 fr) 0.



.We /«ZewsZZa/.s/M/i/t'ZiO« (ZnZZer WvZimwi/ (Zee ein-
,yV(///'«/yew Z7Z>erZeitvist(;«/;rsc/jei»ZZc7/Ây.'iZ isZ (/aZ/er, Z>ei

^/n/ri/nfZeZe/y««// (Zes A/Zf/i(7ia»H'Vc/«'« 6exe/.rw, t/ZeieZi

n»ZZ.

/;) Liir
/Y.'O

wo /• die bekannte Bedeutung habe (vgl. Beispiel e)

im zweiten Abschnitte), folgt:

/(i LcJ Log l 4- W
i(2 (lr) 0.

We ZwZe'/isiZZiZ.s'/iiw/fZZo// mW/er 0?vZmmh(/ (Ze.s W.s-

/t'0(«Z<V(v(«(/.sya/i'Zor.s' ist /y?eie/t n«ZZ.

cj Für
/ 1 \ SZH œ

/•«
wird

,'(i (.e) -- re.s a;,

/«* '9 -• ('/

.Sin 2a:

/( i (le) 2coZ(/ 2 a:

etc.
(Z) Für

/'•'.'y —- «(.»*

folgt
,((1 ta;) 2/We,

>
l

We Zw/eMsiZaZs/Wn/cZiowe« cZWZZer «W /hi/ierer Or(Z-

«««(/ (Zee Öanss'scZien ./''e/iZee/h/t/iZion Kr''''-' si«cZ

((wZec s/c/i //Zeic/i.
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Die Abnahme dor ursprünglichen Funktion /'(kr)

wird, nach Massgabe von Gleichung (4), ein Maximum
oder Minimum, wenn

/u (kr) + /'2 (kr) (4a)
ist.

Wir erhalten deshalb hier, durch Einführung von

Intensitätsfunktionen erster und zweiter Ordnung, eine

einfache Darstellung. Man kann, wie wohl ohne woi-
tores ersichtlich ist, die Bedingungsgleichung (4a):

/<i (kc) - /a» (kr)

auch verallgemeinern und, statt l und '2, beliebige zwei

aufeinander folgende Ordnungszahlen, n und h -f- 1,

wählen. Nimmt daher für denselben Wert der Varia-
belli a; die Lntensitätsfunktion «ter Ordnung den Wert
M und die Intensitätsfunktion ('» -f~ l)tor Ordnung den

Wert - al an, und bezeichnen wir /l und —/I als

einander entgegengesetzte Werte, so haben wir den Satz :

Die M&wft/wwe der Iwiewsifäte/wi/itiow (k?— l)Dr
kb'dmm// ?oi?'d ei«, Mm»»«»» ode?' Mwim«-»«, ire«« die

/«hmsi/dfe/Mw/dione« de?' w£ew «wd (w -(- 1) few Ord-

«MW// eiwawder ewh/ef/ewi/esete/e ffe/de ««we/rwew.

De?'«, den 6. Juni 19015.
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