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B. Wissenschaftliche Mitteilungen.

Die Intensitat der Sterblichkeit und die
Intensitatsfunktion.

Yon Prof. Dr. Ch. Moser, Dern.

L.

Mit gefilligem Schreiben vom 15, Mai 1906 fragte
der Sekrelir der Vereinigung  schweizerischer  Ver-
sicherungs-Mathematiker den Verfasser der vorliegen-
den Darstellung an, ob die Vercinigung auf eine Arbeit
fiir das erste IHeft der Veriffentlichungen rechnen
kinne. Gerne eorkliicte sich der Verfasser bereit, iiber
die  Intensitiit der Sterblichkeit und die  Intensitits-
funktion cinige Bemerkungen zur Verfiigung zu stellen,
Der Verfasser konnte sich zu diesem Thema auch um
so cher entschliessen, als die Untersuchungen, die sich
an den Begriff der Intensitit der Sterblichkeit kniipten,
stetsfort noch ein erneutes Interesse darbicten und ohne
Zoweifel im Loufe der Zeit schon viel zur Vertiefung
der Lebensversicherungsrechnung beigetragen haben b),

"y Uber die Intensitit der Sterblichkeit seien folgende in
schweizerischen Veriftentlichungen erschienene Arbeiten erwiihnt:

Dr. (i, Schaertling Die Absterbeordnung der schweizerischen
Bevolkernng fir die Jahre 1876/77 bis 1880/51.  Zeitsehrift fiir
schweizerische Statistik, Jahrgang 1888, 8. 294-—299.

Dr. (¢ Sehaertling Absterbeordnung. Arvtikel im Handwiorter-
buceh der schweizerischen Vollswirtschatt, Sozialpolitilk und Ver-



Man dart sogar noch weiter gehen und sagen,
dass sich nicht nur bei der Darstellung der Uber-
lebensordnung und nicht nur speziell bei der Lebens-
versicherung, sondern auch auf andern Gebieten der
Versicherungs-Mathematik das Bediirfuis geltend macht,
cine Funktion einzufiihren, dic aus ciner andern, sagen
wir urspriinglichen Funktion, in gleicher Weise abge-
leitet  wivd, wic die Intensitit der Sterblichkeit aus
der Uberlebensordnung. Im besondern sei darvauf hin-
gewiesen, dass auch die Theorie der Kranken-
versicherung den Begrift der Intensitit der Entlkran-
kung mit Vorteil gebrauchen kann.

L.

Zuniichst moge man einige elementare Betrachtun-
gen gestatten. Wir setzen dabei irgend eine messbare’
Grisse voraus, die als unktion der Zeit angesehen
werden kann. Indem wir die Grosse messend verfolgen,
werden wir gewahr, dass sic in einem  bestimmten
Zettintervalle entweder abgenominen hat, gleich go-
blieben ist oder eine Zunahme aufweist.

Bezeichnen wir nun die Zeit, von cinem gewissen
Zeitpunkte an, mit x. Die Grisse, die wir betrachten,
habe in dem & entsprechenden Zeitpunkte den Wert

)

waltung. [lerausgegeben von Prof. Dr. N, Reichesberg. Band 1,
5.8 und 9.

Dr. :A. Bohren, Die Intensitit der Sterblichkeit, bestimmt auf
Grund der zwei ersten schweizerischen Sterbetafeln, Zeitschrift fiir
schweizerische Statistik, Jahrgang 1903, 1L Band, S. 66-—68.

[m iibrigen sei in erster Linic auf das Tect Book verwiesen:
Institute of Actuaries’ Text Boolk of the Principles of Interest,
Life Annuities, and Assurances, and their practical Application.
Part II. By George King. London, Charles & Edwin Layton.
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Tis gibt sehr viele Grossen in der Frscheinungs-
welt, die wir messend  verfolgen kinnen.,  Als /()
moge 7z B. der Luftdruck an cinem gewissen Ovte
zur Zeit o angeschen werden, oder es stelle f(z) den
Wasserstand  eines Flusses, sagen wir der Aare bei
Bern, dar ete.

Kommen in einem  rechtwinkligen  Koordinaten-
systeme dem Punkte 2 die Koordinaten .o und /()

. -

(0 6

zu, so wird der Punkt £ mit wachsendem = eine
gewisse IKurve beschreiben.

Stellt etwa f(r) das Gewicht cines Steins dar,
der der Verwitterung ausgesetzt ist, so wird /() ab-
nehmen und schliesslich, wenn der Stein ganz ver-
wittert ist, gleich 0 werden.

Wir kinnen auch Grissen heranzichen, die nicht
nur der sogenannten leblosen Welt, sondern nament-
lich auch solche, die dem sozialen Leben angehiven.
Da ist allerdings die Messung und Beobachtung sehr
oft schwieriger, aber dafiic nicht weniger interessant,
Man tut da manchmal gut, die Resultate der Messung
in gecigneter Weise zu gruppieren. 7

Nehmen wir z. B. als e die Zeit an, die seit der
Geburt einer Person verflossen ist. Dann stellt + das
Alter der Person dar. Sei nun /() cine Gesamtheit
von gleichaltrigen Personen, so wird, wie beim Gewiche
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des der Verwitterung ausgesetzten Steins, /() mit
wachsendem ¢ allmiihlich abnehmen, um schliesslich
0 zu werden. (Andere Gesamtheiten: Aktive, Witwen,
Invalide cte.)

Oder es sei x die Zeit vom Beginne der Krank-
heit an, also die Krankheitsdauer. Stellt /() cine
(tesamtheit von Personen dar, die alle wihrend einer
gleichen gewissen Zeit « krank waren, so wird auch
[ (z) allmihlich abnehmen bis zu 0.

Der Grad der Abnahme — oder wenn man licher
will, die Dichtigkeit der Abnahme oder die Stirke
der Abnahme, oder die Intensitiit der Abnahme —— ist
zu verschicdenen Zeiten im  allgemeinen auch ver-
schieden. Aber auf das stirkere oder schwdchere Ab-
nehinen . kommt cs — und gerade bei den Grissen,
diec im Versicherungswesen in Betracht fallen — meis-
tens sehr viel an. Wir wollen uns, im Anschluss an
einc grossere Zahl anderer Autoren, des Ausdruckes
y Intensitiit” der Abnahme bedienen. Dabei geben wir
gerne zu, dass vielleicht ,Grad® oder | Dichtigkeit®
der Abnahme ebenso gute Bezeichnungen wiiven '). In
Ubereinstimmung mit dem Ausdruck Intensitiit sprechen
wir auch von der . Intensitiitsfunktion®, d

Die Intensitiitsfunlction stellt fiir irgend eine Grisse
und [itr wrgend einen Zeilpunlt die Abnahme, bezogen
auf den Ghrissenbetrag 1 wnd die Zeit 1, dar.

In der Tat. Der ganze Grossenbetrag zur Zeit w
sei f(x). Nach Verfluss des Zeitintervalles A @ ist der
Grissenbetrag noch f(z 4+ A x). Die Abnahme im
Zeitintervalle A« ist demnach

f(x) —[f(x+ Ax)

) Vgl. Corneille L. Landré, Mathematisch-Technische Kapitel
zur Lebensversicherung, III. Auflage, S. 44.
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Das ist die Abnahme, die der Grissenbetrag /() er-
leidet. Bezichen wir nun die Abnahme auf den Grissen-
betrag 1, d. h. bestimmen wir, welehes der Propor-
tionalteil der Abnahme sei, der durchschnittlich auf
den Grissenbetrag 1 fillt, so haben wir den /'(zjten
Teil der gesamten, in das Zeitintervall A« fallenden
Abnahme zu berechnen. Also: Durchschnittliche Ab-
nahme des Grossenbetrages im Zeitintervall A @

f@—f@+ Az
[ (%) '

Wir haben die Abnahme auch noch auf die Zeit [
zu bezichen, d. h. zu bestimmen, weleher Proportional-
betrag auf die Zeit 1 entfallen wiirde. Dieser Propor-
tionalbetrag wird erhalten, indem der oben angegebene
Betrag so oftmal gezithlt wird, wie die Zeit A« in

5

: . 1 :
dev Zeit [ enthalten ist, also ———mal. Die Abnahme,
&

A

bezogen auf den Grissenbetrag 1 und die Zeit I, wird
daher:
[(@) —rE+ Az L
(%) A

Dieser Abnahmebetrag ist abgeleitet aus der Ab-
nahme im Zeitintervalle A x.  Er entspricht mithin
noch nicht dem Betrage, den die Intensitiitsfunktion
nach der oben gegebenen Definition darstellen soll.
Dort sprachen wir nicht von einer lingeren Zeit, als
welehe Az aufgefasst werden kann, sondern gingen
von der fiir cinen Zeitpunkt sich ergebenden Abnahme
aus. Wir hiitten vielleicht im vorliegenden Falle ebenso
gut getan, weniger streng von einem Zeitmomente zu
sprechen. Wir bemerken iibrigens, dass eine Definition
mit [iilfe einer Gleichung, wie z. B. in nachstehender
(tleichung (1), Definitionen durch Worte an Klarheit
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und Strenge stets weit iibertrifft, Tassen wir, auf Grund
der oben gemachten Bemerkungen, A unendlich klein,
gleich dx werden, so finden wir als Intensititsfunktion
w(x) den Grenziwvert:

w (@) = Lim [@)_‘_f("t‘Af) ; [ :
/() Ao

(5 — fletdo)

o f(x) de '

oder, indem wir uns der iiblichen Bezeichnungsweise

anschliessen, wonach gesetzt wird:

If (1) = [ (2 + dw) — [ (»)

und
o df (i
-
folgt
| ) — (@)
O = Er

und daher: _
1 () == “—/}g)) Coe e (D),

Bis jetzt gingen wir stets von der Vorsiellung aus,
dass die Yariable 2 eine gewisse, von cinem Zeitpunkte
0 an gerechnete Zeit darstelle.  Wir sind aber nieht
an diese Voraussetzung gebunden, sondern kénnen all-
gemein, nach Massgabe von Gleichung (1), uns dahin
aussprechen:

Die Intensitiitsfunktion w (x) fiir irgend eine Irunl-
tion [ (x) ist gleich dem negativen Werte des Quotien-
ten aus der ersten Ableitung [’ (x) und der Funktion
/() selbst.

Wir konnten in der Verallgemeinerung noch weiter
gehen und den Ausdruck

()

()
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zur Definition heranziehen. ¢ ist dabei cine Konstante,
die vom Vorzeichen abhiingt. ¢ = -1 wiirde dann
bedeuten, dass wir es mit der Intensitiit der Zunahme
der Funktion /() zu tun haben. Iy kann in der
Tat autfallen, dass wir in unsern Betrachtungen von
dev Abnahme der Funktion /() ausgegangen sind
und nicht von der Zunahme. Aber der Grund ist cin
cinfacher. Bei den Ordnungen, die in der Versicherungs-
Mathematik vorkommen, haben wir es im allgemeinen
mit Gesamtheiten zu tun, die mit der Zeit, d. h, mit
hoherem Alter, gewthnlich kleiner werden, haben eox
also mit Abnahmen zu tun. Da scheint es bequemer
und entspricht dem Gebrauche, fie den Betrag der
Abualone, z. B. fiiv dic Zahl der Sterbenden oder fiir
die Zahl der soustivie aus einer Gesamtheit Ausschei-
denden cinen positiven DBetrag zu crhalten, Setzt man
¢ = — L, so hat man daher den Vorteil, dass die In-
tensitiitstunktion der l".!'l)(_\,rh_-.bmmordnung ohne weiteres
die Intensitiit der Sterblichkeit darstellt, und dass, wie
wir noch sechen werden, die Intensitiitsfunktion des
Diskonticrungsfaktors (7 () == v®) dic Intensitit der
Abzinsung angibt.  Wir lassen es also bei der Glei-
chung (1), bei der & - -—1 ist, bewenden und fiigen
lediglich  bei, dass wohl bei manchen  Untersuchun-
gen die  Kinfithrung von ¢« = + 1 eine  besondere
Bereehtigung  hiitte.

Eine Bemerkung in einer andern Richtung sei
uns hicr weiter gestattet.  Erleidet nimlich eine Ge-
samtheit versehieden geartete Abnalimen oder Zunahien,
so litsst sich die Iutensitiit der einzelnen Abnahmen
oder Zunahmen auch einzeln darstellen V).,  So wird

Y Vel hierzu das  Gutachten von Prof. .J. Kurup: Die

Finanzlage der Gothaischen Staatsdiener - Witwen - Societit am
31. Dezember 1890. Dresden 1893.
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z. B. die Intensitiit der Unfallsterblichkeit einzeln dar-
gestellt werden konnen, indem man bei der Gesamt-
heit der in Frage stehenden Lebenden ebenfalls auch
nur einzeln die Abnahme infolge Unfalltodes in dem
unendlich kleinen Momente, der zwischen den Altern
x und x -+ dz liegt, in Rechnung zieht.  Dabei wird
allerdings vorauszusetzen scin, dass dic Gesamtheit der
in Irage stehenden Lebenden in jenem unendlich
kleinen Momente durch die andern Abnahmen oder
Zunahmen nicht um cinen endlichen Teil der Gesami-
heit selbst verindert werde.

Ferner bemerken wir der Vollstiindigkeit halber,
dass bekanntlich die rechte Seite der Gleichung (1)
durch die Ableitung eines  Logarithmus dargestoellt
werden kann: _

a l
) = i Log )

Hier bedeutet lLog - Log /' (x) den na-

[
Fn =
tiiclichen Logarithmus der rveziproken Funktion / (x).
Bezeichnen wir f(x) als urspriingliche Funktion, so
haben wir daher:

Die Intensitiitsfunktion w () ist gleich dem ersien
Differentialquotienten des Logarithmus der reziproken
wrspritnglichen Funktion.

Figen wir noch einige Beispiele der Definitions-
gleichung (1) bei:

a) iir

. |

wo e die bekannte Transzendente bedeutet, wird

o) = 1.



Die  Intensitiitsfunktion der reziproken Iieponen-
. , I
ticlfunkition - ist konstant = -k 1.
e
h) I'ir |
F i) == ag—%%

Y O L2
w{m = 2htx.
Die Intensitit der Abnahime der Gauss'schen Fehiler-
. . . . - o . 1 s
Junktion ist proportional der Grisse der Fehler.
¢) i

wird

[ (x) == cosx
wird

gfe) = tg L.
Die Intensititsfunltion von cosx ist g .r.

d) Iiir

D |
f(e) = —
wird
|
niz) = -

Die Intensitiitsfunktion von — kehrt in die wr-
&

spriingliche Funltion zwriick.

e) lis sei v der Wert, der mit seinen Zinsen in
cinem Jahre zu 1 anwiichst, so dass

|
Vo= - 1Ist

L4i 7
wo ¢ den Zins des Kapitals 1 in cinem Jahre dar-
stellt. v* wird als Diskontierungsfaktor bezcichnet,

I'iir
/. (’i} — v.‘b’
wird
. -4
© () = Log ’,,),’
also

() == Log (1 4 1).
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Die Intensitiitsfunktion des Diskontierungsfalktors
ist unabhimgig von der Zeit.
/) T
Fiim) == lps™ g°"

wird

1 1 _
w () == Log . -+ Log 7 Log ¢ - ¢® oder

w(z) = A+ Be,

WO
A = Log —
D g
und
P e i . N
b= lLog > Log ¢

Die Intensitiitsfunttion der Malehaw’sehen Funk-
tion besteht aus einer Konstanten und einer Faponen-
tialfunktion.

¢) Nach den Frfahrungen der Krankenkasse fiir
den  Kanton Bern kann die  Entkrankungsordnung

nitherungsweise durch den Ausdruck
1

I {m)= ligtgtra
dargestellt werden, wo k&, s, g und ¢ Konstante sind
und z die Krankheitsdauer bezeichnet ).

Die Intensititsfunktion wird in diesem Falle:

_ 1 Liog ¢
) = lLog — B aiuy
w () 0g —I_(c-{—ccj)'“’ oder
b
i {E) = a -
SRR E
WO
- = [40%
S
und

b = L(.)g Y.
") Vgl Troisieme Congres international d’Actuaires. Paris
1900. Verhandlungen, S. 664, 1054 und 1055.
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Die Grosse ¢ 4. bedeutet die um ¢ vermehrte
Krankheitsdauer, kann also als eine Zeitdauer aufge-
fasst werden.

Die Intensitiilsfunktion der Enthrankungsordnuny
besteht nach Massgabe der erwahnten Erfaliriungen aus
einer konstanten und einer variabeln Komponente. Die
rariable Komponente ist wmgekehrt proportional dem

Quadrate einer Zeitdaier.

M1

Wiihrend die Variable w um die zunimmt, ist der
Betrag der Abnahme der Funktion /()

[(x) - u(x) d.

Schreiten wir in gleichen  Differentialen d vor-
witrts, so ist die Abnahme von /() offenbar propor-
tional der Fuuktion

Tl=0=f@)«n@. . . - (&)
wo (! eine Konstante bedeutet. Die Abnahme wird ein
Maximum oder ein Minimum, wenn

Al (x)

-0
i

/‘"‘”’ _+ /:fl,’ =0 wied . . . (3)'

Wir haben hier, der einfachern Bezeichnung wegen,

ist, wenn also

bei den Funktionen / und g, sowie bei ihren ersten
Ableitungen, /7 und g, dic Variable  nicht beson-
ders hingesetzt.

Aus (3) ergibt sich durch Division mit fu .

//_l_*t{l::_m() e (4)1

demnach
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Die Abnahme der wrspriinglichen Funktion [ wird
2w einem Maximiom oder Minimum, wenn das Doppel-
fu! . |LLI

verhdltnis iy gleich — 1 ist.

Wir enthalten uns hier, dic Bezichung zu den
aus der synthetischen Geometrie bekannten  harmoni-
schen Gebilden weiter auszufithven.

Handelt es sich bei der Funktion /() speziell
um dic Uberlebensordnung, so ist die Abnahme der
urspriinglichen Funktion gleich der Zahl der Sterben-
den. Diese ist, wie bekannt?!), ein Maximum oder Mi-

O

nimum y wenn

e M o 6)
e (
w ()

wird, ein Resultat, das sich aus (5) ohne weiteres er-
gibt. Setzen wir nidmlich in (5) an Stelle von f nach
Massgabe  von (1) die negative Intensitiitstunktion
— (), so sicht man sofort dic Richtigkeit von (6)
ein. Aus Gleichung (6) schliessen wir weiter:

W g al
—152-—@)‘ + I. = O7 Lllhﬂ

) 1
il T ) =0

und wenn

W
, 1
U(x) = w (@) +x .. (D),
gesetzt wird :
d Ule)
=0 (8.

) Vgl. im besondern: A. Quiquet, Apercu historique sur les
formules d’interpolation, Paris, L. Warnier & Cie., und die in
dieser Arbeit angegebene Literatur.
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Die beiden Funktionen T'(x) wnd U (x) passieren
also, bei verdinderlichem x, gleichzeihig extieme Werte,
und zwar wird, wic wir sofort schen werden, 7" (x)
cin: Maximum, wenn 7 () ein Minimum ist, und um-
gekehrt,

Die zweite Ableitung von 7'(x) ist nitmlich:

’ v (L . rr
] (/HH _|_ 2/ " —%* /.H ) . . . (9),
wobei wir die Variable @ bei den  Funktionszeichen
tiberall weggelassen haben.

Fiir unsern Spezialfall, 7" - - 0, veduziert sich (9)
wie folgt:

. .

s ist, nach (2) und (1):

T o !
T=—0/f,

sSomit
T'— — (r".

Da € eine Konstante ist,
gung 7"= 0, dass auch /7’ 0 sei. Ersctzen wir ferner
in (9) die erste Ableitung /7 durch — fu, so wird fiir
unsern Spoezialfall

T"'= 02w+ ") . . . (92).

Anderseits erhiilt man als zweite Ableitung von

Uz):
@ i 1/ ()2
I = = (2 s 1 )

‘N‘2 J

so verlangt die Bedin-

wo wir chenfalls, der Einfachheit wegen, die Variable
a iiberall weggelassen haben.

Fiir unsern Spezialfall ist, nach Gleichung (6):

'

= = i

w
also geht (10) diber in

1

—— o (o’ Wy L (10a).



Aus der Vergleichung von (9a) und (10a) crsicht

: " , . 4
man, dass in allen Fillen, in denen OF und - das
w?

I
gleiche Yorzeichen haben, die zweiten Ableitungen, 77
und U7, entgegengesetzt sind, weil in (9a) der Faktor
—2pu 4+ ¢ und in (10a) der Faktor 2 up’ — o
vorkommt.
Wir wollen nicht unterlassen, darauf hinzuweisen,
dass sich der Zusammenhang der Funktionen 7'(z) und
U(x) geometrisch schr anschaulich crgibt,

Die Subtangente BS stellt, wegen der Ahnlich-
keit der Dreiecke PQR und PSB, den Betrag
[(x) -dx
—df @)’

also

| .
e dar.

Mithin repriisentiert der Abschnitt A4S auf der
Abszissenaxe die Funktion 7(z). Diese wird ein Mi-
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nimum, wenn der Berithrungspunkt der Tangente 228
cin. Wendepunkt ist, wenn also
T (x) = C - —df(x)
5 .

oin. Maximum crreicht.

V.

[n iihnlicher Weise, wie die Funktion w () aus
der urspriinglichen  Funktion /(%) abgeleitet wurde,
kann auch cine neue Funktion us () aus () abge-
leitet werden., Wenn wir der Funktion g () den Zeiger
[ geben, so haben wir nacheinander folgende Inten-
sitiitstunktionen
L

()’

. w ()

(2 () pos " (,‘1';’)"1
) s

i ("I’.) -

; u;’ 1 .,L)
it (i) = — Bl
Way ()

Wir kinnen die durch Gleichung (11) dargestellten
Funktionen, je nachdem n = 1,2, 3 . ... ist, als In-
tensitiits funktionen erster, zweiter, dritter etc. Ordnung
bezeichnen. Die urspriingliche Funktion f(2) wird dabei
als  Intensititsfunktion  nullter  Ordnung  betrachtet
werden konnen,

Die Intensitiitsfunktion wter Ovdnung  liisst sich,
wenn - wir den  natiivlichen  Logarithmus  cinfithren,
auch durch die Gleichung
d 1
() =5 Log —— . . . (lla
( de 2 () (11a)

definieren. Gehen wir zuriick bis auf die urspriingliche
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Funktion f(z), so erhalten wir folgende kettenbrueh-
dhnliche Darstellung: |
o d 1
o () = T Liog 7. 1
dz"8d
a8 |
8T
=8 7w
Zur Berechnung der Intensititsfunktionen erster
und hoéherer Ordnung mogen die folgenden Beispiele
gogeben werden:
@) Wenn die Uberlebensordnung das Giesetz von
Makeham befolgt, so wird die einjihrige Uberlebens-
wahrscheinlichkeit

T) (.’L) —_— L,,:_r,j

hs®ge

S(/‘" (e—1)
.
— s(¥° 3

wo & = ¢ st

Die ecinjithrige Uberlebenswahrescheinlichkeit ist
also durch den nach Gompertz benannten Ausdruck
darstellbar.

Fir
f(x) =p(x)-—s@c
wird
S
() == ¢® Log ¢ Log a
, 1
ne () = lLiog o
und

H:foy) == 0,
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Die Intensititsfunktion dritter Ordnung der ein-
Jiihrigen  Uberlebenswahrscheinlichkeit ist daler, bei
Zugrundelegung des Makeham’schen  Gesetzes, gleich
nill.

h) It

/t' (“,:) : ,,;7!.
wo ¢ die bekannte Bedeutung habe (vgl. Beispiel »)
im zweiten Abschnitte), folgt:

wi () = Log (L4 1),

w () = 0.

Die Intensititsfunktion zweiter Ovduung des Dis-
kontierungsfaktors ist gleich null,

¢) Fiir

= ( | > sin

()
wird
t () = cos &,
‘“2 ('l) == h/ ""“;
2
s ((,) —

— sin 2’
t () = 2eolg 2x
ete.
d) Fiv
() = ae- 1o

folgt
() = 2htg,
ne () = t',

, 1
s (:1{) = IT

Die Intensititsfunktionen dritter und hiherer Ord-
nung der Gauss'schen  Leller funktion ce="">" gind
unter sich gleich.
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Die Abnahme der urspriinglichen Funktion / (x)
wird, nach Massgabe von Gleichung (4), cin Maximum
oder Minimum, wenn

() e (x) =0 . . 0 . (4a)
ist.

Wir erhalten deshalb hicr, durch Einfihrung von
Intensititsfunktionen erster und zweiter Ordnung, eine

cinfache Darstellung. Man kann, wie wohl ohne wei-
teres ersichtlich ist, die Bedingungsgleichung (4a):

(%) = = ()

auch verallgemeinern und, statt [ und 2, beliebige zwei
aufeinander folgende Ovdnungszahlen, »n und n 4 1,
withlen. Nimmt daher fiir denselben Wert der Varia-
beln 2 die Intensitiitsfunktion wter Ovdnung den Wert
A und die Intensititsfunktion (4 Lter Ordnung den
Wert — 4 an, und bezeichnen wir A und — 2 als
cinander entgegengesctzte Werte, so haben wir den Satz:

Die Adbnahme der Intensitiitsfunktion (n— 1)ter
Orvdnung wird ein Maximumn oder Minimum, wenn die
Intensititsfunktionen der nten wund (n -+ 1)ten Ord-
nung einander entgegengesetzte Werte annehmen.,

Bern, den 6, Juni 1906.
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