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Barbara Jegher

Von Kreisen, die in einerler Kugelfliche liegen

Jakob Steiners
Untersuchungen iiber das Schneiden und Beriihren von Kugelkreisen

Aus dem bernischen Nachlaf3 kurz zusammengefalt und kommentiert
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Vorbericht

Mit dem vorliegenden Beitrag zu den Mitteilungen der Naturforschenden Ge-
sellschaft in Bern wird die seit lingerer Zeit von verschiedenen Fachleuten des
In- und Auslandes, insbesondere aber von Herrn Kuno Fladt, Honorarprofessor
an der Universitidt Freiburg im Breisgau, befiirwortete Veroffentlichung der im
Jahre 1963 von der Verfasserin, Friulein Barbara Jegher, als Kandidatin des
hoheren Lehramtes an der Universitidt Bern ausgefertigte Diplomschrift verwirk-
licht. Es handelt sich um eine Ergiinzung zur wissenschaftsgeschichtlichen Wiirdi-
gung des Schaffens des schweizerischen Mathematikers Jakob Steiner, der, aus
Utzenstorf im Kanton Bern stammend, als einer der bedeutendsten Geometer
seiner Zeit und als Mitglied der Berliner Akademie der Wissenschaften Weltruf
erlangte. — Die Drucklegung der Jegherschen Schrift wurde durch eine Subvention
ermoglicht, welche uns das Direktorium der Papierfabrik Utzenstorf anldBlich des
75jahrigen Bestehens in groBmiitiger Weise zuerkannt hat. Wir sprechen Herrn
Direktor W. Hirt, Utzenstorf, hierfiir unsern herzlichen Dank aus!

Mathematisches Institut der Universitit Bern, im August 1967
H.Hadwiger
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Zum Geleit

Nach dem Erscheinen des von den Herren F. Gonseth und R.Fueter 1931 aus
dem Nachlal3 Jakob Steiners herausgegebenen, so lange verschollen gewesenen
Werkes «Allgemeine Theorie des Beriihrens und Schneidens der Kreise und der
Kugeln» fiel es meinem verewigten viterlichen Freunde Paul Ziihlke (1.Juli 1877
bis 18. Mirz 1957, Oberschulrat i. R. und Honorarprofessor der mathematischen
Didaktik an der Universitit Marburg) sofort auf, daBl in ihr ein letztes Kapitel
fehle. Ein kurzer Aufenthalt 1932 in Bern bestitigte ihm dies und es gelang ihm,
Entwiirfe zu dem fehlenden V. Teile iiber die Kreise auf der Kugeloberflache auf-
zufinden. Leider kam er nicht mehr dazu, die Redaktion selbst in die Hand zu
nehmen. Er hinterlieB mir die Absicht dazu. Doch erkannte ich bald, daB3, um
sie durchzufiihren, ein lingerer Aufenthalt in oder in der Nihe von Bern nétig
wire, und ich war sehr erfreut, da3 es Herrn H. Hadwiger gelang, Fraulein Bar-
bara Jegher dafiir zu gewinnen, die es nun trotz aller handschriftlichen und sach-
lichen Schwierigkeiten fertig brachte, aus den vielen handschriftlichen Bldttern
Steiners etwas Ganzes herauszuziehen und in einer leicht lesbaren Gestalt darzu-
stellen. Es ist nun kein Zweifel, daB es eine Pflicht nicht sowohl gegen den groBen
Geometer Jakob Steiner, sondern auch gegeniiber der «synthetischen» oder
«reinen» Geometrie ist, das nachgelassene Kreis- und Kugelwerk so vollstindig
wie moglich zuginglich zu machen, auch gerade weil diese Geometrie augenblick-
lich nicht «in der Mode» ist und Anschauungsgenies wie Jakob Steiner nicht ge-
fragt sind, indem man in der Mathematik nicht formal und abstrakt genug vor-
zugehen liebt.

Daher ist auch den Personlichkeiten, welche die Herausgabe der Jegherschen
Arbeit ermoglicht haben, der besondere Dank derjenigen auszusprechen, denen
die Geometrie auch heute noch am Herzen liegt. Sehr wiinschenswert wire es
freilich, wenn sich auch noch jemand fande, der die vielen im Steinerschen Nach-
l1aB befindlichen geometrischen Aufgaben ordnen und in moglichst leicht zugéing-
licher Form herausgeben wiirde.

Freiburg i. Br. / Calw, im Mai 1967 Kuno Fladt

Einleitung

Im Jahre 1931 erschien im Orell-Fiilli-Verlag in Ziirich das von Jakob Steiner
als druckfertiges Manuskript hinterlassene, in den Jahren 1825/26 entstandene
Werk «Allgemeine Theorie iiber das Beriihren und Schneiden der Kreise und der
Kugeln». Im Vorwort erwidhnen die Herausgeber F. GONSETH und R. FUETER
(beide Ziirich), daB Steiner urspriinglich seine Untersuchung auch auf die Kreise
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der Kugelfliche ausdehnen wolite. P. ZUHLKE (Kassel) vermutete, daf3 Steiner
auch diesen V.Teil in Angriff genommen habe und reiste 1932 zur Abkldrung
dieser Frage nach Bern. 1960 duBerte auch K. FLADT (Freiburg im Breisgau) den
Wunsch, diesen Teil zu finden und verdffentlichen zu lassen. Da sich dies von
Bern aus besser bewerkstelligen lie3, kam es dazu, daB ich mich auf Anregung
von H. HADWIGER (Bern) im Jahre 1963 mit dem Archiv befaBte.

Es mag in diesem Zusammenhang aufschluflireich erscheinen, etwas iiber die
Geschichte von Steiners Manuskripten zu erfahren.

Nach Steiners Tod am 1. April 1863 in Bern kam sein Nachlafl an die Ber-
nische Naturforschende Gesellschaft. Die Manuskripte wurden in einer Kiste im
Estrich der Berner Stadtbibliothek untergebracht und fielen dem Staub und der
Vergessenheit anheim. Kurz vor der Jahrhundertwende entrif3 sie F. BUTZBERGER
(Ziirich) ihrem Dornroschenschlaf. Er ordnete den groBeren Teil der Schriften
und fafite ihn in Biichern und Mappen zusammen. Daneben schrieb er eine hun-
dertseitige Biographie iiber Steiner. In einer zweiten, kleineren Biographie geht
Biitzberger auch auf Geschichte und Bestand des erwdhnten Nachlasses ein. Am
12.September 1930 wurde das Steiner-Archiv mit Sitz in Bern gegriindet. Das
mit seiner Verwaltung bztraute Steiner-Komitee erfiillte seine Aufgabe in ver-
dienstvoller Weise im wesentlichen dadurch, dafl es das anfangs zitierte Werk
iber Kreise und Kugeln publizierte.

Eine weitere Serie von Manuskripten befand sich in der Hand von C. F. GEISER
(Ziirich), einem GroBneffen Steiners. Diese sind heute in der Handschriftenab-
teilung der Eidgendssischen Technischen Hochschule in Ziirich untergebracht
und bestehen hauptsichlich aus Vorarbeiten und Redaktionsentwiirfen zu Ab-
handlungen, die noch zu Steiners Lebzeiten im Druck erschienen. Im grofen und
ganzen miissen wir uns heute mit der Tatsache abfinden, daB viele von Steiners
Werken, vor allem aus seiner spiatern Schaffensperiode, fiir immer verloren sind.

Das Steiner-Archiv in Bern enthilt neben einigen pzrsonlichen Gegenstinden
die zu zehn Bédnden zusammengebundenen Studienhefte aus Iferten und Heidel-
berg. Ebenfalls in Mappen gefalit sind der vierte und fiinfte Entwurf zum Werk
«Uber das Beriihren und Schneiden von Kreisen und Kugeln». Einige Pakete ent-
halten Vorlesungen iiber Trigonometrie, Stereometrie und analytische Geometrie,
die so verwittert sind, daB sich die Seiten nicht mehr voneinander 16sen lassen.

Meine Untersuchungen konzentrierten sich nun auf eine Serie von etwa drei-
hundert vergilbten und schlecht geschriebenen Blittern. Steiner schrieb eine eher
unleserliche deutsche Kursivschrift und hielt sich — was die Entzifferung weiter
erschwerte — auch nicht an die geldufigsten Regeln der Orthographie. Viele Wor-
ter schrieb er so gekiirzt, daB3 beinahe jeder zweite Buchstabe fehlt. Wir diirfen es
ihm nicht verargen, durfte er doch erst fiinfzehnjdhrig mit dem Schreibenlernen
beginnen, nachdem er den Katechismus fehlerfrei aufsagen konnte. Diesen Nach-
teil verspiirte er Zeit seines Lebens.

Eine Ubersicht wurde auch dadurch erschwert, daB Steiner oft das gleiche
Blatt fiir ganz verschiedene Dinge beniitzte. Einzelne Sitze wurden {iber Kon-
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struktionen hinweggeschrieben. In jede zweite Ecke kamen ein paar Berechnun-
gen, dazwischen wieder Schonschreibe- und Zierschriftiibungen anhand von
Bibelzitaten und Ortsnamen. Einzelne Blitter sind iiber und {iber mit dem Mad-
chennamen Emilie — oft von einer ganzen Serie feingezogener Kreise umrahmt —
bedeckt. Auch einzelne, in den Text eingestreute Zwischenrufe wie «zum Teufel
ist das schwer» oder «es ist nicht einfach genug», kennzeichnen das Bild Steiners
in menschlicher Beziehung trefflich.

Unter den erwihnten Blidttern fanden sich etwa deren fiinfzig mit Losungen
zu elementaren Aufgaben, an die sechzig aus der Schulzeit in Iferten (zur Hilfte
Freihand- und technische Zeichnungen), dreiflig mit Notizen zu Berechnungen
aus der Analysis, einige Dutzend mit Konstruktionen, leider ohne jede textliche
Ergidnzung. SchlieBlich blieben mir noch iiber hundert Blitter, die alle von Krei-
sen und Kugeln handelten. Einige davon waren mit den verschiedensten Zahlen
numeriert. Aber auch so gelang es mir nur miihsam, vierzehn mit arabischen Zah-
len numerierte Bldtter im Format von 22 auf 36 cm zusammenzustellen, die sich
inhaltlich mit Kugelkreisen befassen und deren Numerierung und Paragraphie-
rung an das von Fueter und Gonseth herausgegebene Werk anschlief3t. Das erste
Blatt trigt auBlerdem das Datum 7. September 1826, womit auch der zeitliche
Zusammenhang gewahrt ist. Blatt 1 beginnt mit § 41; Blatt 14 ist nicht zur Hilfte
beschrieben. Der Text bricht am SchluB eines Abschnittes ab. Man darf somit
annchmen, daB Steiner nicht daran weiterarbeitete. Die Riickseiten der Blitter
sind zum Teil ebenfalls beschrieben. Unter den romischen Seitenzahlen I bis XII
stellte Steiner — parallel zur Theorie — Aufgaben zur Geometrie der Kugelkreise
zusammen.

Was sich hier zusammenfand, war keineswegs druckfertig (im Gegensatz zu
den Manuskripten, die zur Herausgabe der ersten vier Teile zur Verfiigung stan-
den). Steiner, der seine Werke unzihlige Male iiberarbeitete, ehe er sie zur Ver-
offentlichung freigab, wire kaum mit einer wortlichen Wiedergabe dieses V. Teils
einverstanden gewesen. Ich habe deshalb bei der Bearbeitung des Textes einen
Kompromif3 geschlossen. Die Numerierung habe ich beibehalten wie auch viele
Ausdriicke, die sich vielleicht nur bei Steiner finden, aber treffend und praktisch
sind. Andere sind modernisiert. Der Textteil ist rigoros gekiirzt. Sitze, die inhalt-
lich das gleiche enthalten (wer den ersten Teil gelesen hat, weil3, wie Steiner jeden
Satz immer noch umkehrt und in andern Formulierungen ausspricht!), wurden
zu einem einzigen zusammengefaf3t; komplizierte und schwerfillige Redewendun-
gen vereinfacht. Dar besseren Lesbarkeit wegen sind die Sdtze auch nicht streng
mathematisch nach Voraussetzung und Behauptung getrennt. Aus demselben
Grund spreche ich, wie es iibrigens Steiner durchwegs tut, meist nur von Kreisen
statt von Kugel- oder sphirischen Kreisen. Daneben habe ich versucht, die grund-
legenden Eigenschaften der Steinerschen Geometrie zu iibernehmen. Steiner gibt
sich weder mit Existenzfragen ab, noch definiert er alle Begriffe, die er verwendet,
genau. Seine Geometrie ist ausgesprochen deduktiv. Ein Satzfolgt aus dem andern,
man erlebt mit dem groBen Geometer, wie sich Gedanke auf Gedanke aufbaut,



Barbara Jegher, Von Kreisen, die in einerlei Kugelfliche liegen 7

und — das einzige, das die Kiirzung leider nicht mehr zum Ausdruck bringen
kann — man staunt immer wieder iiber das raumliche Vorstellungsvermogen des
bernischen Bauernsohnes. Steiner sieht plastisch vor sich, wie zwei Kugelscharen
sich gegenseitig nach bestimmten Vorschriften schneiden; wie alle diese Kugeln
zudem eine Grundkugel rechtwinklig schneiden, und er leitet aus diesem Bild
Eigenschaften fiir die Durchschnittskreise ab.

Die der Theorie beigesellten ausfiihrlichen Anmerkungen enthalten: typisch
Steinersche Gedankenginge und Bemerkungen; Hinweise auf Paragraphen des
schon herausgegebenen Werkes, die Steiner alle offen lie3; Beweise, die teils von
Steiner selbst stammen, teils — wo es mir notig schien — von mir im Sinne Steiners
gefithrt wurden. Manche Unkorrektheiten und Fehler habe ich stillschweigend
verbessert; hie und da steht dazu eine Anmerkung.

§ 44 habe ich weggelassen. Inhaltlich bringt er im Hinblick auf die 57 Aufga-
ben, die Steiner im Anschluf3 an die friiheren Paragraphen stellt, noch einmal
zusammenfassende Wiederholungen der Theorie. Steiner gedachte den ganzen
Paragraphen sauber geordnet aufzubauen. In drei Abteilungen sollten folgende
Themata behandelt werden:

A. Aufgaben iiber Ahnlichkeitspunkte und Ahnlichkeitslinien und iiber das
rechtwinklig und im Durchmesser Schneiden der Kreise.

B. Aufgaben iiber das Beriihren der Kreise.

C. Aufgaben iiber das Schneiden unter beliebigem Winkel.

Innerhalb einer Abteilung sind die Aufgaben meist nach steigender Zahl (bis
zu sechs) der gegebenen Kreise geordnet. Es ist nicht verwunderlich, daB Steiner
— bei der Fiille der moglichen Aufgaben — diese Ordnung bei der ersten Nieder-
schrift bald durcheinandergeriet; um so mehr als sich manche seiner Aufgaben
zwei oder gar allen drei Abteilungen zuordnen lassen. Steiner merkte dies wohl
selbst, denn die Ausfiihrung wird gegen den Schluf3 hin immer mehr stichwort-
artig. Wurden am Anfang zu jeder Aufgabe noch mehrere (bis vier) verschiedene,
teils durch sphirische, teils durch raumliche Konstruktionen erzielte L.osungen
ausfiihrlich beschrieben, so sind am Schlusse selbst die Aufgaben nur noch an-
deutungsweise formuliert. Es wiire eine andere, in ihrer Art nicht minder reizvolle
Arbeit, diese Aufgaben zu ordnen, zu erginzen und — zusammen mit den Zeich-
nungen, die bei Steiner durchwegs fehlen — zu 16sen.

So mochte ich denn diese kleine Schrift einer weiteren Leserschaft bekannt-
machen, nicht ohne der Hoffnung Ausdruck zu verleihen, daB sie bei manchem,
der der reinen Geometrie in seinem Herzen einen Platz bewahrt hat, geneigte
Aufnahme finden moge!
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V. Abschnitt

§411

Die folgenden Sitze lassen sich einerseits durch Konstruktionen, die nicht auf
die Kugelfliche beschriankt sind, entwickeln oder aber durch rein sphirische
Uberlegungen beweisen. Im ersten Fall lassen sie sich teils durch die stereogra-
phische Projektion 2 aus den entsprechenden Sitzen iiber ebene Kreise, teils, ins-
besondere fiir das Schneiden der Kugelkreise, aus denen iiber Kugeln im Raum 3
ableiten. Es werden hier nur Untersuchungen angestellt, welche ohne Rechnung
und verwickelte Beweise aus dem vorhergehenden folgen 4. 5.

§ 42

1. Bei jedem sphirischen Kreis lassen sich drei Mittelpunkte unterscheiden
(Abb. 1, siche Seite 9):

a) Der wahre ¢ Mittelpunkt m in der Kreisebene.

b) Der sphirische Mittelpunkt u auf der Fliche der Grundkugel K (im kleine-
ren Segment), Pol genannt.

Die Paragraphenhinweise beziehen sich auf das schon erschienene Werk «Allgemeine
Theorie iiber das Berithren und Schneiden der Kreise und der Kugeln» oder auf die vor-
liegende Theorie.

1 In diesem Paragraphen zeigt sich deutlich, daB der vorliegende Abschnitt noch keines-
wegs druckreif war. An drei verschiedenen Stellen des Blattes 138t sich in etwas abweichender
Formulierung das gleiche lesen.

2 Steiner erwahnt hierzu in Klammern den Mathematiker Lambert. J. H.Lambert gab
1772 ein Werk iber stereographische und allgemeine Kartenprojektionen heraus. Steiner
kommt in den nichsten beiden Paragraphen nie mehr auf diese stereographische Projektion
zuriick. Im Archiv findet sich ein stark verwittertes Manuskript iiber die «stereographische
Projektion». Es trigt die Daten 25.—30. 10. 26 und bringt auf einem Dutzend gehefteter
Seiten eine kurze Einfithrung in die stereographische Projektion, sowie einige Anwendungen
auf Sitze der sphirischen Kreisgeometrie.

3 Der entsnrechende Hilfssatz folgt in § 43.

4 Steiner erwahnt, daB er hierher gehorende Sitze, die sich auf trigonometrische Funktio-
nen beziehen, in einem Abschnitt VI bringen wolle. Dieser ist nirgends zu finden. Dal} er
tiberhaupt in Angriff genommen wurde, mochte ich in Anbetracht dessen, daf3 Steiner alge-
braische Formeln moglichst vermied (seine Werke weisen kaum je eine Formel, geschweige
denn eine Berechnung auf), eher bezweifeln.

5 Mitten in diesem Paragraphen finden sich die Worte: «<NEWTON, das groBte und gliick-
lichste Genie.» Vielleicht darf ich an dieser Stelle eine Parallele aus dem Leben der beiden
groBen Denker erwihnen. Beide durften sich in ihrer Jugend nur im Versteckten mit der
geliebten Wissenschaft beschiftigen; Newton, widhrend er den Diener allein zu Markte ziehen
lieB, Steiner unter einem alten Baum, den er spiter seiner Nichte mit den Worten zeigte:
«Hier versteckte ich mich, um zu lernen, weil ich zu Hause nicht durfte.»

8 «Wahr» bezieht sich immer auf die Ebene des Kreises, «sphidrisch» auf Gebilde der
Kugelfliche.
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Abb. 1 (siche S. 8)

c) Der duBlere Mittelpunkt M als Scheitel des Kegels, der die Grundkugel im
betreffenden Kreis beriihrt, und als Mittelpunkt der Kugel, welche K im gegebe-
nen Kreis rechtwinklig schneidet 7.

Alle drei Mittelpunkte liegen auf einer zur Kreisebene senkrechten Geraden
durch den Mittelpunkt der Grundkugel.

Ein sphirischer Kreis ist sowohl durch seinen duBleren als auch durch seinen
wahren Mittelpunkt bestimmt é.

2. Zwei Kugelkreise p; und 2 liegen in zwei Kegeln °. Thre Scheitel nennen wir
wahre Ahnlichkeitspunkte der Kreise. Ihre Radialprojektionen auf den nichst-
liegenden Punkt der Sphire heien sphirische Ahnlichkeitspunkte (i, ¢)!°. Die
wahren (bzw. sphiarischen) Ahnlichkeitspunkte liegen in der wahren Achse M; M;
(bzw. sphirischen Achse) der Kreise (Abb. 2, sieche S. 10). Gemeinsame Tangen-
ten an die gegebenen Kreise schneiden sich in einem der wahren Ahnlichkeits-
punkte. Beriihren sich die zwei Kreise, so fillt in ihrem Beriihrungspunkt der
wahre mit dem zugehérigen sphirischen Ahnlichkeitspunkt zusammen.

7 m und p stehen oft auch abkiirzungsweise fiir den Kreis selbst, sowie M fiir die Kugel,
deren Zentren sie sind. Entsprechende Ausdriicke werden spiter auf eine Reihe anderer
Linien und Punkte angewandt.

8 Diese Bemerkung steht bei Steiner erst am SchluB von § 42.

9 Nach § 21. 4, 5. liegen zwei Kugelkreise w1 und p2 in zwei Kegeln, deren Scheitel die
Ahnlichkeitspunkte der Kugeln M; und M; sind.

10 Der sphirische Ahnlichkeitspunkt kann auch bei auseinander liegenden Kreisen im In-
nern des einen liegen, namlich dann, wenn die Kreise nicht auf der gleichen Hemisphire der
Grundkugel liegen. In diesem Falle existieren auch die zugehorigen sphirischen Tangenten
nicht.
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Abb. 2 (siehe S.9)

3. Zu drei gegebenen Kugelkreisen gehoren sechs wahre Ahnlichkeitspunkte 1.
Diese liegen zusammen mit den du3ern Mittelpunkten der Kreise in einer Ebene,
und zwar viermal drei auf einer Geraden (ndmlich die drei duBern und je ein
dufBerer mit den beiden nicht zugehdrigen innern). Dementsprechend liegen die
sechs sphérischen Ahnlichkeitspunkte mit den Polen auf vier Hauptkreisen.

Werden zwei Kugelkreise von einem dritten beriihrt, so liegen die Beriihrungs-
punkte zusammen mit einem ihrer sphidrischen Ahnlichkeitspunkte 12 in einem
Hauptkreis. Zieht man also durch einen sphirischen Ahnlichkeitspunkt zweier
Kreise einen Hauptkreis, der diese schneidet, so konnen sie in den Schnittpunkten
von einem dritten Kugelkreis beriihrt werden. Umgekehrt kann man durch Kon-
struktion beliebiger Beriihrungskreise die sphérischen Ahnlichkeitspunkte finden.

11 Es sind dies die Ahnlichkeitspunkte der Kugeln M;, M und Mj. Daraus folgen auch
ihre Eigenschaften. Siehe § 5.

12 Nach Steiner sollen die Beriihrungspunkte mit beiden Ahnlichkeitspunkten in einem
Hauptkreis liegen — er diirfte sich verschrieben haben.
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4.13 Von den zwolf Ahnlichkeitspunkten, die zu vier gegebenen Kugelkreisen
gehoren, liegen je sechs in einer der acht Ahnlichkeitsebenen, und zwar:

a) Die sechs dauBern in der duBern Ahnlichkeitsebene ~ e (1234,)14,

b) Die drei dulern mit den drei nicht zugehdrigen innern in den vier gemisch-
ten Ahnlichkeitsebenen cve(123,4), ~ve(124,3), ~ve(134,2), ~e(234,1).

¢) Die zwei duflern der zu Paaren genommenen Kreise mit den vier innern der
Kreise aus verschiedenen Paaren in den drei innern Ahnlichkeitsebenen
coe(12,34), ~~e(13,24), ~e(14,23).

Beriihrt ein Kugelkreis drei gegebene, so liegen die Beriihrungspunkte mit
einer Ahnlichkeitslinie der drei Kreise in einer Ebene 15, 16,

§ 43

1. Einige Eigenschaften der Potenz der Kugelkreise lassen sich auf analoge
Weise wie bei ebenen Kreisen darstellen. Es ist jedoch hier zweckmiBiger, sie
dem Schneiden der Kugelkreise unterzuordnen und mit einem einzigen Hilfssatz
aus den analogen Betrachtungen bei Kugeln abzuleiten.

Hilfssatz: a) Wird eine Grundkugel K von zwei Kugeln M; und M; rechtwink-
lig geschnitten, so schneiden sich die Durchschnittskreise m; und m, unter dem-
selben Winkel wie die Kugeln M; und M, 17,

b) Schneidet K die Kugeln M; und M, rechtwinklig und M, schneidet Ms im
Durchmesser, so schneidet auch der Kreis m; den Kreis ms im Durchmesser 18,

13 Folgt aus 7.

14 Steiner bedient sich hier wieder der sehr praktischen Symbolik, die auch im Buch iiber
Kreise und Kugeln verwendet wurde.

Es heiBt der duBlere Ahnlichkeitspunkt zweier Kreise wy und ps cop (12,) und der innere
cop(1,2).

Auf der ~»1(12,3) dreier Kreise liegen die Ahnlichkeitspunkte cop(12,), cop(1,3), cop
2,3).

Die Ahnlichkeitsebene ~oe(12,34) von vier Kugelkreisen enthilt die Ahnlichkeitslinien:
~1(12,3), c01(12,4), c01(1,34), oo 1(2,34)
sowie die Ahnlichkeitspunkte:
cop(12,), cop(34,), cop(1,3), cop(1,4), cop(2,3), cop(2,4).

15 Es berithre zum Beispiel der Kreis 4 die drei iibrigen duflerlich. Die Berithrungspunkte
keiBen unter Verwendung von Steiners Symbolik cop (1,4), co p(2,4) und «op (3,4). Sie liegen
zusammen mit der Geraden ~->1(123,) in der Ebene cve(123,4).

16 Es folgt eine von Steiner durchgestrichene, kaum lesbare Spalte, die inhaltlich dasselbe
enthalten diirfie, was in § 43.12. ausfiihrlich dargeboten wird.

17 Beweis (nach Steiner): man lege in einem der beiden Durchschnittspunkte der drei
Kugeln die Tangenten ty, t», t; 2 an je zwei der Kugeln. t; » geht durch den Mittelpunkt von
K uand steht daher auf t; und ty senkrecht. Der Winkel zwischen t; und t» ist also zugleich
Schnittwinkel der Kreise m; und ms, sowie der Kugeln My und M.

18 Beweis anhand einer Figur, die wie die drei andern Figuren Steiners in diesem Ab-
schnitt, nur skizzenhaft, winzig klein und ohne Bezeichnungen dargestellt ist. Der wahre
Mittelpunkt des Kreises m, liegt notwendig in der Ebene des Kreises my o, folglich auch in der
Ebene des Kreises m; (in der Schnittlinie der drei Kreise), und m; schneidet also my im
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Abb. 3

c) Schneiden sich die Kugeln K und M, beliebig und jede von ihnen M; im
Durchmesser, so schneidet der Kreis m; den Kreis me im Durchmesser 9.

2. Die Ebenen aller Kreise m;, die einen auf K gegebenen Kreis m rechtwink-
lig schneiden, gehen durch dessen duflern Mittelpunkt M. Der Ort der duBern
Mittelpunkte der Kreise m; ist die Ebene des Kreises m, diejenige der wahren
Mittelpunkte ist eine Kugel 2° iiber MK als Durchmesser *' (Abb. 3).

Die Ebenen aller Kreise my, die einen auf K gegebenen Kreis m im Durch-
messer schneiden, gehen durch dessen wahren Mittelpunkt m. Thre duBern Mittel-

Durchmesser (Abb. 3, siehe S, 14). Der Beweis zu diesem Satz wird von Steiner auch in seinem
Manuskript iiber stereographische Projektionen aus der gleichen Eigenschaft der ebenen Kreise
abgeleitet,

19 Der Text zur Figur (Abb. 6, siche S. 15) ist nicht vollstandig leserlich und daher unklar.
Die Behauptung ist aber leicht einzusehen.

20 Natiirlich konnen sie nur auf dem Teil der Kugel liegen, der im Innern von K ist. Die
gleiche Bemerkung wire noch an einigen andern Stellen zu setzen. Auch wenn als geometri-
scher Ort der duBern Mittelpunkte eine Gerade gegeben ist, kann nur der Teil auBerhalb der
Kugel damit gemeint sein,

21 Der Satz folgt aus dem Hilfssatz, sowie § 13 und § 14.3. «.
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Abb. 4

punkte liegen auf der Polarebene 22 zu m, ihre wahren Mittelpunkte auf einer
Kugel iiber mK als Durchmesser 23 (Abb. 4).

3.2¢ Die Ebenen aller Kreise m;, die zwei gegebene Kreise m; und m; recht-
winklig schneiden, gehen durch deren duflere Achse M;M;. Thre duflern Mittel-
punkte liegen auf der Schnittgeraden der Ebenen der gegebenen Kreise. Diese
wird Potenzgerade 2* der beiden Kreise genannt und mit L.[12,]2¢ bezeichnet. Die

22 Steiner benennt die Ebene nicht. Er kennt die deutschen Begriffe Pol und Polare iiber-
bhaupt nicht. Bei der Behandlung einer Aufgabe in § 12.5., die er in den «Annales Mathéma-
tiques» fand, sowie in § 17.6. bedient er sich der franzgsischen Worter «pole» und «polaire».

23 Folgt aus § 17.5.d.

24 Steiner fithrt, wie er es fast iiberall zu tun pflegt, die Sdtze zuerst auf diejenigen des
vorhergehenden Abschnittes zuriick und zeigt erst nachher, daB sie sich vermoge des Hilfs-
satzes aus § 15.2. ableiten lassen.

25 Bei Steiner: wahre Linie der gleichen Tangenten, etwa auch der gleichen Potenzen.

26 Steiner greift wieder ein Symbol auf, das er in frithern Teilen dieses Werkes einfiihrte.
Die Zahlen vor dem Komma sind die Indexzahlen der Kreise, die rechtwinklig, diejenigen
nach dem Komma gehoren zu den Kreisen, die im Durchmesser geschnitten werden.
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Abb. 5 (siehe S.12)

Pole der Kreise m; liegen auf dem Hauptkreis 2 [12,], der sphirischen Linie der
gleichen Tangenten. Ort der wahren Mittelpunkte ist der Kreis 1 [12,].

Die Ebenen aller Kreise my, die die gegebenen Kreise m; und ms im Durch-
messer schneiden, gehen durch deren innere Achse mymy. Die duBBern Mittel-
punkte aller Kreise my liegen auf der Geraden L [,12], ihre Pole auf dem Haupt-
kreis ) [,12] und die wahren Mittelpunkte auf dem Kreis 1 [,12].

Die Ebenen aller Kreise, die einen der gegebenen Kreise rechtwinklig und den
andern im Durchmesser schneiden, gehen durch eine der gemischten Achsen
M;m. oder Msm;. lhre duflern Mittelpunkte liegen auf den Geraden L [1,2] und
L [2,1]. Diesen entsprechen die Hauptkreise A [1,2], 4 [2,1] und die Kreise 1 [1,2],
1[2,1].

Die genannten Geraden L stehen auf der Ebene m;m:K, die Kreise 3 und 1
je nach Art des Schnittes auf einer der vier Achsen 27 senkrecht 28,

4.20 Zu den drei gegebenen Kreisen my, m> und m; gibt es im allgemeinen ¢inen
Kreis u [123,] der sie rechtwinklig schneidet (oder, falls sein Mittelpunkt inner-
halb derselben liegt, von jedem im Durchmesser geschnitten wird3?), einen Kreis

27 Nach Steiner stehen alle Kreise A auf der Achse mym., senkrecht, was offensichtlich
nicht stimmt.

28 Es folgt eine Anmerkung, zu der Steiner erklirt, sie konne hier wegbleiben. Sie zeigt,
daB der in § 10.8. dargestellte Sachverhalt auch auf der Kugel gilt,

29 Was Steiner im folgenden ausfiihrlich mehr als eine halbe Seite lang erortert, entspricht
genau den Ergebnissen fiir ebene Kreise in § 11.1/2. und IaBt sich vermoge des Hilfssatzes
aus § 15.2. ableiten.

30 Vergleiche § 12.1.
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w [,123], der sie im Durchmesser schneidet und sechs Kreise, die sie teils recht-
winklig, teils im Durchmesser schneiden: p [12,3], u [13,2], u [23,1], u [1,23],
w [2,13], u [3,12]. Es miissen sich demnach von den je zwolf Linien L, Haupt-
kreisen ) und Kreisen 1 achtmal drei in einem Punkt schneiden, dem jeweiligen
auBern, sphirischen oder wahren Mittelpunkt der Kreise .

5. Die Potenzgerade ist gleich der Schnittgeraden zweier Kreise, die sphérische
Potenzlinie gleich ihrer sphirischen Sehne. Bei sich beriihrenden Kreisen fillt die
Potenzgerade mit der gemeinsamen Tangente im Beriihrungspunkt zusammen;
der Hauptkreis durch den Berithrungspunkt, senkrecht zur duBBern Achse der
Kreise, ist die sphirische Potenzlinie.

Bei drei Kugelkreisen treffen sich die Schnittgeraden bzw. Tangenten in den
Berithrungspunkten im wahren Potenzpunkt der Kreise 1.

6. Es existieren auf der Kugel zwei Kreisscharen p; und v, so daf} jeder Kreis
der einen Schar alle Kreise der andern Schar rechtwinklig schneidet. Die duBere
Achse der einen Schar ist gleich der Potenzgeraden der andern Schar und dabei
geht die eine Gerade durch die Beriihrungspunkte der von der andern aus an die
Kugel gelegten Tangentialebenen. Die Pole der Kreisscharen liegen in zwei auf-

31 Siehe § 12.1. und § 10.3. Steiner formuliert seine Sdtze nicht ganz richtig.
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Abb.7

einander senkrecht stehenden Hauptkreisen, wobei jeder die sphirische Potenz-
linie der andern Schar ist (Abb. 7).

Zieht man von einem Hauptkreis aus Tangenten an einen Kleinkreis, so gehen
die Beriihrungssehnen durch einen festen Punkt 32. Der erwdhnte Hauptkreis
steht senkrecht auf dem durch diesen festen Punkt und durch den Pol des Klein-
kreises bestimmten Hauptkreis 33. 34,

7. Zwei Kreise der Kugelfliche liegen, wie wir frither gesehen haben, in zwei
bestimmten Kegeln, deren Scheitel die Ahnlichkeitspunkte sind. Das Produkt der
auf einer Mantellinie gemessenen Abstinde der beiden Peripheriepunkte vom
Ahnlichkeitspunkt nennen wir wahre 3° gemeinsame 3¢ Potenz der Kreise, und

32 Auch hier steht bei Steiner noch die Umkehrung des Satzes.

33 Oben am Blatt steht durchgestrichen ein weiterer Einleitungsversuch zu Teil V.

34 Steiner wiederholt hier die in § 43.3. ausgesprochenen Tatsachen, dafl alle Kreise, die
zwel gegebene im Durchmesser schneiden, deren innere Achse zur Potenzgeraden haben.
Entsprechendes gilt fiir Kreise, die den einen im Durchmesser und den andern rechtwinklig
schneiden.

Der folgende Satz enthilt ebenfalls nur eine Wiederholung zu schon gesagtem: Hat eine
Kreisschar eine gemeinsame Potenzlinie (wahr oder sphérisch), so liegen ihre duflern Mittel-
punkte in einer Geraden, ihre Pole in einem Hauptkreis und ihre wahren Mittelpunkte in der
Peripherie eines Kreises durch das Zentrum der Grundkugel.

35 In einer Anmerkung weist Steiner darauf hin, daB er im Anhang auch eine sphirische
gemeinsame Potenz nachweisen werde.

36 Bei Steiner gemeinschaftliche.
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zwar hei3t sie duBerlich, wenn die Kreise auf derselben, innerlich, wenn die
Kreise auf verschiedenen Seiten des Ahnlichkeitspunktes liegen. Das Produkt ist
gleich der Potenz der Kugelfliche in bezug auf die erwdahnten Ahnlichkeitspunkte
und deshalb konstant (Abb. 8, siche S. 18).

Je zwei Punkte der Kugelfliche, die mit einem Ahnlichkeitspunkt in gerader
Linie liegen, heien potenzhaltende Punkte. Thre Potenz ist in bezug auf den
Ahnlichkeitspunkt gleich und gleichartig 37 der gemeinsamen Potenz der gegebe-
nen Kreise. Desgleichen soll jeder Kugelkreis, dessen Ebene durch einen der
Ahnlichkeitspunkte geht, potenzhaltend heilen, denn auch seine Potenz beziig-
lich des Ahnlichkeitspunktes ist gleich und gleichartig der gemeinsamen Potenz
der gegebenen Kreise.

Die dulere gemeinsame Potenz zweier Kreise ist gleich dem Quadrat der vom
duBlern Ahnlichkeitspunkt an die Kugel gelegten Tangente. Der Beriihrungskreis
aller dieser Tangenten heif3t AuBerer Potenzkreis der Kreise.

Die innere gemeinsame Potenz der Kreise ist gleich dem Quadrat der halben,
durch den innern Ahnlichkeitspunkt gelegten kiirzesten Sehne der Kugel. Der
sphirische Kreis iiber dieser Sehne als Durchmesser heif3t innerer Potenzkreis der
Kreise.

Jeder Kreis, der in bezug auf einen Ahnlichkeitspunkt potenzhaltend ist,
schneidet den zugehdrigen Potenzkreis potenzhaltend, d. h. je nach Ahnlichkeits-
punkt rechtwinklig oder im Durchmesser 3.

8. Vermdge des Hilfssatzes ldf3t sich aus den bei Kugeln gefundenen Ergebnis-
sen folgender Satz ableiten: Jeder Kreis y, der die Kreise u; und 2 gleich- oder
ungleichartig * unter gleichen Winkeln schneidet, schneidet den duBern bzw.
innern Potenzkreis der gegebenen Kreise u; und pe potenzhaltend, und seine
Ebene geht durch den duBern bzw. innern Ahnlichkeitspunkt der Kreise 40, 41,

9. Die Ebenen aller Kreise y, die drei gegebene Kreise pi, pe, us unter glei-
chem Winkel schneiden, gehen durch eine ihrer vier Ahnlichkeitslinien, je nach-

37 Innerlich oder duflerlich.

38 Der Satz gilt auch umgekehrt. Er ist leicht einzusehen, da ja die Ebene jedes potenz-
haltenden Kreises durch einen Ahnlichkeitspunkt (= duBerer Mittelpunkt des Potenzkreises)
geht. Vergleiche § 43.2.

38 Beim Schneiden zweier Kreise entstehen durch die Tangenten in einem Schnittpunkt
bekanntlich zwei Winkel. Der duBere Schnittwinkel der beiden Kreise liegt vollstindig inner-
oder auBerhalb der Kreise, der innere Schnittwinkel ist sein Supplement. Siehe auch § 25.

40 Siehe § 34. Sei K die Grundkugel, die von den Kugeln M; und M; in den Kreisen u,
und p, rechtwinklig geschnitten wird. Jede Kugel M, die My und M, unter gleichem Winkel
schneidet, ist in bezug auf den Ahnlichkeitspunkt der Kugeln potenzhaltend. Dieser Ahn-
lichkeitspunkt ist aber zugleich derjenige der Kreise. Wenn nun M K rechtwinklig schneidet,
so schneidet nach dem Hilfssatz auch der Kreis . die Kreise w; und y, unter gleichem Win-
kel.

a1 Steiner fiigt in Klammern an, da$$ alle duBern Mittelpunkte der Kreise p, die die Kreise
w; und p» gleichartig unter gleichem Winkel schneiden, in der Ebene des duBlern Potenz-
kreises (§ 43.2.) liegen und ihre wahren Mittelpunkte in einer Kugel, deren Durchmesser vom
dauBern Mittelpunkt des Potenzkreises und K begrenzt wird.
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Apy-Av) = Apy*Avp = konst. Vi
E"I_VE = TupIv) = konmst.

Abb. 8 (siehe S. 17)

dem sie die Kreise gleich- odsr ungleichartig schneiden. Die duBlern Mittelpunkte
der vier Kreisscharen liegen in vier Geraden, die je zur entsprechenden Ahnlich-
keitslinie senkrecht stehen. Die vier Geraden schneiden sich in einem Punkt, dem
duBern Mittelpunkt des Kreises, der die gegebenen Kreise rechtwinklig schnei-
det 42. Ebenso schneiden sich die vier Hauptkreise, auf denen die Pole, und die
vier Kreise, auf denen die wahren Mittelpunkte der vier Kreisscharen liegen in
je einem Punkt, dem Pol und dem wahren Mittelpunkt des erwidhnten Kreises.
Die drei Schnittpunkte liegen auf einer Geraden durch den Mittelpunkt der
Grundkugel, senkrecht zur dullern Mittelpunktsebene der gegebenen Kreise 43.
10. In jeder der acht Ahnlichkeitsebenen, die zu vier gegebenen Kreisen ge-
horen, liegt im allgemeinen ein Kreis, der sie unter gleichem Winkel schneidet #4.
11. Wenn von zwei sich beriihrenden Kreisen s; und s, jeder die zwei gegebe-
nen Kreise u; und ye auf gleiche Art (d.h. entweder jeder gleichartig oder jeder
ungleichartig) unter gleichem Winkel schneidet, so liegt ihr Beriihrungspunkt in

42 Denn dieser Kreis gehort notwendig zu allen vier Kreisscharen.

43 Steiner fithrt fiir die genannten Linien wieder seine anschaulichen Symbole ein: die
auBern Mittelpunkte der vier Scharen liegen auf den Geraden L (123,), L(12,3), L(13,2),
L (23,1). Ihr Schnittpunkt ist K [123,]. Die Pole auf den Hauptkreisen A (123,), 2(12,3) ...
und die wahren Mittelpunkte auf den Kreisen 1(123,), 1(12,3) ... Dabei werden Kreise,
deren Indices in der Klammer auf einer Seite des Kommas stehen, gleichartig, solche, deren
Indexzahlen durch das Komma getrennt werden, ungleichartig geschnitten.

44 Kr(1234,)), Kr(123,4), Kr(124,3), Kr(134,2), Kr234,1), Kr(12,34), Kr(13,24). In ihren
duBern Mittelpunkten schneiden sich je vier von insgesamt 16 Geraden L. Analoges gilt fiir
die Pole und wahren Mittelpunkte.
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einem der Potenzkreise der Kreise ut und ye (bei gleichartigem Schnitt im duBern,
bei ungleichartigem im innern) 4.

Umgekehrt gilt, daB ein Ahnlichkeitspunkt zweier Kreise uy und us, je aus der
Schar u;, welche einen gegebenen Kreis s; unter einem Winkel ¢; und einen zwei-
ten s» unter g2 schneiden, in der Potenzgeraden der Kreise s; und s; liegt.

Je zwei Kreise der Schar y;, die die Kreise s; und s, entweder duBlerlich oder
innerlich unter den Winkeln ¢; und o2 schneiden, haben einen Ahnlichkeitspunkt
in den Potenzgeraden von s; und s. 46. Diese Potenzgerade ist also eine Ahnlich-
keitslinie der Schar p;.

Alle Kreise si mit gleicher Potenzgeraden schneiden die Kreise p;, deren Ahn-
lichkeitslinie mit der Potenzgeraden zusammenfillt, unter einem bestimmten
Winkel ax. Unter den Kreisen s; existieren sicher zwei, die alle Kreise p; beriih-
ren 47, 48.

12. Die Pole der Kreise s, die zwei gegebene Kreise y; und u» gleichartig (un-
gleichartig) beriihren, liegen auf einer sphirischen Hyperbel (Ellipse) mit den
Polen pi und u» als sphirischen Brennpunkten. Die duflern Mittelpunkte der
Kreise s liegen bei gleichartiger (ungleichartiger) Beriihrung in einer Hyperbel
(Ellipse) in der Ebene des duBern (innern) Potenzkreises der gegebenen Kreise.
Die sich entsprechenden ebenen und sphirischen Kurven liegen zusammen je in
einem Kegel zweiten Grades, dessen Scheitel im Zentrum K der Grundkugel liegt.
Die Strahlen aus K durch die Pole u; und py» kann man Brennlinien der Kegel
nennen. Es gilt, daf} entweder die Summe oder der Unterschied der Winkel, die
sie mit einer beliebigen Mantellinie des Kegels bilden, konstant ist 4.

45 Die Ebenen aller Kreise s;, die w; und u. unter gleichem Winkel schneiden, gehen durch
einen Ahnlichkeitspunkt der Kreise w; und e, desgleichen ihre Schnittgerade. Diese Durch-
schnittslinie entspricht der Potenzgeraden und bei Beriihrung aullerdem der Tangente im
Berithrungspunkt der beiden Kreise s; und s. Im letztern Fall ist sie zugleich Tangente an
die Grundkugel und alle Tangenten aus einem Ahnlichkeitspunkt an die Grundkugel beriihren
diese im entsprechenden Potenzkreis.

46 Der duBere (bzw. innere) Ahnlichkeitspunkt der Kreise w; und y» liegt in der genannten
Potenzgeraden, wenn die Kreise s; und s» von py und pe gleichartig geschnitten werden.
Steiner zdhlt acht verschiedene Schnittméglichkeiten auf. Es sind aber nur sechs.

47 Wenn sie einen Kreis w der u; beriihren (= unter 0° oder 180 ° schneiden), dann auch
alle andern. Alle sphirischen Sehnen, die ciner der Kreise y¢; mit den Kreisen s, gemeinsam
hat, schneiden sich in einem Punkt = der sphirischen Potenzlinie der s.. Die duBlere Achse
der u; ist gleich ihrer gemeinsamen Ahnlichkeitslinie (§ 42.3.). Die Ebenen aller y; gehen
demnach durch eine feste Achse, so daB ihre Radialprojektion und die der genannten Potenz-
geraden sich im Punkt = treffen. Wenn y einen Kreis s, beriihrt, geht die Tangente im Be-
rithrungspunkt durch = . Aus m lassen sich aber zwei Tangenten an p ziehen, in deren Beriih-
rungspunkten er von je einem Kreis der s, beriihrt werden kann.

48 Steiner wandelt den Satz noch etwas ab: Alle Kreise p;, die zwei Kreise s3 und s4 beriih-
ren, schneiden deren innern oder duBern Potenzkreis potenzhaltend. Alle Kreise y;, die einen
Kreis = entweder rechtwinklig oder im Durchmesser und einen Kreis s; unter gegebenem
Winkel « schneiden, werden von zwei Kreisen s; und sy beriihrt, welche mit s; und © eine
gemeinsame Potenzlinie haben.

49 Steiner baut den Abschnitt ziemlich anders auf. Er stellt zuerst fest, daB} entweder die
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Allgemein gilt °: Der Ort der dulern Mittelpunkte aller Kreise s, die zwei
gegebene Kreise yu; und g 3 gleichnamig unter gegebenen Winkeln o; und o
schneiden, ist ein ebener Kegelschnitt, derjenige ihrer Pole ein sphirischer. Beide
gehOren zum selben Kegel mit Scheitel in K.

Differenz oder die Summe der sphirischen Abstinde des Pols des Kreises s von den Polen
der gegebenen Kreise konstant gleich | py—p2 | (bzw. p;+p2 ) ist. Zum Beispiel: Liegen u4 und
we mit den sphirischen Radien g und p; auseinander, und beriihrt ein Kreis s mit sphirischem
Radius r dieselben duBerlich, so gilt:

S M =T +p |
Sip=r+py |

Analog lassen sich die Formeln fiir die iibrigen Fille herleiten. Es sind dies notabene die
einzigen Formeln, die sich in Steiners Manuskript finden. Aus dem Hilfssatz und § 38.8.
folgert Steiner anschlieBend, daB die duBern Mittelpunkte der Kreise s in einer Kurve zweiten
Grades in der Ebene eines PotenzKkreises liegen, und stellt weiter fest, daBl diese Kurve mit
dem oben beschriebenen Ort der Pole in ein und demseiben Kegel zweiten Grades liegen, fiir
den die am Schluf3 des Abschnitts erwidhnten Eigenschaften gelten. Damit fillt zum ersten
Mal auch der Name «sphirischer Kegelschnitt».

50 Ergebnisse von § 43.12. auf § 43.11. anwenden.

51 Der eine der Kreise p kann wieder (vgl. Anm. 48) durch den Potenzkreis w ersetzt wer-
den, der dann rechtwinklig oder im Durchmesser geschnitten wird.

S 1 — S 2 = P1 — P2
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Mitteilungen der NGB, Neue Folge, Band 24, 1967 Barbara Jegher, Von Kreisen, die in einerlei Kugelflache liegen
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	Von Kreisen, die in einerlei Kugelfläche liegen : Jakob Steiners Untersuchungen über das Schneiden und Berühren von Kugelkreisen : aus dem bernischen Nachlass kurz zusammengefasst und kommentiert

