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Hans E. Debrunner

Vorstellungen vom Raum in mathematischer Sicht '

Die Vorstellung vom Raum ist wandelbar. Wenn im Alten Testament
der Himmel halbkugelig begrenzend iiber die Erdscheibe gewolbt er-
scheint, etwa im Bericht tiber Jakobs Traum, «eine Leiter sei auf die
Erde gestellt, die mit der Spitze an den Himmel rithrte» (1. Mose 28, 12),
oder im 104. Psalm «Der Herr spannt den Himmel auf wie ein Zeltdach»,
so haben wir im Zeitalter der Weltraumfahrt Miihe, diese Vorstellung
in ihrer urspriinglichen Bildhaftigkeit zu belassen. Welches mag die Vor-
stellung sein, die sich heute beispielsweise ein Student, der ein Studium
naturwissenschaftlicher Richtung aufnimmt, vom Raume macht? Sicher
wird bei ihm der Geometrieunterricht seine Spuren zuriickgelassen
haben. So ist ihm klar, «dafl man genau eine gerade Linie von einem
beliebigen Punkt bis zu jedem andern ziehen kann», «<und dafl man jede
begrenzte Strecke in gerader Linie beliebig verlingern kann». Wortlich
so formuliert stehen diese beiden Sachverhalte im Lehrbuch, das ums
Jahr 300 v. Chr. Euklid verfaBt hat. Der im neugegriindeten Alexandria
wirkende Gelehrte hat die damals bekannte Geometrie nach der platoni-
schen Lehre dialektisch und von den Fundamenten her logisch darge-
stellt. Zwei Jahrtausende lang hat man aus seinem Buch Geometrie ge-
lehrt und gelernt. Deshalb bezeichnen wir heute alles, was von jenen
Fundamenten her gefunden werden kann, als euklidische Geometrie. In
diesem Sinne ist es auch euklidische Geometrie, nur im neuen Gewand,
in Koordinaten verkleidet, auf die unser Student im Unterricht der
analytischen Geometrie gestoflen ist. In erweitertem Rahmen ist ihm
die euklidische Geometrie im Physikunterricht erschienen, etwa bei der
Untersuchung der Wurfhbewegung oder bei der Charakterisierung der
Planetenbahnen, oder in kleinern Dimensionen in der kinetischen Gas-

1 Fiir den Druck iiberarbeitete Fassung der Antrittsvorlesung, gehalten am 8. Mai
1965 an der Universitit Bern. Mathematisches Institut der Universitit Bern, Sidler-
strafle 5.
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theorie, wo sich doch die Gasmolekiile zwischen aufeinanderfolgenden
Zusammenst6Ben geradlinig bewegen. Von solchen Beispielen her hat
sich wahrscheinlich bei unserm Studenten die einseitige Ansicht gebil-
det, daBB die euklidische Geometrie eine abstrahierende Nachbeschrei-
bung gibt von einem wirklichen Raume, den wir mit unsern Sinnen wahr-
nehmen und in dem sich sowohl Himmelskorper wie Atome bewegen. Er
respektiert diese Geometrie als das Musterbeispiel einer exakten Natur-
wissenschaft, weil es ihr gelingt und schon vor iiber 2000 Jahren gelun-
gen ist, eine Reihe evidentester Grundbeziehungen fiir den Raum heraus-
zuheben und aus ihnen, den Axiomen, alle weitern raumlichen Beziehun-
gen rein logisch herzuleiten.

Diese Ansicht ist Ausdruck einer Erkenntnistheorie, welche davon aus-
geht, dal uns durch unsere Sinneswahrnehmungen Wissen von der
Realitidt zustromt, das wir in unserer Anschauung sammeln; dieses
Wissen ist vorerst chaotisch, aber indem wir es der analysierenden Ab-
straktion und den ordnenden Kriaften des Verstandes unterwerfen,
gelingt es uns, in unserem Denken ein das Wesen der Realitit wieder-
gebendes, iibersehbares Bild zu gewinnen. Dabei ist der Raum zu ver-
gleichen mit dem Diamanten, der erst im Schof} der Erde liegt, zutage
geschiirft wird und schlieBlich in der Werkstatt des Spezialisten durch
Schliff die seinem innern Wesen gemiBe Form erhilt. Man bezeichnet
diese Erkenntnistheorie als naiven Realismus, wobei der Hinweis
«naiv» im Sinn von «urspriinglich, eingeboren» zu verstehen ist.

Von diesem Standpunkt her gesehen hat nun um den Raumbegriff in
neuerer Zeit eine schlecht zu begreifende Entwicklung eingesetzt. Ein-
mal haben die geometrischen Begriffe die Tendenz angenommen, sich
selbstiindig zu gebirden und sich der behiitenden Gewalt des anschau-
lichen und des realen Raumes zu entziehen. Wie ein trotziges Pochen auf
die Eigenstindigkeit tont der Beginn von David Hilberts «Grundlagen
der Geometrie». Dies ist das Werk, mit dem um die Jahrhundertwende
lange Bemiithungen um die Vervollstindigung der axiomatischen Ge-
stalt der euklidischen Geometrie ihr Ziel erreicht haben. «Wir denken
uns», heiBt es hier, «drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge
des ersten Systems nennen wir Punkte, die des zweiten nennen wir
Gerade und die des dritten Ebenen 2.» Im weitern ist schon in der ersten
Hilfte des vorigen Jahrhunderts durch Abinderung des am wenigsten

2 Wir zitieren hier und im folgenden mit einiger Freiheit und verweisen den inter-
essierten Leser auf die angegebene Quelle.
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evidenten unter den etwa zwanzig Axiomen, des Parallelenpostulats, der
euklidischen Geometrie ein erster Konkurrent entstanden, die sogenannte
«nichteuklidische Geometrie». Seither aber haben die Mathematiker
dem euklidischen Raum eine stattliche Zahl weiterer Raumbegriffe zur
Seite gestellt, so daB in einem neuen mathematischen Lexikon unter dem
Stichwort «Raum» an die 30 Raumsorten verzeichnet sind, wie «sphéri-
scher Raum», «Linsenraum», «Mannigfaltigkeit», «Funktionenraum»
usw. Kann man sich diese Rdume vorstellen? Und kann man anschau-
lich fassen, was zum Beispiel die Physiker meinen, wenn sie erwigen,
unser Weltall sei eine dreidimensionale Spihre, zwar unbegrenzt, aber
endlich und gekriimmt? Oder sind alle diese Raumtypen bloB noch
logische Konstruktionen?

Die ganze historische Entwicklung des Raumbegriffs zeigt nun mit
aller Deutlichkeit, wie fragwiirdig die Ansicht des naiven Realisten ist,
wonach der Raumgedanke und seine Ausgestaltung zur Geometrie sich
durch Abstraktion aus den anschaulichen Wahrnehmungen der Sinne
bildet. Welche Wahrnehmung konnte hierzu mehr beitragen als der
Blick auf den Himmel? Aber wie flichenhaft unriumlich bleibt doch das
dabei zustandegekommene biblische Bild vom Himmel als Zeltdach!
Richtig raumlich gesehen wurde der Himmel erst, als man den Sinnes-
wahrnehmungen zu miltrauen anfing, Anaximander, der mit Thales um
600 v. Chr. am Anfang der griechischen Philosophie steht, hatte als erster
die Vision von der im Raum freischwebenden Erde, eine kithne logische
Spekulation, die das Ritsel vom tidglichen Untergang der Sonne und
ihrem Verbleib bei Nacht 16ste. Noch sind alle Einzelheiten deutlich vom
Denken her bestimmt, wenn in seinem Weltbild «die Erde sich in der
Schwebe befindet, wegen des gleichen Abstandes von den Grenzen der
Welt im Gleichgewicht verharrend. Thre Gestalt sei gewolbt, einem Siu-
lenstumpf vergleichbar; auf der einen Grundfliche wohnen wir, eine
andere liegt ihr gegeniiber» (Diels A 11). 150 Jahre spiter entwirft
Demokrit das auch rdumlich kiihne spekulative Bild, «daf} die Atome
im unendlichen Leeren, wo es kein Oben und Unten, keine Mitte und
keine dullerste Grenze gibt, sich so bewegen, dafl durch ihre gegenseitige
Anngdherung und durch ZusammenstoBe alles das entsteht, was in der
sichtbaren Welt besteht. Aber die Atome sind Ideen», betont Demokrit,
«allein dem Denken zuginglich und aller sinnlichen Natur bar» (Diels
A 56, 57, 59). Gerade dieser vom Denken her erschlossene Raum Demo-
krits ist es nun, dessen geometrische GesetzmaBigkeiten in Euklids Werk
untersucht werden, und die spekulative Seite tritt in Euklids Darstel-
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lung ebenso klar hervor, wenn er beispielsweise seine Grundaussagen
nicht als Axiome, als evidente Tatsachen, sondern als Postulate bezeich-
net. Er schreibt nicht: «Es ist klar», sondern: «Es wird gefordert, daf
man eine gerade Linie von einem beliebigen Punkt bis zu jedem andern
ziehen kann.»

Die aktive Gestaltungskraft des Denkens wird noch deutlicher, wenn
wir den meist viel zu wenig gewiirdigten Anteil der Theologie an der
Ausbildung der Raumvorstellung bedenken. Es hat namlich nicht nur
die Erforschung des Weltalls im Sinne der Naturwissenschaften, sondern
ebenso das Nachdenken iiber Gottes Allgegenwart das Raumproblem zu
einer der zentralen Fragen des abendlindischen Denkens werden lassen.
Der Gott Abrahams, der sich an keinen festen Ort bindet, der sich nicht
wie Labans Gott bei Jakobs Wegzug aus Mesopotamien entfiihren und in
einer Satteltasche verbergen liel (1. Mose 31, 30 ff.), dieser Gott mubBte
zu Betrachtungen iiber den Raum Anlafl geben. Wie rdumlich vermochte
sich deshalb zum Beispiel schon Kénig Salomo auszudriicken, wenn er
bei der in allen Einzelheiten farbig iiberlieferten Einweihung des Tem-
pels von Jerusalem im Jahre 950 v. Chr. in seiner Ansprache zum Volk
fragte: «Aber sollte Gott denn wirklich auf Erden wohnen? Siehe der
Himmel und aller Himmel Himmel mogen Dich nicht fassen, wie viel
weniger dies Haus, das ich gebaut habe» (1. Kon. 8, 27).

Das BewuBtsein von der schopferischen Kraft des Denkens einerseits,
die Kritik an der Zuverlassigkeit unserer Sinne anderseits sind nun der
Boden, von dem aus dem naiven Realismus schon vor zweieinhalb Jahr-
tausenden eine diametrale Sicht entgegengestellt wurde, eine Sicht, in
welcher das wahre Sein nicht den Dingen zukommt, die sich unsern
Sinnen zeigen, sondern einer Welt der Ideen, zu der wir durch unser
Denken Zugang haben. Diese Welt der Harmonie und Ordnung, so
lautet das Grundaxiom der auf Parmenides zuriickgehenden idealisti-
schen Erkenntnistheorie, ist nicht erdacht, sondern wird durch
das Denken erkannt, sie ist nicht Wunschbild, sondern sie existiert; die-
jenige Welt jedoch, die wir mit den Sinnen wahrnehmen und die uns
als selbstverstandlich gegeben erscheint, hat keine Wahrheit. Von hier
aus hat Plato als erster ausgesprochen, daf3 die mathematischen Gebilde
von aller duBBeren Erfahrung unabhingig sind und ihr sogar vorangehen.
«Die mathematischen Begriffe sind Schopfungen der Seele, und diese
erhilt die Begriffe, die sie bildet, nicht von den Sinnendingen; die letz-
teren sind vielmehr Offenbarungen der ersteren, und das Erzeugen und
Gebiren der Seele bringt ewige Begriffe ans Licht.» So faflt einer der
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letzten Philosophen des Altertums, der Neuplatoniker Proclus, Platos
Gedanken in einer Einleitung zu Euklids Lehrbuch in Worte (Proclus,
Euklidkommentar; ed. M. Steck 1945, pp. 171, 471 ff.). Der Raum selbst
allerdings, das sehen wir in Proclus’ Ausfithrungen weiter, ist kein derar-
tiger mathematischer Begriff, keine Schopfung der Seele. In der Tat
tritt der Begriff des Raumes in Euklids Lehrwerk kein einziges Mal auf;
es gibt in ihm Punkte, Linien, Flichen und Kérper, aber alle diese Ge-
bilde sind begrenzt, die Linien durch Punkte, die Kérper durch Fldchen.
Das Raumliche wird bei Euklid nur im Hinweis angedeutet, ein Korper
sei, was Lange, Breite und Tiefe habe (Elemente, XTI, Def. 1) ; im iibrigen
aber verbirgt es sich in den Schnitteigenschaften der Ebenenstiicke und
Strecken. Sogar jede Aussage iiber eine Gerade in ihrer ganzen unend-
lichen Erstreckung als die Gesamtheit aller Punkte, die man durch Ver-
lingerung einer Strecke erreichen kann, hat Euklid umgangen. Entspre-
chend hat erst. eine viel spitere Zeit, welche gegeniiber dem Aktual-
unendlichen weniger Bedenken hegte, das 17. Jahrhundert, den Raum,
den wir heute den euklidischen nennen, als Gesamtheit aller Punkte, die
man durch Verlingerung der Sehnen eines Kérpers erreichen kann, zum
Objekt der Geometrie gemacht. Der Raum im urspriinglichen Sinne
nun wird uns nach Proclus von der Phantasie, von der anschaulichen
Vorstellung, geliefert. «Unser Verstand», schreibt er (loc. cit., pp. 203,
204, 486), «ist unfihig, die geometrischen Gebilde zusammengefalit zu
schauen, und er bringt sie aus sich heraus und fiihrt sie in die anschau-
liche Vorstellung hinein, die vor seiner Tiir liegt. In der anschaulichen
Vorstellung und mit ihrer Hilfe 1a8t er die Erkenntnis sich abspielen.
Wenn es jemals dem Verstand gelinge, die Ausspannungen der Figuren
im Raum zusammenzufalten und die Begriffe und ihre Beziehungen ge-
staltlos und einsartig zu schauen, dann wiirde er freilich ganz anders
seine ungeteilten, unausgedehnten, wesenhaften geometrischen Schop-
fungen erblicken konnen. Dann wire die Geometrie emporgezogen in
eine vollkommenere und geistigere Erkenntnisweise; sie wire erlost von
dem Zwang, riumliche Formen anzunehmen, dem sie in der Anschauung
unterworfen ist».

Bis hierher hat unsere Betrachtung zwei recht gegensétzliche Ansich-
ten iiber den Raum und die Geometrie einander gegeniibergestellt.
Wenn wir das Kraftfeld, in dem eine mathematische Raumlehre ent-
steht, richtig einschitzen wollen, konnen wir keinen der beiden Ge-
sichtspunkte entbehren. Eine Vereinigung und zugleich Uberwindung
der zwei Erkenntnistheorien ist nun im Rahmen der Kantischen Philo-
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sophie erreicht worden. Drei Thesen Kants sind fiir unsere Fragestellung
wesentlich, und wir legen sie zugleich mit Folgerungen dar, die sich fiir
uns daran kniipfen.

1. Unsere Erkenntnis ist zusammengewachsen aus zwei Stimmen:
sinnlicher Erfahrung und schopferischem Verstand.

Die Vorstellungen des naiven Realismus und des Idealismus sind des-
halb verschiedene Aspekte von Vorgingen, die in Wirklichkeit eng und
unlosbar ineinander verflochten sind. Der Realismus macht den Zwang
deutlich, dem eine mathematische Theorie vom Raum unterliegt, indem
sich die geometrischen Begriffe in der Auseinandersetzung mit den
Wahrnehmungen der Sinne bilden. Die idealistische Betrachtungsweise
macht dagegen die Freiheit sichtbar, welche die Geometrie genief3t: der
Verstand formt nach seinen eigenen, bis zur spielerischen Willkiir nei-
genden Gesetzen, und verschiedene logisch aufgebaute Geometrien
mogen imstande sein, Wahrnehmungen der Sinne zu ergreifen und zu
gliedern.

2. Alle unsere sichere Erkenntnis betrifft nicht eine auller uns lie-
gende Realitit, sondern unsere sinnlichen Wahrnehmungen, und nicht
eine auller uns liegende Ideenwelt, sondern unsere Gedanken.

Es wire auBerst lehrreich, in diesem Licht den Wandlungen im Selbst-
verstindnis der exakten Wissenschaften nachzugehen. Wir miissen uns
aber mit dem speziellen Hinweis begniigen, da} erst von hier aus ver-
standlich wird, wie die verschiedenen mathematischen Raumbegriffe
und die verschiedenen Geometrien friedlich nebeneinander bestehen und
nicht die Mathematik in einander bekampfende Richtungen spalten.

3. Der Raum ist eine Anschauungsform der Dinge fiir uns, und als
Form der Anschauung geht er allen sinnlichen Wahrnehmungen voraus.

In diesem Zusammenhang besteht fiir uns die Méglichkeit, vollwertige
Beispiele von mathematischen Riumen aus der unmittelbarsten An-
schauung herzuleiten, und die komplizierteren Denkschemata, zu denen
die moderne Physik fiir die logische Erfassung kosmischer und atoma-
rer Vorginge zwingt, ohne Schaden beiseite zu lassen. .

Kant selbst hat versucht, von der Auffassung des Raumes als An-
schauungsform her die durch die zweite These radikal aufgeworfene
Frage nach Wahrheit fiir die Geometrie zu 16sen. Weil ihm und seinen
Zeitgenossen nur eine Geometrie bekannt war, verfiel er dabei der
Tauschung, den Anschauungsraum mit dem mathematischen Raum als
dem Inbegriff dieser Geometrie zu identifizieren. Die seither von der
Mathematik geschaffene Vielfalt von Riumen fiithrt uns aber zum Schlu8,
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daB3 der Anschauungsraum noch so unfertig ist, daf} aus ihm verschie-
dene mathematische Raumbegriffe entstehen koénnen, und daB} die ernst-
hafte Beschaftigung mit einem solchen Raumbegriff die Form der An-
schauung wiederum beeinfluf3t und strukturiert.

In einem gewissen Sinn ist es iibrigens gar nicht richtig, daB Kant nur
einen einzigen begrifflich fixierten Raum, den euklidischen, hitte ken-
nen konnen. Bis zum Ende des Mittelalters waren namlich fast alle Eror-
terungen des Raumbegriffs Auseinandersetzungen mit der aristoteli-
schen Vorstellung vom Raum gewesen. In verschiedenen Gestal-
ten hat uns Aristoteles seine Raumlehre vermittelt: in der «Kategorien-
lehre» mit wenigen grundsitzlichen Bemerkungen, in den «Physikali-
schen Vorlesungen» sehr sorgfiltig an die Sinneserfahrungen anschlie-
Bend, und in der Schrift «Uber den Himmel» kiihn spekulierend zum
Weltsystem erginzt. Diese Raumlehre ist ein begriffliches, logisches
System, allerdings weder vollstindig noch widerspruchsfrei; und weil
dabei der Raumbegriff von der Materie her gefal3t ist, handelt es sich
nicht um eine geometrische, sondern um eine physikalische Theorie.
DaB} aber auch deren geometrische Aspekte von der euklidischen Vor-
stellung des Raumes abweichen, sehen wir schon aus dem bekanntesten
Teil der aristotelischen Raumlehre, dem Bild vom Weltall: Die Erde
rubht im Zentrum des Raumes, umringt von Wasser, Luft und Feuer,
darum herum, den irdischen Anschauungen nur noch unvollstandig zu-
ginglich, liegen in je eigenen Sphiren die Wandelgestirne, eine weitere
Kugelschale enthilt die Fixsterne, und alles ist umschlossen vom primum
mobile, der Sphire, die den vorgenannten ihre Bewegung iibertrigt;
mit ihr endet der Raum, jenseits von ihr nach Raum und Zeit zu fragen,
ist sinnlos, Wollten wir diesem Weltbild entsprechend eine aristotelische
Geometrie aufbauen, so wire es im Prinzip moglich, vom euklidi-
schen Raum auszugehen. Dieser besteht ja vorerst aus einer Ge-
samtheit von Punkten, namlich so vieler, wie die euklidischen
Axiome in Betracht zu ziehen erlauben; in dieser Punktgesamtheit ist
dann eine Distanzmessung festgelegt, und daraus ergibt sich die
euklidische Kongruenzstruktur als die Mannigfaltigkeit der mog-
lichen distanzerhaltenden Bewegungen. Fiir eine aristotelische Geo-
metrie ware nun die in Betracht zu zichende Punktgesamtheit nur
noch ein Ausschnitt aus dem euklidischen Raum, namlich eine Kugel.
Behalten wir darin die euklidische Distanzmessung bei, so ergibt sich in
der Kongruenzstruktur eine Abstufung: diejenigen Bewegungen niimlich
besitzen eine Sonderstellung, welche den ganzen aristotelischen Raum,
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d. h. die Kugel, in sich iiberfiihren, also die Rotationen um das Raum-
zentrum ; mit deren Bevorzugung zeichnet sich die sphirenartige Schich-
tung des Raumes nach je gleichwertigen Punkten ab.

Solange wir nun freilich den Zugang zur mathematischen Seite der
aristotelischen Raumtheorie mit den euklidischen Begriffen suchen,
bleibt eine wichtige Seite dieser Raumlehre verborgen. Dann namlich
entgehen uns die Betrachtungen tiber die Kontinuitat, die Stetig-
keit des Raumes. Aristoteles ziihlt den Raum neben der Zeit als Muster-
beispiel einer stetigen Grofle auf, und er versucht ausfiihrlich, den Sinn
dieser Aussage zu bestimmen. Nun 1aBt sich, was Stetigkeit bedeutet,
auch heute nicht einfach, in Kiirze und prizis zugleich ausdriicken. Grob
gesagt verlduft die Bewegung eines Punktes stetig, wenn dieser keine
Spriinge macht, also: wenn wir die Stelle ins Auge fassen, an der sich der
Punkt zu einer bestimmten Zeit befindet, so soll er beliebig nahe bei
dieser Stelle zu finden sein, solange wir ihn nur wihrend einer hinrei-
chend kurzen Zeitspanne suchen. Wie nahe und wie lange, dies 1af3t sich
durch den Abstand und das Zeitmafl zahlenmiBig angeben. Auffallen-
derweise hat nun Aristoteles versucht, Stetigkeit ohne Benutzung des
Zahlbegriffs zu umschreiben. Die Fachmathematik hat erst in der zwei-
ten Hilfte des 19. Jahrhunderts einen Stand erreicht, von dem aus ein
solcher Versuch als mathematisches Problem erscheint, und erst seit 50
Jahren, seit dem Erscheinen von F.Hausdorffs Buch iiber «Mengen-
lehre», kann die Aufgabe als gelost gelten. 20 Jahre vorher war es
R. Dedekind gelungen, wenigstens den speziellen Sachverhalt, daB3 eine
Gerade kontinuierlich sei, ohne offene oder versteckte Benutzung der
Zahlen in prazise mathematische Begriffe zu fassen, und es ist erstaun-
lich, wie nahe seine Definition der von Aristoteles versuchten allgemei-
nen Stetigkeitsumschreibung kommt, wonach eine Menge stetig ist, wenn
ihre Teile eine gemeinsame Grenze haben (Kat. 6, 4b—5a; Phys. Vorl.
V 3, 227a). Die moderne Mathematik hat nun den aristotelischen Ge-
danken, daf der Raum zuallererst etwas Kontinuierliches sei, itbernom-
men und ausgestaltet, und sie bezeichnet als Raum im weitesten Sinne
des Wortes jede Gesamtheit von Dingen, in der eine Stetigkeitsstruktur
festgelegt ist, d. h.: in welcher ein Geriist von exakten Begriffen gestattet,
die tibliche Vorstellung der stetigen Bewegung eindeutig als solche zu
definieren. In einem solchen Raum kénnen im allgemeinen nicht mehr
die GesetzmiaBigkeiten bei kongruenten Bewegungen der Figuren unter-
sucht werden, weil es keine Kongruenz gibt, wohl aber diejenigen bei
stetigen Verdanderungen der Figuren.
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Daf} diese Verallgemeinerung des Raumbegriffes auch in der Alltags-
sprache moglich ist, zeigt sich etwa darin, daf} in den Berichten iiber
das Kunstleben im Feuilletonteil der Zeitungen von einem «Klangraum»
oder von einem «Farbraum» die Rede sein konnte. Ein Farbraum zum
Beispiel wire die Gesamtheit aller moglichen Farbeindriicke. Daf eine
Farbe sich kontinuierlich in eine andere verwandelt, in eine andere
tibergeht, vermogen wir uns leicht vorzustellen, und es ist auch klar, daf
dieser kontinuierliche Ubergang auf verschiedenen Wegen, wenn nétig
auch tiber eine beliebig vorgeschriebene Zwischenstation, erfolgen kann.
Dies entspricht der geometrischen Vorstellung, wie ein Punkt langs ver-
schiedenen kontinuierlichen Kurven in einen andern iibergehen kann;
man beachte aber, daB fiir die Farben wohl schwerlich allgemeine, ge-
naue Einigung zu erzielen ist, welche dieser Uberfiihrungsarten als kiir-
zeste oder als geradeste bezeichnet werden konnte. Dieses nichtmathe-
matische Beispiel zeigt die Richtung, in der die von der modernen
Mathematik geschaffene allgemeine Raumlehre liegt, in deren
Zentrum die Untersuchung der Stetigkeit steht. |

Analog wie das euklidische Axiomensystem der Geometrie durch die
implizite Definition der Strecken, der Kongruenz usw., die Moglichkeit
schafft, die Distanzmessung einzufithren, so ermoglicht es das von
F. Hausdorff angegebene Axiomensystem der Raumlehre, die Stetigkeit
zu erkldren, indem der Begriff der Umgebung eines Punktes axio-
matisch charakterisiert wird. Ein Axiom zum Beispiel, das auf das Vor-
handensein groer Umgebungen hinzielt, besagt, dafl auch der ganze
Raum als Umgebung zu gelten habe, ein anderes, das auf das Vorhanden-
sein kleiner Umgebungen hinzielt, fordert, daBB je zwei verschiedene
Punkte auch immer Umgebungen hiatten, die nirgends zusammenstofBen.
Dies ist nur eine bruchstiickhafte Andeutung, aber sie illustriert zugleich
die Bemerkung von Aristoteles, daB3 die Stetigkeit vom Begriff des Be-
nachbartseins her zu bestimmen sei (Phys. Vorl. V 3, 227a).

Eine solch allgemeine Auffassung vom Raum laBt sich nun schwerlich
noch unter der Bezeichnung Geometrie, was Erd-Messung bedeutet,
unterbringen. Einmal ist ja die Vorstellung des Raumes nicht mehr von
der Erde, nicht einmal mehr vom Weltraum abgeleitet, sondern sie
schlieBt ebensosehr an die Anschauung des Farb- und Klangraumes
an. Weiter werden aber auch nicht mehr die GesetzmiBigkeiten des
Messens untersucht, sondern die Gesetze der stetigen Abbildungen. Die
Geometrie im herkommlichen Sinn erscheint als hochspezialisierter Ein-
zelfall dieser neuen mathematischen Disziplin, die zutreffenderweise
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mit dem griechischen Wort fiir Raumlehre als Topologie bezeichnet
wird. In der modernen Gliederung erscheint die Topologie neben der
Algebra als zweiter Hauptstamm der Mathematik. Es ist aber nur einer
ihrer Zweige, der sich mit dem Raumbegriff in seiner vollen Allgemein-
heit befalit; andere ihrer Zweige untersuchen spezielle Raume, wie sie
sich in verschiedenen Gebieten der Mathematik, etwa der Funktionen-
lehre, aufdringen; ganz besonders kriftig haben sich auch die Zweige
entwickelt, die sich mit Rdumen beschiftigen, welche unserer anschau-
lichen Vorstellung vom Weltraum nahestehen. Auf diese wollen wir nun
naher eingehen.

Wenn ich den Raum iiberpriife, wie ich ihn etwa bei geschlossenen
Augen in meiner innern Anschauung finde, so scheint es mir, daB er
nicht mit dem von der euklidischen Geometrie beschriebenen Raum in
seiner bis ins Unendliche reichenden Ganzheit iibereinstimmt, wohl aber
(kiirzehalber sei auf Vorbehalte und Prizisierungen verzichtet) recht gut
mit einem gegen aullen hin verschwimmenden kugelformigen Ausschnitt
daraus. Dabei bin ich mir verstandes- und erfahrungsmiaflig bewuBt,
daB ich nur einen Teil des Weltraumes in meiner Anschauung erfasse.
Folge ich nun dem urspriinglichsten Verfahren, das sich auch bei Aristo-
teles noch abzeichnet, so lege ich in der Spekulation, also durch eine
Bewegung des Verstandes, um diese Raumkugel meiner Anschauung
noch einige zusitzliche Schichten, in denen ich die mir rétselhaftern
Dinge, von denen ich Kunde habe, unterbringe, beispielsweise die Ge-
stirne. Folge ich hingegen der euklidischen Geometrie, so erweitere ich
meine Anschauungskugel nicht durch Darumlegen weiterer Schichten,
sondern indem ich diese Kugel durch eine Denkbewegung in die Welt
hinein ausspanne. Ich stelle mir beispielsweise einen Mafstab vor und
lasse ihn wachsen, und mit ihm wachsen alle iibrigen geometrischen
Figuren und besitzen, wie sehr sie auch gewachsen und meiner An-
schauung entschliipft sind, in meinem Denken genau die gleichen Ge-
setzmafBligkeiten wie im Anfangsstadium des Wachsens, bloB daB} sie
nicht mit dem urspriinglichen, sondern mit dem mitgewachsenen Ein-
heitsmaf} auszumessen sind. Und umgekehrt: wenn das durch viele Ein-
zelbeobachtungen erschlossene Wissen vom Planetensystem meine An-
schauung bei weitem iiberschreitet, so lasse ich durch eine Bewegung
des Verstandes alle Distanzen, nicht aber mein BewuBtsein, zusammen-
schrumpfen, bis ich vor mir, im Feld meiner Aufmerksamkeit, die Pla-
neten als kleinste Staubchen ihre fast kreisformige Bahn um die steck-
nadelkopfgroBle Sonne ziechen sehe. Dieses teleskopische Denken, mit
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dem ich einen beliebig groBen Ausschnitt des Weltraums in den An-
schauungsraum hinein verkleinere und dann diesen samt seiner Kon-
gruenzstruktur wieder ausspanne, diese doppelte Verstandesbewegung
ist es, welche uns glauben macht, unser Weltraum sei der euklidische
Raum und anders lasse er sich gar nicht denken. Aber gibt es nicht viel-
leicht auch andere, vielleicht sogar mnatiirlichere Denkbewegungen,
welche die Enge der Anschauung auszuweiten gestatten und welche sich
mathematisch so prizisieren lassen, daf} ein exakter geometrischer Raum-
begriff entsteht? Als Antwort auf diese Frage schligt der Topologe in
seinem umfangreichen Katalog von Rdaumen das Kapitel auf, das den
Titel triagt: «Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten». Es ist
dies ein Fachausdruck, die Bezeichnung fiir eine ganz bestimmte Sorte
von Riaumen mit Stetigkeitsstruktur, und demgemaf hat der Leser zur
Vermeidung von Ungereimtheiten im folgenden den Sinn, den die All-
tagssprache mit dem Wort «Mannigfaltigkeit» verbindet, beiseite zu
lassen. Es soll jetzt aber nicht eine Definition fiir die Mannigfaltigkeiten
vorgelegt werden, sondern einige unmathematische Beispiele mogen das
Raumgefiihl aufzeigen, das sich im mathematischen Begriff widerspie-
gelt.

Raum meint in erster Linie Weltraum, und die Welt braucht nicht
notwendigerweise mit den Absichten und mit den Augen und Apparaten
des Physikers betrachtet zu werden. Sie 1aBt sich u. a. auch so sehen,
wie dies Thomas Mann in einer Episode seines Romans iiber den bibli-
schen «Joseph und seine Briider» schildert. Von seinen Briidern ver-
kauft, zieht Joseph recht- und namenlos in der Karawane der ismaeliti-
schen Kaufleute gegen Agypten und iiberrascht bald seine neuen Herren
mit der vorlauten Frage, wohin sie ihn fiihrten. «Wir fithren dich doch
gar nicht! Du bist zuféllig bei uns und ziehst mit uns, wohin wir ziehen.
Das kann man doch nicht gut .fithren’ nennen. Meinst du Heda, wir
reisen, damit du irgendwohin kommst?» «Ich denke nicht daran», ver-
setzte Joseph, «weill ich doch, daB} ihr, meine Herren, auf eigene Hand
reist, nach euren Zwecken und wohin euch der Sinn steht, und will
gewill eurer Wiirde und Selbstheérrlichkeit nichts anhaben mit meiner
Frage. Aber siehe, die Welt hat viele Mitten, eine fiir jedes Wesen, und
um ein jedes liegt sie in eigenem Kreise. Du stehst nur eine halbe Elle
von mir, aber ein Weltkreis liegt um dich her, dessen Mitte nicht ich bin,
sondern du bist’s. Ich aber bin die Mitte von meinem. Darum ist beides
wahr, wie man redet, von dir aus oder von mir. Denn unsere Kreise sind
nicht weit voneinander, daB sie sich nicht beriihrten, sondern Gott hat
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sie tief ineinandergeriickt und verschrinkt, also daB ihr Ismaeliter zwar
ganz selbstherrlich reist und nach eigenem Sinn, wohin ihr wollt, auBBer-
dem aber und in der Verschriankung Mittel und Werkzeug seid, daf3 ich
an mein Ziel gelange. Darum fragte ich, wohin ihr mich fiihrt.»

Was an dieser Ansicht von der Welt und damit auch vom Raum ver-
bhifft, ist sicher vielmehr die Sehweise als das zustandekommende Raum-
bild; denn der Gedanke von den verschrinkten Weltkreisen steht in
keinem Widerspruch zur euklidischen Vorstellung. Die Betonung der
Sehweise ist jedoch wesentlich, denn wie die Kreise verschrankt sind,
ist offen gelassen. Die Vielzahl der Verschrinkungsmoglichkeiten erlost
nun den vorgestellten Weltraum vom Zwang, euklidisch sein zu miissen,
aber laf3t ihm die Méglichkeit, eventuell doch euklidisch zu sein.

Den Gedanken von der Freiheit in der Verschrinkung individueller
Weltkreise finden wir von Ricarda Huch in ihrer Einleitung zu den Be-
trachtungen iiber «Urphinomene» folgerichtig weitergefiihrt. Das Erleb-
nis, wie sie, in ihre eigene Welt versponnen, wihrend langerer Zeit ihren
Ferienort mit ganz traumhaft unwirklichen MafBstiben betrachtete, er-
innert sie an einen Ausspruch Heraklits: dal wir wachend in einer
gemeinsamen Welt leben, dafl aber im Traume jeder sich von ihr ab
seiner eigenen Welt zuwendet. Beunruhigt durch ihre Erkenntnis, wie
sehr unsere Triume auch in den Tag hinein wirken, stellt sie sich die
Frage: Wenn jeder seine eigene Welt hat, wie kommt es iiberhaupt zu
einer gemeinsamen Welt? Als Antwort driingt sich ihr die Einsicht auf,
daB die vielen Einzelweltennicht einfach von vornherein verschrianktsind,
sondern zu einer gemeinsamen Welt zusammengeschweillt werden
miissen, und daBl dieses Zusammenschweiflen aus Ubereinkiinften
besteht. Wenn iiblicherweise ein solches Ubereinkommen durch die ge-
meinsame Heranbildung in Ubereinstimmung mit einer starken Tradi-
tion zustande kommt, so macht doch gerade dieses Beispiel mit der
standigen Gefahrdung der Tradition auch die weitgehende Willkiir die-
ser Ubereinkiinfte deutlich; diese Willkiir im ZusammenschweiBBen be-
wirkt, daf3 die Welt vielfacher Gestalt fahig ist. Wir leiten diesen Gedan-
ken, von Ricarda Huch abweichend, ins Mathematische weiter: eine
Mannigfaltigkeit ist ein Raum, der sich durch die VerschweiBBung indivi-
dueller Einzelraume ergibt, von denen jeder eine euklidische Kugel ist;
die Verschweilung kommt durch eine mathematisch zu prizisierende
Ubereinkunft zwischen je zwei dieser Kugeln zustande, welche Punkte
einander entsprechen und als ein- und derselbe gelten sollen.
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Wenn nun ein geometrisches Gebilde zugleich von mehreren dieser
Kugeln erfaBt wird, weil es in iiberlappenden Teilen liegt, so 1dBt sich,
je nach der Verschweilung, von diesen Kugeln her Verstandigung iiber
die Eigenschaften dieses Gebildes erzielen oder nicht. Was in einer Kugel
als gerade Strecke erscheint, braucht von einer andern her gesehen nicht
gerade zu sein. Genau gleich erscheint beispielsweise in einem Atlas die
siidliche Landesgrenze von Kanada, die auf einer Nordamerikakarte
weithin gerade verlduft, dem Betrachter einer Zirkumpolarkarte durch-
wegs als gekriimmt. Aber auch losgelost von diesem Vergleich ist die
Eigenschaft, etwas mit einem Blick als gerade zu erkennen, unserm
Auge weit weniger eingeboren, als wir meist glauben. Davon kann man
sich schon durch einige einfache Anordnungen fiir optische Tauschungen
iiberzeugen; vor allem aber zeigen dies (vgl. M. von Senden, Diss. Kiel
1931) die Berichte iiber Fille, wo Erwachsene, welche blind geboren
wurden, durch eine Operation das Augenlicht wieder erlangten; sie
waren in den ersten Monaten nicht in der Lage, ein Dreieck als gerad-
linig und einen Kreis als rund zu erkennen. Dem entsprechend ist im
allgemeinen in einer Mannigfaltigkeit keine Ubereinkunft iiber Gerad-
heit zu erzielen: die Mannigfaltigkeit besitzt dann keine lineare
Struktur. Was wir aber von einer Mannigfaltigkeit minimal fordern,
ist die Verstindigungsmoglichkeit iiber Stetigkeit: eine Bewegung, die
in zwei zusammengeschweillten Einzelwelten verldauft, soll von beiden
in gleicher Weise als stetig oder als nichtstetig wahrgenommen werden.
Eine Mannigfaltigkeit besitzt nach dieser Forderung also eine Stetig-
keitsstruktur, und die vorhin erwihnten Berichte iiber Blindge-
borene rechtfertigen diese Forderung, wenn wir die Verwurzelung einer
Raumlehre in der Anschauung als MaB3stab setzen. Die genannten Mog-
lichkeiten sind nur die zwei Enden eines ganzen Spektrums: ist man sich
in den iiberlappenden Teilen von den verschiedenen Kugeln her fiir alle
Funktionen einig, ob sie differenzierbar sind, so entsteht die Klasse der
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, fiir deren Untersu-
chung nun der ganze machtvolle Apparat der Differentialrechnung ein-
gesetzt werden kann. Ist man sich zusatzlich iiber die Lingenmafzahl von
Kurven einig, so erhilt man die Klasse der Riemannschen Mannig-
faltigkeiten, welche in der allgemeinen Relativititstheorie zur Be-
schreibung der Naturgesetze benutzt werden. Mit ihnen hat der geniale
Mathematiker B. Riemann vor etwas iiber 100 Jahren den Grund gelegt
zu der erst in unserem Jahrhundert zur Entfaltung gelangten modernen
Raumlehre. Wir brauchen nur fiir eine der genannten oder der weitern
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moglichen Klassen die Frage nach einer Klassifizierung der zu ihr geho-
renden Rdume zu stellen, um schon in die Mitte der aktuellen Forschung
zu gelangen.

Obgleich der Begriff der Mannigfaltigkeit in seiner vollen Allgemein-
heit verhiltnismiBig jung ist, wurde das schonste und nach dem euklidi-
schen Raum einfachste Beispiel einer Mannigfaltigkeit, die dreidimen-
sionale Sphire, schon vor Jahrhunderten als Raumform des Weltalls
vorgeschlagen, ndmlich von Dante Alighieri. Auch in dieser Konstruk-
tion zeigt sich die in ihm geistesgeschichtlich einzigartige Vereinigung
von Gelehrtheit und Unbefangenheit, von Phantasie- und Formkraft. Es
ist ratsam, sich vor dem Eingehen auf Dantes Gestaltung eine dreidimen-
sionale Sphéare durch ihre Analogie zur zweidimensionalen, etwa zur
Erdoberfliche, zu veranschaulichen. Diese zerfallt durch den Aquator-
kreis in zwei Teile, welche wir durch zwei kreisscheibenformige Karten-
bilder, eines fiir die Siid- und eines fiir die Nordhalbkugel, wiedergeben.
Bewegt sich ein Punkt vom Siidpol her gegen den Nordpol, so entfernt er
sich in der ersten Karte vom Mittelpunkt gegen deren Randkreis, im
Moment, wo er den Aquator iiberschreitet, tritt er aus der ersten Karte
aus und in die zweite ein und bewegt sich gegen deren Zentrum. Um
eine korrekte Vorstellung von der Kugeloberfliche zu bekommen, genii-
gen uns diese zwei Karten, vielleicht mit einem Netz von Meridianen
und Breitenkreisen versehen, wenn wir uns noch vor Augen halten, wie
sie am Aquatorkreis miteinander zu verheften sind. Genau gleich zerfillt
nun in einer Dimension hoher eine dreidimensionale Sphire durch eine
Kugelfliche in zwei Teile, welche wir durch gewohnliche Vollkugeln
wiedergeben konnen; die Zentren dieser beiden Kugeln sind ein Pol und
ein Gegenpol der Sphire, und bewegt sich ein Punkt der Sphire stetig
vom Pol zum Gegenpol, so zeigt sich dies in den Kugeln als eine Bewe-
gung vom Zentrum der einen gegen deren Rand, im Augenblick, wo er
diesen erreicht, erscheint er auch auf der Oberfliche der zweiten Kugel,
von wo aus er sich dann deren Zentrum, dem Gegenpol zu bewegt. Zwei
Vollkugeln zusammen mit der Verheftungsvorschrift fiir ihre Ober-
flichen geben uns so eine vollstindige Vorstellung von der dreidimensio-
nalen Sphire.

Im zweidimensionalen Falle sind die beschriebenen beiden Erdkarten
nun allerdings nicht recht handlich, wenn wir die Linder der Aquato-
rialzone betrachten, denn wir haben unsere Vorstellungen immer aus
zwel getrennten Stiicken zusammenzusetzen. Wann man dies vermeiden
will, so kann man die Karte der Siidhalbkugel nach auflen hin noch er-
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weitern, so daB sie in die nordliche Hemisphire hineingreift; nach auBBen
hin werden auf diese Weise der siidlichen Karte diejenigen Zonen ange-
fiigt, die auf der nérdlichen Karte nach innen hin geschichtet schon vor-
handen sind. Wenn wir wollen, konnen wir so jeden nordlichen Punkt
auch noch auf der Siidkarte darstellen, auBer den Nordpol selbst. In
gleicher Weise konnen wir die Nordkarte erweitern, und einzig der Siid-
pol kann auf ihr nicht als ein Punkt erscheinen. Es ist klar, daB} die
Betrachter der beiden Karten ihre Vorstellungen nicht mehr bloB am
Aquator verheften, sondern gebietsweise verschweiBen miissen. Das ent-
sprechende Verfahren im dreidimensnionalen Fall liegt auf der Hand:
jede der beiden Vollkugeln, in welche die dreidimensionale Sphire zer-
fallen ist, kann nach auflen hin durch diejenigen Schichten noch erwei-
tert werden, die in der andern Kugel nach innen hin aufeinanderfolgend
schon dargestellt sind, einzig Pol und Gegenpol sind blo} in einer der
Vorstellungen erfaflbar, aber dort im Zentrum. Die Gesetze, nach denen
die Betrachter der beiden Kugeln ihre Vorstellungen zu verschweiflen
haben, lassen sich durch einfache Formeln angeben und sind derart, daf3
sich die beiden sogar iiber Lingen und Winkel verstandigen konnen. Auf
diese Weise entsteht die dreidimensionale Sphire bei passender Ver-
schweillung zweier kugeliger Weltkreise.

Genau diese Erfassung des Weltganzen durch zwei sich polar ent-
sprechende Vorstellungen schildert Dante im 28. Paradiesgesang der
gottlichen Komédie. Nach seinem Aufflug durch immer lichtere Himmel
sieht er, in der obersten, neunten Sphire angelangt, in den Augen Bea-
trices, die ihn fiihrt, einen leuchtenden Punkt gespiegelt, und als er sich
wendet, schaut er den Punkt selber: so unendlich klein, daB3 die kleinsten
Sterne sich neben ihm wie Monde ausnehmen miillten, aber von so
durchdringendem Licht, daBl er dessen Glanz nicht zu ertragen vermag.
Um diesen Punkt kreist in Mondhofabstand ein Lichterkranz mit unge-
heurer Schnelle, und um ihn ein zweiter, ein dritter, und noch zweimal
eine Dreiheit, immer blasser und weiter werdend und immer langsamer
sich drehend. Dante ahnt, daf} er in dem unbewegten hellsten Punkt, der
all den Kreisen um ihn ihr Licht und ihre Bewegung spendet, eine
Offenbarung der Gottheit und in den sich bewegenden Kreisen die geisti-
gen Wesenheiten der neun Sphéren sieht; aber Zweifel plagen ihn, denn
in der kérperlichen Welt liegen die Sphiren um so weiter aullen, je gott-
licher sie sind, wiahrend ihm jetzt die Ordnung umgestellt erscheint. Um
ihm die Wahrheit zu eroffnen, lehrt ihn Beatrice, dall er die beiden
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Erscheinungsweisen, die korperliche und die geistige, verschmelzen darf,
und sie gibt ihm gleichsam eine Formel fiir die Verschweillung an:

Li cerchi corporai sono ampi e arti
secondo il pit e ’] men de la virtute.

Teils weit, teils enge sind die Korperkreise
Der Kraft nach, die durch ihre Teile rinnt
Bei dem in starkrer, dem in schwiachrer Weise.

GroBre Giite groBlres Heil ersinnt
Und groBires Heil den groBrern Korper weist,
Wenn alle Teile gleich erfiillet sind.

Die Sphire, die das Weltall mit sich reif3t,
Das restliche, von auBBen her, entspricht
Dem Kreis mit groBiter Liebe, grotem Geist.

Drum, wenn du auf die Kraft nur legst Gewicht
und nicht, wie grof3 und klein sie scheinen
Die Kreise, die sich zeigen deiner Sicht,

Kannst du in voller Konsequenz vereinen
Den Spharenhimmeln ihre Wesenheit,
Den groen mehr, und minder nur den kleinen.

Dante hat weder den Symbolgehalt noch die im Rahmen der zeitgenos-
sischen Aristoteleskritik aktuelle naturwissenschaftliche Seite dieses
Raumbildes weiter ausgefithrt. Aber aus dem Zusammenhang, in dem
seine Verse stehen, ergibt sich unbezweifelbar, wie sehr er sich bewul3t
war, dall er im poetischen Gewand eine der Wissenschaft zugehorige
Fragestellung darstellte, wie er sie auch im fachwissenschaftlichen Stil
seiner Zeit, mit Begriindungen und Beweisen versehen, hitte darlegen
konnen. Aber auch in dieser knappen Fassung vermag Dantes Gestaltung,
wie iiberhaupt die Beschiftigung mit den Vorstellungen vom Raum in
ihren geschichtlichen Formen, dem heutigen Mathematiker mit seltener
Deutlichkeit den Zusammenhang seines speziellen Fachgebietes mit dem
allgemeinen Strom philosophischen Denkens vor Augen zu fithren. Um-
gekehrt ermoglicht die Erorterung dieser Fragen dem Laien ein Ver-
stindnis fiir die zweck- und zeitlosen Aspekte mathematischer Forschung
und einen Blick zwar nicht auf die Arbeitsweise aber doch auf einige
zentrale Problemstellungen der modernen Geometrie.
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