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H. Hadwiger

Ueber das Volumen der Parallelmengen

Es bezeichne A eine beliebige Punktmenge des n-dim.
Euklidischen Raumes. Unter der äusseren Parallelmenge A^ im
Abstand jo2;0 verstehen wir die Vereinigungsmenge aller abgeschlossenen

Kugeln vom Radius p, deren Mittelpunkte sich in A befinden.
Die innere Parallelmenge A^ im Abstand p £: 0 definieren
wir durch A — p ((A*)/>)*, wobei der Stern * den Uebergang
einer Menge zur komplementären Menge des Raumes bezeichnet.

Falls A J-messbar ist, soll V bzw. Vp den Inhalt von A bzw.
Ap darstellen. Im Hinblick auf die oben gegebene Definition sollen

hier wie im folgenden positive und negative Werte für p in
Betracht fallen.

Wenn A eine konvexe und beschränkte Menge ist, so gilt das

bekannte Steiner-Minkowski sehe Gesetz, wonach das
Volumen der Parallelmenge von A eine ganze rationale Funktion von
p ist. Genauer gilt folgende Formel :

(1) V Co + Cip + 4- Cnpa, — d^io<oo.
Hierbei ist C0 V, Cn coa wo wn das n-dim. Volumen der

Einheitskugel des Raumes bezeichnet; allgemeiner ist C, Wi(wobei

Wj das i-te Quermassintegral von A darstellt. Da das erwähnte

Kugelvolumen nachfolgend wiederholt herangezogen werden muss,
sei noch die Formel

(2) «- r(£ + 1)

hier angemerkt.
Man beachte noch besonders die Gültigkeitsabgrenzung der Formel

(1), wonach sich diese im Falle d^>0 auf äussere und innere
Parallelmengen bezieht. Die Schranke d fällt mit dem sog. inneren
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Rollradius der Randfläche von A zusammen; sie verschwindet,
wenn diese Randfläche gewisse Unstetigkeiten in der Krümmung
aufweist.

Durchrechnungen geeigneter Beispiele belehren uns darüber,
dass das Stein er - Mi nk ows k i sehe Gesetz für passend
beschränkte Intervalle durch viel allgemeinere, nicht konvexe Mengen

realisiert wird.

Beispielsweise gilt für eine Kugelschale mit den Radien R und

r, R > r, die Volumformel

V^ «,„ [(R -4- p)- - (r - pY ], - ^-j1 ^P^r>
nach welcher also das Volumen der äusseren und inneren Parallelmenge

im angegebenen Intervall ebenfalls eine ganze rationale
Funktion n-ten Grades von p ist.

Welches sind nun die gestaltlichen Voraussetzungen über A, die
eine Gültigkeit einer Volumformel für Parallelmengen dieser Art
gewährleisten?

In dieser Arbeit beantworten wir diese Frage für Bereiche
A (abgeschlossene Hüllen beschränkter Gebiete), welche gewissen
Regularitätsvoraussetzungen betreffend die Randkrümmung zu
genügen haben. Wir beschränken uns im folgenden auf Bereiche, für
welche die n-1 Hauptkrümmungen in einem Randpunkt stetige
Funktionen auf der Randmannigfaltigkeit sind. Es ist selbstverständlich,

dass unter derartigen geeigneten Voraussetzungen die in
Betracht fallenden Inhalte der Parallelmengen mit Hilfe von
Formeln der n-dim. Differentialgeometrie direkt berechnet werden können,

so dass auf diesem Wege eine Verifikation des von uns in
Aussicht genommenen Satzes erfolgen kann. Im Hinblick aber auf
nachträglich mögliche Lockerungen der Voraussetzungen, soll hier
ein anderer Weg beschritten werden, der dem eigentlichen Wesen des
Problems und seinen ursprünglichsten Zusammenhängen besser
angepasst ist. Wir gewinnen nämlich unsere Hauptaussage direkt
in einfachster Weise aus der kinematischen Hauptformel der n-dim.
Integralgeometrie, die von den chinesischen Geometern Shiing-
Shen Chern und Chin-ta-Yen1) aufgestellt wurden.

4 Sulla formula principale cinematica dello spazio ad n dimensioni. Bolle-
tino della Unione matematica italiana II, s. 2, 1940, XVIII, 434—437.
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Beim einlässlicheren Studium der Frage, welche Eigenschaft
eines solchen Bereiches A an die Stelle der Konvexität zu treten
hat, falls man die Gültigkeit einer Formel (1) für ein passendes
Intervall fordert, wird man in natürlicher Weise auf die Begriffe der

Unterkonvexität und der Ueberkonvexität, wie wir sie
weiter unten definieren, geführt. Diese neuen Begriffe scheinen in
der Theorie der Parallelmengen eine ausschlaggebende Rolle zu
spielen.2)

Die Definition vorbereitend, erklären wir die Charakteristik
K (A) eines Bereiches A. Darunter verstehen wir die Eulersche
Charakteristik (alternierende Summe der höheren Bettischen Zahlen)
eines dem Bereich A zugeordneten homöomorphen Polyeders. Für
konvexe A gilt K (A) 1.

Ist A ein Bereich der oben beschriebenen Art, und bezeichnen

xi, xì x„_i die n-1 Hauptkrümmungen in einem Randpunkt von
A, so kann in bekannter Weise die Charakteristik K (A) durch das
über die Randmannigfaltigkeit zu erstreckende Integral der
Totalkrümmung ausgedrückt werden, und zwar ist

(3) K (A) —— f » *„_, dQ.

Hier bedeutet dß das (n-1)-dim. Oberflächendifferential des

Randes von A.

Wir definieren jetzt:
Der abgeschlossene Bereich A heisst unterkonvex vom Grade

a=^0, wenn der Durchschnitt AKp für jede Kugel Kp vom Radius p
die Charakteristik K (AKp) — / aufweist; dies treffe jedoch für kein
p'~> a für alle Kugeln Kp' zu. A heisst überkonvex vom Grade ß=^0,
wenn die abgeschlossene Hülle A* der zu A komplementären Menge
A* unterkonvex vom Grade ß ist.

Beispielsweise ist die bereits oben zur Illustration herangezogene

Kugelschale unterkonvex vom Grade r und überkonvex vom

r a R-rGrade —-—.

2) Verf. hat in einer ausführlichen Abhandlung „Die erweiterten Steinerschen

Formeln für ebene und sphärische Bereiche", Commentarli Math.
Helvetia 18, 1945/46, 59—72 Wesen und Bedeutung dieser Begriffe im
zweidimensionalen Fall darzustellen versucht.
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Nun lässt sich in bezug auf die Geltung des Steiner-Min-
kowski sehen Gesetzes und mit Hilfe dieser neuen Konvexitätsbegriffe

der folgende Satz formulieren:

Satz:
Ist der beschränkte, abgeschlossene Bereich A unterkonvex vom

Grade a und überkonvex vom Grade ß, so gilt im Intervall —ß^p^a
die Formel

(4) V/> Co + Cip-r- + Cn/0".

Hierbei ist Co =V, G F, Cn a>„ K, allgemein Q - ] -Mi 1,
n \i/

wo Mk das über den Rand von A erstreckte Krümmungsintegral
1 r

(5) Mk /n—1\ J (2*v.. xh) di>

bezeichnet. Die Summation ist über alle Indizeskombinationen der In~

dizes 1, 2 n—/ zur Klasse k zu erstrecken.

Beweis:
Wir betrachten eine im Raum bewegliche Kugel Kp vom

Radius p. Die Koordinaten des Mittelpunktes seien £i, £n •

Nach der bereits oben zitierten Hauptformel der n-dim.
Integralgeometrie 3 gilt

(6) Ç JK(AKp) dfi dfn

wobei sich die Integration über alle Lagen der beweglichen Kugel
Kp zu erstrecken hat. Alle in der Anschrift benutzten Zeichen wurden

weiter oben erklärt.
Nach der Voraussetzung betreffend die Unterkonvexität von A

wird nun K(AK^) 1 sein, für alle 0<p<a. Das Integral in

(6) stellt somit das Volumintegral der Mittelpunktsmenge derjenigen

Kugeln Kp dar, die mit A einen nicht leeren Durchschnitt
haben. Man beachte, dass natürlich für die leere Menge O die Be-

3) Die Originalformel hat einige für uns zweckdienliche Modifikationen in
der Anschrift erfahren.
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Ziehung K(O) 0 gilt. Das Volumen dieser Mittelpunktsmenge
ist aber andererseits mit Vp identisch. So ergibt sich also für

(7)
1 n^* / \

Vp v + Yp + - 2 "Mi-, pr + wa Kp-
i=2 \ '

Damit ist der sich auf die äusseren Parallelmengen beziehende
Teil des Satzes bewiesen.

Wir überdecken jetzt A durch eine Kugel Kr, deren Radius r
wir so gross wählen, dass die abgeschlossene Hülle A° der
Restmenge Kr —• A unterkonvex vom Grade ß ist. Dies ist möglich,
weil nach der Voraussetzung betreffend die Ueberkonvexität die
abgeschlossene Hülle der komplementären Menge A* unterkonvex
vom Grade ß sein soll.

Für alle 0<jO</3gilt nach dem bereits bewiesenen ersten Teil
des Satzes

1 n"' /n\
W V° 4- FV + - S • M°i-i P{ + w" K° Pn ¦

i=2 \ '
Nach Definition von A—p wird nun die Beziehung

V-/> wn (r + pY — VV
gelten.

Zwischen den den beiden Bereichen A und A° zugewiesenen
Masszahlen, gelten die nachfolgenden Relationen

V° wa rn — V, F° nwn r"-' -f F;
M°i ti(ua rn-i~' + (_l)i Mi K° 1 + (— 1)" K.

Ihr Einsatz in den weiter oben angeschriebenen Beziehungen
liefert sodann

(8) V-p V - Yp 4- - 2 (-1)' (") M,-,^ 4- (-INK/)» -

i=2 \ '
Damit ist auch der Beweis des sich auf die inneren Parallelmengen

beziehenden Teil des Satzes abgeschlossen.
Die Ausdehnung der Gültigkeit vom offenen auf das abgeschlossene

Intervall ist mit Rücksicht auf die Stetigkeit von Vp in
Abhängigkeit von p zulässig.
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