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Sitzungsberichte
der Mathematischen Vereinigung in Bern

93. Sitzung, Freitag, den 5. Juni 1936.

Herr Prof. Dr. P. Gruner spricht itber das Buch von L. de Broglie ,,L’élec-
tron magnétique*’. Der Vortragende bietet einen lehrreichen Ueberblick iiber
die neuere Entwicklung der Atomtheorie. Als wichtiger Fortschritt erscheint
vor allem die wellenmechanische Darstellung von Schrodinger und weiter-
hin auch deren ,Relativisierung“. Die ganze Entwicklung der Atomphysik
ist noch in vollem Flusse.

94. Sitzung, Freitag, den 6. November 1936.

Herr Pd. Dr. H. Hadwiger spricht iiber das Thema: ,Versuch einer kon-
tinuierlichen Integration*.

Es handelt sich darum, einen Operator (Funktionaltransformatior) zu
definieren, der eine Verallgemeinerung der mehrfachen Integration (Differen-
tiation) auf einen beliebigen nicht ganzen (auch komplexen) Index darstellt, Da-
bei wird davon abgesehen, dem Operator eine anschaulich fassbare Deutung
beizulegen.

Der Operator soll folgende Forderungen erfiillen:

I. Jow f(x) ist sinnvoll fiir alle (komplexen) @ und alle Funktionen f(x)
einer gewissen Menge M (Definitionsfeld) und liefert eine wieder zu M
gehorende Funktion.

II. Jw f(x) ist eindeutig fiir alle w und alle f(x) in M.

Il Jo a. fx) =a. o ix); Jo {fx { gx) = Jo ix + Jo gx);

IV. Jo f(x) = f(x); Jon Jw: f(x) = Jw + o, {(x);

V. J-1 f(x) = P(x).

Der Referent zeigt zunidchst, dass das Definitionsfeld M die ganzen ra-

tionalen Funktionen nicht enthalten kann. Tatsichlich ist bei den klas-
sischen Operatoren dieser Art (Riemann-Liouville, Griinwald, Most), die
auch auf ganze rationale Funktionen angewandt werden, entweder For-
derung Il oder IV nicht intakt.
- Fiir diese unbefriedigende Tatsache findet sich folgender Grund: Eine
(um 0) regulidre Funktion f(x) kann ersetzt werden durch das System der
Taylorkoeffizienten oder also durch die Folge t(») 0) (v = 0,1, 2,...).
Diese Charakterisierung ist ungeniigend, wenn in dem Integrationskalkiil
Eindeutigkeit bestehen soll, was am eindriicklichsten durch das Auftau-
chen der willkiirlichen Integrationskonstanten merkbar wird.
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Der Referent setzt nun an Stelle der Folge f(v) (0) die allseitig un-
endliche Matrix:
f(v(-g-).lﬂ)” (V,‘LC:O, 1,—1,2,—2,...) 1:" — 1
und nennt diese Abstraktion ,,Matrizialfunktion*,

Es gelingt nun eine kontinuierliche Abelsche Gruppe eindeutiger Trans-
formationen (Integrationen) solcher Matrizialfunktionen anzugeben, fiir die
die Gesetze [ bis V in modifizierter Gestalt giiltig sind.

Die Matrix ||1|, welche der Exponentialfunktion entspricht, ist invariant.
Fiir die Klasse der ,beschrinkten Matrizialfunktionen‘ ldsst sich eine
sIntegration“ als unitire Abbildung des Hilbertschen Raumes darstellen,
wobei die Invarianz der Exponentialfunktion geometrisch interpretiert wird.

H. Hadwiger,
Lineare Diffusion zweier Partikel bei verbotenem Abstand.

Losung einer von Herrn Prof. Dr. W. Scherrer gestellten Aufgabe: Man
zeige, dass ein Abstandsverbot bei der linearen Diffusion zweier Partikel eine
zeitliche Zunahme der Distanz bewirkt.

Wir betrachten zwei lings einer Geraden G diffundierende Partikel A
und B. Die lineare Diffusion von A allein oder von B allein sei auf G ho-
mogen und kriftefrei, so dass die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Ver-
schiebung & nach Ablauf der Zeit T gegeben ist durch

£?
l.cu[!:‘,le—l"_e 4DT
2 Y7 DT
fiir jeden Punkt auf G als Anfangsort. )

D ist der sogenannte Diffusionskoeffizient.

Es wird nun eine gegenseitige Stérung der Partikel A und B angenommen,
indem der Doppelbewegung die Bedingung auferlegt wird, dass eine ge-
gebene Distanz A nicht erreicht werden darf. (Distanzverbot!)

Die Koordinaten von A und B nach der Zeit T sollen mit x(T) und y(T) be-
zeichnet werden.

Es ist keine Einschrinkung, anzunehmen, dass

2.x(0)=a;y (0 = —a;
ist. Die Wirkung des Distanzverbotes auf den Diffusionsvorgang der Par-
tikel wird in zwei getrennten Fallen voéllig verschieden ausfallen. Namlich:

1. Fall:
A
==
P =3

Das Distanzverbot wird ersetzt durch die Forderung:
Die Partikel A und B diirfen eine feste Distanz A nie
iiberschreiten.

*¥) Einstein: Ann. der Physik 17.558, 1905.
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2. Fall:
A
2

Das Distanzverbot analog ersetzt:

Die Partikel A und B diirfen eine feste Distanz A nie
unterschreiten.

Die Beeinflussung des Diffusionsvorganges durch die Forderungen des
1. Falles bezw. des 2. Falles muss dem Wesen nach als Abstossungs- bezw.
Anziehungstendenz gewertet werden.

Eine ungenaue physikalische Interpretation des 1. Falles konnte eine
gegenseitige Abstossungskraft annehmen, welche erst dann (stark) wirk-
sam wird, wenn die Distanz der beiden Partikel den Wert A unterschrit-
ten hat.

Es bezeichne

1. Fall: Wi [x, y, T, @] a

Q=

IV

»
|
<
IV
P

1A

2. Fall: W [x, y, T, @] a
die Wahrscheinlichkeitsdichte des Ereignisses
x(M) =x; y(M =y,
das heisst Wi [x,y, T, 2] dx dy
Wz [x,y, T, €] dx dy
sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
x=x(M<x4+dx; y=yD<y-+dy

£l
|

<

[IA
p. )

ausfillt.

Wiren beide Partikel A und B frei beweglich, so wiirde man wegen der
Unabhingigkeit der beiden Vorginge den Produktsatz der Wahrscheinlich-
keitsrechnung anwenden, und mit Riicksicht auf 1 und 2 erhalten:

_x—a o+ g+ ap

1
B.WO X, ,T,CC::
1° [x, ¥ ] s B 4 DT
und ebenso
] _x—9' 4+ y+toy
4. W2 [x, v, T, €] = e
2° [x, ¥y ] P 4 DT

(Die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die freie Diffusion der Partikel sind
durch eine 0 gekennzeichnet.)

Die beiden Funktionen W.:° und W:° geniigen der bekannten Differen-
tialgleichung

oW { W 0w }

5 —— =D +
oT 0 x? 0 y?
der Wirmeleitung in zwei Dimensionen. *)
Betrachten wir einen Partikel C, dessen Koordinaten beziiglich eines ge-

*) Riemann-Weber: Die Differential- und Integralgleichungea der Mechanik und Physik, von
Ph, Frank, Bd. II, S. 146
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wihlten ebenen orthogonalen Koordinatensystems im Zeitpunkt T gegeben
sind durch x(T) und y(T), so liefert der eindimensionale Diffusionsvorgang
der beiden Partikel A und B einen Diffusionsvorgang des Partikels C in
der Ebene, und umgekehrt.

In der Tat ist 5 die Differentialgleichung fiir die ebene homegene und
freie Diffusion.

Bei dieser Interpretation erfihrt das Abstandsverbot eine einfache geo-
metrische Deutung.

In der Ebene darf der Partikel C im 1. Fall nie in die Halbebene x—y < A,
im 2. Fall nie in die Halbebenen x—y > A, y— x> A eindringen.

Die Grenzgeraden x —y = A und y—x = /A sind in den beiden Proble-
men der ebenen Diffusion, die sich nun bieten, als sogenannte ,reflektie-
rende‘ Gerade aufzufassen.

Damit ist der Zusammenhang gefunden mit den durch die Spiegelungs-
methode geldsten Problemen der freien Diffusion bei reflektierenden Win-
den. *¥)

Die Wahrscheinlichkeitsdichten W: und W: sind nun Integrale der Diffu-
sionsgleichung 5, wobei folgende Randbedingungen erfiillt sein miissen:

oW oW
1. Fall - = - auf der Geraden X—y =Rk
J x Jdy
oW oW —y = A
2. Fall = ® auf den Geraden =y
0 x 0y y—x = A

Diese Randbedingungen fordern, dass lings einer reflektierenden Gera-
den die Normalkomponente des Wahrscheinlichkeitsgradienten verschwin-

det. *)
Fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeitsdichten ergeben sich die Ausdriicke:

R o e Y o e o

o = 1
6. Wi [x,y, T, ]_471'DT{e 4 DT +e 4 DT |
7. Wi [x,y, T, a] =
.  (x—2Kh—d)*+ (y42KAa)  (x— (2K+1)i4a)® 4 (v} (K1) h—a)
4ﬂDT2K{e 4DT T e 4 DT \
T J

Fiir die folgenden Ausfithrungen spezialisieren wir die Anfangsbedingungen,

A
indem im 1. Fall ¢« = L im 2. Fall ¢« = 0 gesetzt wird.

Die Wahrscheinlichkeitsdichten 6. und 7. erfahren dadurch die Vereinfa-
chungen.

LSV
e L A
= B 4 DT

27 DT

A
8. Wi [X: y, T; T] ==

*¥) R, Fiirth: Neuere Untersuchungen iiber die Brownsche Bewegung. Jahrbuch der Radioaktivitit

und Elektronik, 16 (1920), S. 321.
*) Vergl. Riemann-Weber, a. a. 0. S. 231,
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Lo KN4 4 KW
9.Ws[x,y,T,O]:4ﬂ_DT2Ke 4DT
—00

Es bedeutet ¢ (T) die Partikeldistanz x(T) — y(T).
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
a=a ()< a + da
ist, werde bezeichnet im 1. Fall mit 8, [e, T] de,
im 2. Fall mit 6: [¢, T] de.
Es ist dann
0 e <5

81. {a, T] = { ffwl [x, Yy, T’ —;—] dx d y [a ; }\.];
0 _ [la| > A];
6, ¢, T = fj W: [x,y, T,00dx dy [o| = A;

wo die Integration iiber das Streifgebiet

¢ = x—y<<ea-+ da zu erstrecken ist.
Nach Transformationen der Variabeln:

a=X—Y.
A=x+ty
gewinnt man
0
6T =1 ptap—a_ 2
S Wl =5 T 31ds
— 0
0
0:00, T = 1 [ stap—a
S| W= = T, 01dp
Nach Durchfithrung der Integration erhilt man
‘ 0 e << A
10. 6, [q, T] = { e
e 8 DT
V2 7 DT o =M\
0 la| > A
11. 6; [a, T] = 1 > @ — 2KW
Snﬁ‘g){je 8 o] =2

Beachtenswert ist die asymptotische Beziehung:

1
12. Lim 6: [¢, T] = —
T 3 5 22
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Wir berechnen noch den Erwartungswert ¢° (T) der Distanz zur Zeit T
im 1. Fall.

(Der genannte Wert ist im 2. Falle O und ohne weitere Bedeutung.)

Zunichst ist

‘oo oo (@ — M)?
a°(T)=/81 [a,T]adCf-:‘/‘e* SD-T-—-“adCC

AP Y 7 27 DT

Man erhalt:
l3.a’(T):7L+V

Bei ungestorter Diffusion beider Partikel wire der Erwartungswert der
Distanz konstant und gleich A,

Das Resultat 13. zeigt, dass das Distanzverbot im 1. Falle eine zeitliche
Zunahme dieses Erwartungswertes bewirkt.

Dadurch wird die abstossende Tendenz, welche dem Diffusionsvorgang
durch das Verbot auferlegt wird, formelmassig erfasst.

Damit ist das Ziel der Untersuchung erreicht.

DT
T
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