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L. Crelier, (Bern-Biel).

Ueber einige wichtige Kurven des Kurbeltriebes.,
L.

Wir wissen, dass der Kurbeltrieb oder die Schubkurbel be-
stimmt 1st durch eme bewegliche Strecke A B von fester Grosse,
so dass die Rollbahn (A) von A eine Gerade und diejenige von
B e Kreis (B) ist, dessen Zentrum auf der Geraden liegt.

Wir kennen iibrigens auch die fundamentalen Kurven dieses
Svstems, wie das Rollbett, die rollende Kurve, die Rollbahnen
von Punkten der beweglichen Ebene und die Umhiillungskurven
der verschiedenen Geraden dieser gleichen Ebene.

Wir wollen in den folgenden Ausfithrungen eine gewisse
Zahl verimderlicher Figuren betrachten, die mit der Bewegung
der Koppel AB in Verbindung stehen und die geometrischen
Orte der charakteristischen Punkte dieser Figuren und ihre Eigen-
heiten studieren.

Wie wir zuerst sehen werden, bilden diese Kurven eine
Reihe schoner Beispiele fir das Studium der hohern Singularitiiten.

Im weitern fithrt uns das Bestimmen der Tangenten einmiger
dieser Kurven zu verschiedenen originellen und eleganten Kon-
Struktionen, wie auch zu einigen sehr beachtenswerten geome-
trischen Eigenartigkeiten.

~ Schliesslich fithrt uns diese Studie zu mehreren Resultaten,
dfe_ zu weitern Entwicklungen Anlass geben, wie wir in Form
cimger Beispiele anfithren, welche zeigen sollen, wie eine ein-
fache Frage der kinematischen Geometrie den Ausgangspunkt zu

l\'(?I‘SChledenen interessanten geometrischen Nachforschungen bilden
cann.

II.

Wenn AB — 1 die Koppel 1st und O B = R die Kurbel, so
beachten wir zuerst, dass OBA in allen Lagen einem andern Kurbel-
trieb OB"A entspricht, so dass OB’ == 1= R’ und BA =R =1';
OB’ set dann Kurbel und AB’ Koppel; OB’A ist zudem auf OA
und auf der gleichen Seite von OA symmetrisch zu OBA. (Fig. 1
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u. 2.) Wie wir einen Kurbeltrieb OBA oder OB’A rechts von Oy
haben, konnen wir auch emen solchen links davon annehmen.

Das Momentanzentrum von OBA liegt in C und dasjenige
von OB’A in €’/ und wenn R =1, so haben wir R" . I’, und wir
sagen, es seien zwel Hauptfille moglich R >1 und R (1.

Unter den veriinderlichen Figuren betrachten wir die Recht-
ecke OACC’” und OAC’C"", ferner das Rechteck BB'DE auf den
Diagonalen des erstern und endlich die Dreiecke ABI, OCII
und OCIIL. In diesen letztern ist OII | AB und OIIl | A B.
(Fig. 9, 10, 11 u. 12).

AB und A B sind zwei symmetrische Lagen der gleichen
Koppel.

Wir werden nun folgende Gebilde genauer studieren:

1. Den Ort der Punkte D auf der Diagonale OBC.
2. Den Ort der Punkte E auf der Diagonale AB'C".
3. Den Ort der Projektionen der Eckpunkte des Rechtecks

OACC’ auf die Diagonalen, das heisst den Ort von F, H, J
und K. (Fig. 3, 4, 5 u. 6).
4. Den Ort der Punkte F , H ,J und K,, wo OF — 2 OF,
C"H,=2C"H. AJ, =2 AJ und CK, = 2 CK sei.
Den Ort der Punkte M und M,, wenn C”M | OB’ und
C'"M, =2C"M.
6. Den Ort der Punkte I mit BI | AB und AI | Ox
7. Den Ort der Punkte II, mit OIl | AB und CII | OILL
8. Die Tangente in einem Punkte der rollenden Kurve.
9. Die Tangente in emnem Punkte des Rollbettes.
10. Die Tangente in einem Punkte der Kurve D.
11. Die verschiedenen Mechanismen oder kinematischen Systeme,
die aus den Tangentenkonstruktionen resuitieren.
12. Spezielle Sehnen der Rollbahn (@) von @ mit Aa = R auf
der Verlingerung der Koppel.

Unter den zu losenden Fragen sind die direkten und voll-
stiindigen Konstruktionen verschiedener Kurven von besonderer
Wichtigkeit.

Nur eine solche Konstruktion lisst eine sichere geometrische
Besprechung der Resultate zu.

Im allgemeinen haben wir jede Kurve fiir beide Fille,
R > 1 und R <~ 1 konstruiert.

Qt
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Die analytische Besprechung der einfachen Punkte soll hier-
auf gemiss der allgemeinen Theorie aufgestellt werden. Ueber-
all da, wo ein neues kinematisches System in ganzer oder teil-
weiser Bewegung der verinderlichen Figuren auftritt, 1st es sehr
emptehlenswert, die fundamentalen Kurven davon zu studieren.
Nur dann wird es moglich sein, die Theorie der verinderlichen
Figuren zu beherrschen und deren Eigenartigkeiten zu verstehen.

I11.

Rollbett. (Fig. 1 und 2.) Das Rollbett 1st der Ort der
Punkte C fir den Kurbeltrieb OBA.,
Die Gleichung des Rollbettes lautet:

(x¥ 7)) B R* - T l — 4R x! 1)
oder o (o 2 R) cos? ¢ 4 R _I®—o0
Wenn | > R, so haben wir zwel Asymptoten. (Fig. 2.)
x=-+4 VI - R’
Im 1. Fall R > 1 haben wir keine Asymptoten. (Fig. 1.) Die
Polargleichung kann auch folgendermassen geschrieben werden:

o= TR+ \/l_ — o A, TRy 102,

cos*( ©cos g’
< ¢ = AOB = OAB’; <] w = OAB = AOB'.

Gibt man sich Rechenschatt aber das Zeichen des Winkels,

’ . COS
50 kann ¢ immer durch den Ausdruck ¢ =R J-1-—— darge-

cos (f
stellt werden.

Im Falle R > 1 sind die Punkte des Kreises mit dem Radius
R dic Mittelpunkte der Sehnen CG, des Rollbettes, welche auf
der gleichen Hiilfte durch irgend einen beliebigen Radiusvector
bestimmt werden. (Fig. 1.)

o Im Falle R < 1 sind die Punkte des gleichen Kreises die
Mittelpunkte der Sehnen CC, auf einem beliebigen Strahle, aber

zwischen einem fussern Aste der einen und dem innern Aste der
andern Seite. (Fig. 2.)

') Siehe: Literaturverzeichnis.



Fig. 1. Kurven C, D, I mit R > L.

1V.

Kurve D. Wir haben die Kurbel OB und die Koppel AB
und fillen ein Perpendikel vom Punkte B’ auf die x-Axe,
welches die Kurbel OB schneidet.

Der Schnittpunkt wird mit D bezeichnet (Fig. 1 und 2).
Die betreffende Kurve ist der Ort der Punkte D. IThre Gleichung
heisst:

(0= 1) (¢ )+ Ry =0 3

- 1 COS

oder B =———

Cos 1p

Wenn R > 1, ist die Kurve eine zweiblitterige Rosen-

kurve, und wenn R <~ 1, sind 2 Asymptoten vorhanden, mit den
Gleichungen x = |- Ve R

Jedem Punkte D der betrachteten Kurve entsprechen zwei

Punkte der Kurve C, einer durch Addition, der andere durch

Subtraktion der Konstanten R. Unter diesen Bedingungen hat

die Gleichung des Ortes der Punkte C als Konchoide des Ortes
der Punkte D folgende Form:

o' = o0 + R, oder einfacher Weise ¢ =9 4 R

V.
Kurve E. Die 3 Punkte B, B’ und D bestimmen mit dem
4. Punkte E ein Rechteck. Die neue Kurve ist der Ort der
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Punkte E (Fig. 1 und 2). Es seien x und y die Koordinaten

von K, dann ist:
2 92 .

: gl v 3 1" — R sin’p .

}r_) e L).[) Sin ([ = - e [__ Sln_f[‘

COS=¢q

X =R cosg

Fig. 2. Kurven C, D, E mit R < L.

y'=—- 3\? e — —ﬁf--—-: — 1'~(R‘-—\:“)J (R"—x)
R® o )
oder X yj o “‘-‘ e [ e x-’)J (R' _x?) =

So lautet dje gesuchte Gleichung. Daraus folgt:
0° cos? @ (p* — 2R’ -+ 12) o R’ (Rz - 12) =0
\Velm R 1, so haben wir:

¥ o [_x'-’ — (R* — l‘)' (R* — xj)- Somit mtissen wir haben

- R <
.

X ~ R und

—\VR*— PP>x> VR — I

Der Wert von x liegt also zwischen den beiden Werten

von — B big = \R" — 12 und -}- \‘/ R'"; oy I bis R.
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Die Kurve setzt sich also aus 2 ovalen in Bezug auf die
x-Axe symmetrischen Teilen zusammen. (Fig. 1.)

Wenn R < I, haben wir
SO Gt 2 2] (2 2 oy
Y =3 [P — R* 4 x*] (R° — x°). Der erste Faktor ist immer
positiv. Beim andern miissen wir folgendes haben: — R <7 x <~
-+ R; x muss man sich daher zwischen — R und -+ R vor-
stellen und fiir x = 0 1st die Axe eine doppelte Asymptote. Die
Koordinatenaxen sind ebenfalls zwei Symmetrieaxen. (Fig. 2.)

Bemerkung. Wenn wir von einem System OBA ausgehen
mit R > 1, so gibt uns das System OB’A, das ans erste System
gebunden 1st, seinerseits ein Rollbett, eine Kurve D und eine
Kurve E; es sind dies die zweiten Fille des Vorausgehenden.
Man kann sie durch die niémlichen Gleichungen darstellen, in
denen R <71 sein wird oder die urspriinglichen Werte von R
und 1 behalten und sie dann vertauschen und ¢ durch o ersetzen
und umgekehrt.

Die betreffenden Kurven konnen wir folgenderweise zu-
sammenstellen:

Kuarve C: 1. (x* +¥°) (x*4+ R*—TF) =4R’x".
cos @
2. g =B oS
Kurve C': 1. (x* +¥°) (x° P —-R)=41x"
2. 0=1+R oSy
cos
Kurve D: 1. (x> +7) &* =) + Ry’ =0.
2 o1 oS
cos

Kurve D': 1. (x* +v) (x* —-RY) I y' =0.

CoS ¢

9 g

== s
Kurve E: 1. x° y2 — (12 — R° - ‘;)) (R® — xg) — 0.

2 o’cos’@ (0 — 2R+ V) +R (R - I)=0
Kurve E': 1. x2y2 - (R2 oo I -+ x%) (12 — }'_2) s

2, o’cos’ O (g —2F +R) P (I° — R) =0.
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Die 6 Kurven haben wir fir jeden Fall R -1 oder R < 1.
Die 1. Figur enthilt sie fir R =~ 1 und die 2. fir R < 1. Wie
gesagt worden ist, bildet die Kurve C’ der ersten Figur die
Kurve C der andern und umgekehrt und dasselbe haben wir
mit den Kurven D und D’ und dann mit den Kurven E
und E’.

IV,

Kurve F. Der Punkt F ist der Fusspunkt der Normalen,

die vom Ursprung auf die Diagonale AB’ gefillt wird. Die be-

Fig. 3. Kurven F u K mit R > 1

trachtete Kurve ist daher die Fusspunktskurve der Umhillungs-
kurve dieser Diagonale inbezug auf den Ursprung. (Fig. 3 und 4.)
Wir kénnen die Gleichung des Ortes der Punkte F in Polar-
koordinaten suchen und wir haben
0 = OF = OB’ sin (v 4 ¢) = 1 sin (v - ¢)

= I sin wcos¢ + lsing cos w = sin ¢ VI' — R sing - R sin ¢ cos .

Das Argument @ heisst auch

G =90°— ¢
d. h.: 0= cos ®VI> — R*cos’ ©® + R sin @ cos 6.
oder: (0 — R sin @ cos @)° = cos’ @ (I° — R cos” G).

Man kann kiirzen:
g", — 2R g sin @ cos & — (I’ — R*) cos" @ = 0.
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Diese Gleichung 1st die gesuchte Gleichung: in orthogo-
nalen Koordinaten heisst sie:

(3}

[+ ¥ = — B < = 4 R (37 ).
Die Gleichung ist vom 8. Grade. Die Koordinatenaxen sind

Symmetrieaxen.
Der Ursprung ist ein vierfacher Punkt und die y-Axe ist
eine vierfache Tangente in diesem Punkte.

Fig. 4. Kurven I u. K mit R <L

Im iibrigen sind die Punkte (Jr VIE— R‘"" O)u.(—— VIE - R".0)
Doppelpunkte der Kurve, Wenn R <~ list, werden diese Doppel-
punkte der Kurve imaginir.

Fiir den Fall R =1, bleibt uns: (x* |- v ) =4R*x’y’, d.h
die Gleichung der vierblittrigen Rosenkurve oder  Vierblatt®,
die mit den Astroiden verwandt ist.?)

Der Ort der Punkte F ist daher eine Verallgemeine-
rung des ,Vierblattes“. Wir konnen bemerken, dass vom
geometrischen Gesichtspunkt aus betrachtet, die betrachtete
Kurve sich auf zwer Bewegungen des Kurbeltriebes bezieht, mit
gemeinsamem Zentram in O und symmetrischer Lage inbezug

auf dasselbe.
Das System OBA ergibt nur eine Hiltte der Kurve.
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VIL
Kurve H. (Fig. 5 u. 6). ks sei C der 4. Eckpunkt eines
Rechteckes OACC” und OC eine Diagonale.
Fillen wir C”" H | auf OC, so sei H der Fusspunkt des
Perpendikels von G auf OC.
Es seien nun x und v die Koordinaten von H und x" und y’
diejenigen von C: dann haben wir:

Fig. 5. Kurven J u. H mit R > 1.

Xy
}T

X i v ny

X" -} v' = OH® =yy’; woraus y/ =

2 3

r X (X "}“ vV )

; , woraus X sl D A

Indem wir diese Werte in die Gleichung fir C einfihren,
erhalten wir nach Vereinfachungen:

| (¢ by (R =)y | =4 R P (5 ). Bs st

also die Gleichung ftir den Ort der Punkte H. In Polarkoordi-
naten werden wir folgendes haben:

) 2 2 2y oo ¢ .
ot cos’p— (T —R)sin” p = -2 Rosin“p cos” ¢
2 2 . 2 2 2 ¥y - 4 :
oder: o cos ¢ -2 Roesin g cos ¢ — (P — R sin* g ==0
; SR PRI T DO D T T B & L S
d: & t Rsin'g cos™q 4 VR st cos'y - (I* — R?) sin'y cos™y

==

Cos“ep
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. 2 ]
=M Pl 4 Reosip VI —BE sin® o L.
o8 rpltRbOStp g i VI* — R® sin ([]
Wir konnen auch den Wert fiir ¢ direkt aus x und y ab-
leiten:

2

o =yy =gasmg- A tyeg

Man hat aber: 1’ = gsinw -+ Reosgp=Rcosg VI’ —R’sin’¢
d. f.: Sin'-’ ¢ \/12 - R‘_’ S{n‘:g'

« 2
o=R sin” 5
¢+ COS ¢ s

J

AN S
(NG
]

Fig. 6. Kurven J u. H mit R << L

Die Vorzeichen beider Resultate (1.) und (2.) stimmen iiber-
ein; man hat nur die Vorzeichen der Winkel zu beriicksichtigen.
Die Kurve ist von 12. Ordnung, das niedrigste Glied vom
8. Grade, d. h. (R* —1?)? —y* =0.
Zusammenfassend ergibt eine geometrische Besprechung
folgende Bemerkungen:
1. Der Ursprung ist ein vielfacher Punkt 8. Ordnung.
2. Er besteht aus 4 symmetrischen Riickkehrpunkten mit der
x-Axe als Rickkehrtangente,

3. Mit R => 1 hat die Kurve keine reellen Asymptoten. (Siehe
Fig. 5))



S | .
4. Mit R — 1sind die Geraden x — |-V R® — I doppelte Asym-
toten. (Siehe Fig. 6.)

VIIL

Kurve J. (Fig. 5 u. 6.) Der Punkt J se1 der Fusspunkt
des Perpendikels vom Eckpunkt A des Rechteckes OACC’" aut
die Diagonale OC.

Wir haben:

VIP —R'sin"gp i [R 4y l_'é_:ﬁ';’gi}'_}f

cos'g COS ¢

0, =¢.—o¢g—R+

— g, cos’p =R cos?¢ - cos ¢ V12— R®sin® ,[
d. h. (o— Reos®y) = cos’ (I — R?sin’ ¢)
In orthogonalen Koordinaten erhalten wir nach Verein-
fachungen:
[(Xz + yg)‘_’ + (Rz - 12) xz]' — 4R (Xe 4 ye)
Wir konnen diese Gleichung auch direkt aus derjenigen
von O ableiten.

Wir setzen: C (x/, y") und J(x, y); dann ist:
! T’ , X yf
—=-—und X' == ; ferner:
X y
!
xy — Xy
vy’ = x (x' — Xx) —_:( Y_;___}_) - X, woraus:

Yot e und & E Y
o 2 v =1 4
y =3 (x —|-y)und\ .
Eingefithrt in die Gleichung von C und vereinfacht, er-
halten wir:

[y + @ — 1) <] = 4R x (¢4 y)

Wir finden folgende geometrischen Eigenheiten:

. Die Koordinatenaxen sind die Symmetrieaxen,

. Die Kurve ist von 8. Ordnung und der Ursprung ist ein
vierfacher Punkt.

3. Die andern Schnittpunkte mit der x-Axe sind bestimmt
durch x=R +1 und x=—R 41

4. Die Kurve hat in der Unendlichkeit keine reellen Punkte.

DD =
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5. Fir R <71 haben wir 4 Kurveniiste, die im Ursprung tangieren
und die y-Axe als gemeinschaftliche Tangente haben.

6. Fir R 1 ist der Ursprung ein isolierter Punkt und die
Kurve setzt sich aus 2 geschlossenen Aesten zusammen,
die getrennt und symmetrisch inbezug auf die v-Axe sind

IX.

Kurve K. (Iig. 3 u. 4.) Der Punkt K ist der Fusspunkt
des Perpendikels von C auf die Diagonale AB’. Der Ort der
Punkte K 1st die gesuchte Kurve.

. + . ; N
Wir setzen: K(x,¥); C(x0 ¥o)i F (X ¥p) und wir haben:
L 92 B}
e e Sy Y
N T R T A T T T A T
Kon .M
3 )} >
X* 2 %
R AR Lo
Yy =7Y¢ Yp® ——— —yp= — fmrner
Yr Yr
L2 S
Sy 3 s w8 we §
Xp=x"y 7 und y.=x%y

Eingefithrt in die Gleichung von If, erhalten wir:

::=1I{3xl(xi fyi)

W

)2+-1%f~—19

v

Lx?; (x':: +v

Vom geometrischen Gesichtspunkte aus betrachtet, finden
wir: die Koordinatenaxen sind auch die Symmetrieaxen, die
Kurve hat 4 Doppelpunkte auf der x-Axe, sie sind bestimint
durch x = | (R +41) und x= | (1 — R); es sind eintache
Riickkehrpunkte.

Fir R =1 sind die Geraden x = | VI R? doppelte
Asymptoten, die den Riickkehrpunkten zweiter Ordnung ent-
sprechen.

Fir R =1 sind diese Asymtoten imaginir und die Kurve
setzt sich aus 2 geschlossenen Aesten zusammen, die inbezug auf
die y-Axe symmetrisch liegen.

X.
Grenziille der Kurven F, H, J und K.

1. Wir haben schon bemerkt, dass der Grenzfall der Kurve F,
| = R, ein Vierblatt ist.
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o o3 D) 9 9 . . 5
(x* ' y) =4 R x y. Die Kurveniiste liegen sym-
metrisch zwischen den Koordinatenaxen.
2. Der Grenzfall von H gibt: R =1 und

3

(x* 4 _\'2) — 4 R’ ‘\'1 oder
o =2R s’ o
Es 1st dies die Doppeleilinie von Minger.*)
Die Kurve wird von der y-Axe symmetrisch geschnitten.
Die Kurve J gibt einen analogen Grenzfall:

(4 ¥ = LR

oder 0 =2 R cos® w.
Es ist dies die gleiche Kurve, aber diesmal durch die x-Axe
geschnitten.

3. Der Grenzfall der Kurve K ist eine regulire Astroide mit
dem Parameter 2 R:

) 9

X3 4 y3 = (2 R)

[ro

XI.
Andere Bemerkungen iiber die Kurven F, H, J und K.
Die Vektoren haben ergeben:
0, = 0,81N W COS O] 0q = 0oSIN° ©; 9, = @,C€08” ©,
Wir konnen ebenfalls das Argument » in bezug auf den
Vektor von K ableiten:
Xg = OJ cos g = g, cos® g cos ¢
y = OHsing = ¢ sin*g .sing
Yk L sin” 4

tgy = — == — =tgd
g7 . 0, cos” ¢ g q

i

1
tg y = tg® ¢ oder tgq — tgg;/.
Die Koordinaten des laufenden Punktes jeder Kurve kinnen
abgeleitet werden von denjenigen des korrespondierenden Punktes
von irgend einer andern unter ihnen.

Aus den schon abgeleiteten Resultaten lisst sich folgende
Tabelle zusammenstellen:



C I H J K
xy? | x°y | xy?,| y® x3 Xy x3 y
x % 0 D ) ‘i B
y Xy Xy Ry X P Y  y E x y x  y  x y
. _ |
x2+y? | x4 y? X2 v? | o %2
- | X ¥ X . Y
% Yy Y X X b
x(x2+y?) x*+y° x? x*? x3 %8 1
‘ ")‘ 77| 777,. A\ T x y | ) 4 | \/
y? 3 v y | vy
X2+ v? y(x2+y?)] y? y2 y y3
S A S X % ==
X . X ) X x2 | y - x?
2 2 ‘ 2 2 |
= ; | a 1 2 2 1 1 2 4 1
X34 vd | X €+ ‘vi s = ol = %
i — 1Py RPyRlxty? oy ] ox [xBYR) x|y
Xl'y y:‘g I |

Bemerkung: Im Rechteck OAC’C’"" kinnen wir eben-
talls 4 analoge Kurven aufstellen, nimlich je die zweiten Fille
der vorangehenden. Thre Gleichungen kann man direkt auf-
stellen, indem man OB’" = 1 und B’A = R einsetzt oder 1n-
dem man 1n den ersten Gleichungen R und 1 vertauscht und
¢ durch o ersetzt.

Die neue Kurve F beispielsweise ist die Fusspunktkurve
der Umhillungskurve der Koppel inbezug aut den Ursprung,
well man den Ursprung auf AB projiziert.

Die neuen Kurven werden wir als Kurven von F’, H', J’
und K’ bezeichnen; ihre Gleichungen liefern mit den vorher-
gehenden die folgende Zusammenstellung:

Kurve F: [(Xj +vy) —@C —R) Xz]—: 4 R*x" v (x* Ly

2. 0°—2Rpsin @cos @ — (I° —R’) cos” @ = 0

Kurve F’': [(X2 T yﬁ) —(R*—T) XB]“ —4Tx° )’2 (x> 4 }'3)

2. ¢ — 21gsin @ cos @ — (R* — I’) cos” @ = (

~

| —

.



Kurve H:

Kurve H':

Kurve J:

Kurve J':

Kurve K:

Kurve K’:

Lo

S e R VR S U

o 2 R 2 2 2\ . 4
.0 cos w1 2Rpsin” weos” w— (" —R%)sin' w=0

;X‘: + (X‘z _i_ yz)‘-’ + (12 __Rz) yJ]‘ — 4 P& y| (XQ_{_Y‘_’)
0?cos?q |- 2l gsin? ¢ cos?p — (R*—1%) sint ¢ — 0
[+ ) + ® -0 =R+ ¥
(o — R cos” ¢)* = cos” ¢ (I' — R?sin” ¢p)

| <2 + yz + (12 o RE)X;) I— e 12 4 (X'z _+_ yz)

(o — 1 cos? u) = cos’ w (R* — I sin” w)

2

&

2( 3 L y3 ) —}—R“-—]‘] ~4R“\§ (*{‘ kyj)

a (e )

9 2

_{_\5)+1‘ RQ—|:4I"X§(A +y°

9

OV‘ (R

»||;

X1,

Die Kurven F,. I, J.. K. Tragen wir nun OF = 2 OF;
C""H; AJ, =2 AJ und CK, = 2CK ab, so wird der
Ort der Punkte F, H,J, und K die Kurven bilden, die wir
niher betrachten wollen.

C'H, =2

Fiir die erste Awrve haben wir:

By == ) op = 2 0¢ SIN ¢ COS (f

0p, = 2 R sin ¢ cos¢ -+ sing \/4 > —4 R?sing

Es ist die gleiche Kurve wie der Ort der Punkte F. Der
fundamentale Kurbeltrieb aber ist von doppelter Dimension. Die
Kurbel ist =— 2 R und die Koppel = 2 1. In orthogonalen Koordi-
naten lautet die Gleichung:

[+ ) —4 (B —B) | = 16 R*x"y* (4 )
Die 2. Kurve gibt uns:

QH1 = yc; H ist so gelegen, dass

/

— ¢ und \()H —f)f — 2¢

-

w\;;
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7T 3

(;) == 27[’ ST E **l'* 2 (f‘ o 72* + 2 (’(‘

cos® ¢ — sIn® ¢ = sin (9

s / ) ﬁ*j -
sinp— - \/14_:25_111 @ und cos ¢ = | \J 1 -4 ;u 3;:

-

Daraus folgt:

B ( 51 e | ] — SN ())\ /T— sin
o, = @S g =+ \R- \/ 1 Jr sin (& ) \ B

Die Gleichung in orthogonalen Koordinaten wiirde man
durch direkte Transformation erhalten oder davon ausgehend,
dass:

o , .9 _
Ky = 2xy und y, = < Vu Yo
v 1 =)
oder Xg = 5 ¥g
y — i (VH *I X_ + f )
W g \'H

Es wirde dann geniigen, diese Werte in die Gleichung fiir
den Ort der Punkte H einzusetzen.
Die Entwicklung dieser letzten Kurve, sowie auch deren
geometrische Besprechung bildet ein Uebungsbeispiel.
Uebungen. 1. Es sei die Gleichung des Ortes der Punkte H,
in orthogonalen Koordinaten auf die 2 angegebenen Arten ab-
zuleiten.
2. Es sei die Kurve fir die beiden Falle R > 1 und R < |
zu konstruieren,
3. Geometrische Besprechung von Ursprung, Schnittpunkte
mit den Axen und Asymptoten.
Die 3. Kurve 1st der Ort der Punkte J,.
Das entsprechende Argument 6 = 2 ¢ gibt;
cos” ¢ —— sin® ¢ = cos ()

’iﬁifco_s_ 2]
cos ¢ = | — daraus folgt:

2 1” — R'3 (1 — cos ()> 1 + (()s(—)
_+ R+\/ 1 -fcos O /




Die Gleichung m ecartesischen Koordinaten kann wie vor-

her auf 2 Arten gefunden werden, entweder durch direkte Trans-
formation oder durch:

=92y {, — X, — { . — X — 9x. — X
Ya, y, und X5 =Xg 2 (X — X;) = 2X; — X
Uebungen :

1. Es sel nach den 2 angegebenen Methoden die Gleichung des
Ortes der Punkte J, in orthogonalen Koordinaten abzu-
leiten.

2. Es sei die Kurve J| fir die 2 Fille R > 1 und R <1 zu
konstruieren.

3. Geometrische Diskussion iiber Ursprung, Schnittpunkte mit
den Axen und Asymptoten.

Die 4. Kurve, der Ort der Punkte K, gibt:
OK, | CK, und
Pg, = 8¢ 'CO8 2¢
Das entsprechende Argument: @ =27z — ¢
sin @ = — sing und cos @ = cos ¢
Die Polargleichung heisst dann:
2 R
0k, = (R —+ \/1 C(i (zm Q) (cos? @ — sin? O)
Man erhilt die Gleichung in carthesischen Koordinaten
durch direkte Transformation oder durch folgende Beziehungen:

e, = 2 xg — X; und Iy = 2¥g — Yo

Die Gleichung, die etwas einfacher 1st, als die vorhergehende,
lautet: i
[(x2 - y‘s)z (13_ RZ) - (Xz N y‘z)] 4R (x') . yg) (x2 + yz)
Uebungen :
1. Ableitung der vorstehenden Gleichung durch die ange-
gebenen Substitutionen.
2. Konstruktion der Kurve K, fir die 2 Falle.
3. Geometrische Besprechung des Ursprunges, der Schnitt-
punkte mit den Axen und der Asymptoten.

XIII.

Kurven M und M. (Fig. 7 u. 8). Wenn wir vom Eckpunkt
(" des Rechteckes OACC’" ein Perpendikel auf die Diagonale
OC’ des Rechteckes OAC’C’’" fillen, so finden wir M auf OC’

2
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und OM;; mit OM = 2 OM auf der Velldngemng dieses Per-
pendikels.

J

Fig. 7. Kurven M u. M; mit R > L
Die Pohrglelchung von M gibt uns:

2'— ORI == Yoy Y(:_QSH“U Ye

Yo = 0g sing = % . sin , Woraus:
1 1cos w ) |
_ I g
0 —=op, — sin?w =R - ——sIn® w
¢= %R - cosp /| R

12 Sm‘ w COS w

l SII]“ w —{— e
\/R ——1 SIn @

o ist das Argument von M; daraus folgt:

. 9 . e o .
(0 — Isinw) (R® — PPsin’ w) =1* sin’ @ cos” w.



So lautet die Polargleichung von M. Man kann sie auch
folgendermassen schreiben:

olo — 21sin’ 0) (R — I’ sin® ) = I’ sin* w (I° — R)
In orthogonalen Koordinaten erhalten wir:
9(03 . 2 1 y‘_’) (R:) 0'3. o 12 y2) _ 12 y»L (13 . R?)
[94 (Rﬁ 02 P }’2,) P )’4 (12 RQ)]“: 4 92 2 }’4 (Rzgz _ P yz)z
oder

(T[R9 — Py = Py 0 — R =42y 2 )

Fig. 8. Kurven M. u. Mi mit R < L.

Die Kurve ist von 12. Ordnung und der Ursprung ein viel-
facher Punkt 8. Ordnung. Die Koordinatenaxen sind Symmetrie-
axen. Die x-Axe ist eine vierfache Tangente.



90 —

Die Kurve hat keine andern reellen Schnittpunkte mit der
x-Axe.

Im Falle R > 1 sind die Punkte y = -+ 1 der y-Axe doppelte
Punkte der Kurve und die Kurve gleicht 4 geschlossenen Ovalen,
die im Ursprung tangieren. (Fig, 7.)

Mit R <1 (Fig. 8) sind die Schnittpunkte mit der y-Axe ima-

giniir und die Kurve lisst die beiden Geraden y =+ (\/ 19 s Rg) X
als doppelte Asymptoten zu.

Wenn wir nur den urspriinglichen Kurbeltrieb betrachten,
so erhillt man die Kurve des 2. Falles (Fig. 7) auch durch Pro-
jektion von C'"’ auf die Diagonale OC.

Ihre Gleichung wiirde man erhalten durch Austauschen von
1 gegen R und umgekehrt in den vorangehenden Gleichungen.
Betrachten wir nun die Kurve M,. Wir haben:

ey — Yo = € sin ¢
Das Argument ist: @ = %_27,, -+ 2w und wir haben:
. 1—sin® 1 I sin®G
sinw = 4 \/—5 und cos w = | — 9

Daraus ergibt sich:

lcosw \ lsinw cos ] sin »
e (B - ) — (R. ) :
2ty ( b cos ¢ R T Ve — l sin” R

1-4 sin@ ) /1 — sin®
Jr\/2R—l 1-——-511'1(9)/\/ 2

Die Glelchung in orthogonalen Koordinaten kann gleich
wie bei den Kurven H,, J und K, behandelt werden und wie
vorher konnen wir folgende Uebungen anschliessen:

Uebungen :

1. Konstruktion der Kurve M, in 2 Fillen.

2. Geometrische Diskussion tber Ursprung, Schnittpunkte mit
den Axen und Asymptoten der Kurve.

Bemerkung: Die gleichen Kurven F, H, J,, K,, M und
M, konnen auf gleiche Weise wie vorher mit dem Rechteck
OAC’'C""" erhalten werden.
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XIV.
Kurve L. (Fig. 9 u. 10.) Diese Kurve ist der Ort der Punkte
I, die man erbilt, indem man vom Endpunkte B der Kurbel auf
die Koppel ein Perpendikel errichtet und verlingert bis zum
Schnittpunkt mit der Normalen von (A) in A.

l\\ ] if
‘ R — s c'
- = = g
. e o CY A ~
i ——f 1 : —
> ) I~ "’4* X 7 C
/1| 1Ry v
B C‘t«'J" \ pan ;
~ 4 » ﬂ
™~ . ,LVKF- -— =3 / \
X , T A
{\ 1 [ \\ | |/ AT~
L SR, >+... A1\ - Lo
VNP ’
7 |
/ T

Fig. 9. Kurven I, F/ u. Il mit > L.

Wir bezeichnen die Koordinaten von I mit x und y und
diejenigen des Momentanzentrums C mit x, und y,. Wir haben:

1 12

x =X, und y = — _=
sin @ R sin ¢

Y(,' "
————, so erhilt man:

da aber sin ="
Vg -+ yi

0 T . 9
1° \/x3 + Yo 2.2 2 172 9
Y= py S und Ry y, = 1" (x° | ve)

Ye
1»1 \.‘3
ys =—5— ferner x,=x

Ry —1



Man setzt diese letztern Werte in die Gleichung des Roll-
bettes, welches der Ort der Punkte C ist, ein und man erhilt:
y2 (X-_’ - R 12)2 — 4y (R'z y-: o 14)

Die Kurve 1st von 6. Ordnung; die Koordinatenaxen sind
die Symmetrieaxen. Der Ursprung ist ein isolierter Punkt.
Ferner hat man:

—R—-1<x< —R-1

R —1<x <R -} 1 Man hat ferner 4 Asymptoten:
x =+ (R 4+ 1) und

x =4+ (R — 1.

Fig. 10. Kurven I, F/ u. IL mit R < L.

Die Polargleichung der Kurve heisst:

(¢ cos™ v o B2 o 12)2 sin” Y == cos Y (R (’2 sin” w —1)
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XV.

Kurven IT und II. Wir haben die 2 Punkte C und C,
der Kurve C gehabt, die bei jeder beliebigen Lage der Kurbel
gleich weit vom Kndpunkte B derselben entfernt sind. (Fig. 11
u. 12))

Projizieren wir diese beiden Punkte auf die Normale OF’
der Koppel (OF" __ AB), so erhalten wir die Punkte II und III
und die gesuchten Kurven bilden den geometrischen Ort dieser
Punkte I und III. (Fig. 9, 10, 11 u. 12))

\
\
N\
\\
N
% N
/_ \
L1 U\‘
N 7
/
W~
/
7
/s
K
P e \\J

Fig. 11. Kurven F/ u. IIl mit R > 1.

Wir haben: ¢ = OIl = COsin (v -+ ¢)
= (R 4 cosw) sin (0 ¥)
Das beziigliche Argument von ¢ ist ® = 90 — w: daraus

folgt:
coSs

e (R + 1 cos @ ) (sinw cos g | sing cos w)
sin o cos” o
VR — Psin’
cos” @ (R* — 17 cos” (9)2

R® — Peos’ @
Das ist die Polargleichung des Ortes der Punkte II.

= sIn w \/R2 ;iﬁgﬁé o 4 21sinw cos w -}

(o0 — 21sin @ cos @)° —



Die Gleichung in orthogonalen Koordinaten bietet nichts
von besonderem Interesse.
Die geometrische Diskussion der Kurve zeigt uns:
1. Die Koordinatenaxen sind Symmetrieaxen.

Der Ursprung ist ein vierfacher Punkt der Kurve.

3. Die y-Axe ist eine 4-fache Tangente der Kurve. Fiir R > 1
ist sie viermal einfache Tangente und fir R <1 1st sie
viermal Kriimmungstangente.

4, Fir R <1 verschwinden diese doppelten Punkte, aber die
Kurve liasst folgende Geraden zu:

o

A
C
e
e Yool 1‘
\ / ’ l
\\\\ %7/'/l/B i
A N |
pys
: A
| //
Ex(‘/ﬁ/ \[
A
/ \
\_

Fig. 12, Kurven F’ u. IIL. mit R < L

YL 2 npre

Y=’+V/“§R— - % und Yz—\/l—R—R %

als doppelte Asymptoten. Die Asymptoten stehen senk-

recht zu den Liagen von AB, fir welche B auf der y-Axe

und das Momentanzentrum C im Unendlichen liegt.

Betrachten wir nun die Kurve III niher (Fig. 11 u. 12),
so finden wir, dass sie bedeutend einfacher ist, dass sie aber
andere nicht weniger wichtige Eigenschaften aufweist. Wir haben
zuerst:

0 = 0C, sin (v + ¢) = (R L ‘”) sin (0 -+ ¢)

cos ¢

/




1 cos w . .
o= (R — SINn w COS ¢ }- sin ¢ cos w
¢ ( e ) ( ¢ -+ sing )

; : 12 sin w cos® w
. 2 2 = 2 0 {
—— sIn © \/R — I"sin”w —

2 ? 2
\/R — I'sin"w

sin w (R — ’sin® w — I’ cos® w) _ sino (R*— 1)

()::

VR — Tsin’ 0 VR® — Psin®w

olar = cos‘: G (1}“ — 1)
R — IPcos’ @

In orthogonalen Koordinaten haben wir:

(4 y) [R + ¥) — P = (B - P) &

Die Kurve ist vom 4. Grade. Die Koordinatenaxen sind
Symmetrieaxen; der Ursprung ist ein Doppelpunkt und die y-Axe
ist eine doppelte Tangente. Infolge der Symmetrie setzt sich
der Doppelpunkt aus zwel entgegengesetzten Riickkehrpunkten
zZusammen.

Im Falle R =1 besitzt die Kurve zwei einfache und sym-
metrische Schnittpunkte auf der x-Axe, mit

x— 4 VRI_ P

Der Ursprung ist der Berithrungspunkt zweier geschlossenen,
symmetrischen Kurveniste. '
Im Falle R <1 sind die andern Schnittpunkte mit der
x-Axe imaginir und die Kurve lisst zwel einfache Asymptoten zu:
y:4_\/lg—*R2 \/IB_R:)
R

% Ul Ve lo 7 5

R

Diese Geraden sind die gleichen wie im vorangehenden
Falle. Der Ursprung wird durch zwei Inflexionspunkte gebildet,
die beide die y-Axe als Inflexionstangente zulassen.

Betrachten wir nun (Fig. 11) zwei Punkte C und C, des
Rollbettes, die auf dem gleichen Strahle liegen und suchen wir
die Lage von zwei korrespondierenden Punkten III und III,.

Die Koppeln AB und A B sind symmetrisch, folglich werden
die Normalen dieser Richtungen symmetrisch sein inbezug auf



die x-Axe. Es seien ferner die beziiglichen Winkel der Koppeln

BAO —=BAA — w, dann haben wir:
BC — 7 — Icos o
oS (
OIIT — (R -+ 2) cos (EL — o4 .,) — (R + Ysin (v — ¢)
OIIL, = (R — 2) cos ( " —u— (p) — (R — 2)sin (0 + ¢)
daraus folgt: OIIT = — OIII.

Da wir nur die absoluten Werte der Vektoren betrachten,
und da wir wissen, dass sie ferner symmetrische Argumente bilden,
konnen wir daraus schliessen, dass die Punkte III und III
symmetrische Punkte seien.

Einen iahnlichen Schluss konnen wir im Falle R < | ziehen
und wir finden auf symmetrischen Strahlen zwel symmetrische
Punkte inbezug auf den Ursprung.

Unter diesen Bedingungen wird die Kurve IIT die totale
Bewegung der Koppeln, die symmetrisch auf jeder Seite der
yv-Axe liegen, doppelt durchlaufen. Mit R ~>1 erzeugt die voll-
stiindige Bewegung der Koppel rechts zweimal die rechte Seite
der Kurve; mit R <7 1 erzeugt die gleiche Bewegung die
zwel Aeste der Kurve aber nur einmal; wenn wir die Koppel
links haben, so erzeugt sie dieselben noch einmal. Im ersten
Falle durchliuft die linksstehende Koppel zweimal die linke Seite
der Kurve.

XVIL

Tangenten: Wir wissen, dass die rollende Kurve des be-
trachteten Kurbeltriebes eine Konchoide eines Kegelschnittes ist,
inbezug auf einen Brennpunkt dieses letztern; die Konstante R
der Konchoide ist gleich der halben Axe a derselben.”” Die
Rollende ist die Kurve von Jerabek®. Es sei C der Kegelschnitt:
die Brennpunkte sind F, und F, und das Zentrum 0. * Wir be-
zeichnen die rollende Kurve mit K, (Fig. 13). Es ist eine Kon-
choide von C inbezug auf F,.

Wenn wir die Tangente in einem beliebigen Punkte M von
K, bestimmen wollen, so ziehen wir F, M bis a’ auf dem Leit-
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kreis von C inbezug auf F,. In der Mitte von o’ F errichten
wir ein Perpendikel, welches @ gibt und die Tangente in « ist.

Fig. 13. Tangente der rollenden Kurve,

Ein Perpendikel zu dieser Tangente in a liefert die Nor-
male von C. Sie schneidet die durch F, gehende Senkrechte
von MF, in J. J ist dann das Momentanzentrum des Mechanis-
mus, welcher aus der um F, drehbaren Geraden MF, besteht,
und wovon ein bestimmter Punkt @ der Geraden MF, den Kegel-
schnitt C beschreibt. Die Bahn von M, mit «M = R == konstant,
ist die rollende Kurve des urspriinglichen Kurbeltriebes. JM ist
ihre Normale von M und das betreffende korrespondierende
Perpendikel in M ist die gesuchte Tangente.

Wenn wir von K, ausgehen, ohne dass wir C kennen, so
suchen wir zuerst die konstante R mit Ob | OM und b auf
F.M. F,b stellt R dar.) Wir konnen ferner o’ auf dem Leit-
kreise bestimmen mit F_ga’ = 2 R. Man erhilt dann a des Kegel-
schnittes, dann J und endlich die Tangente in M.

Der betrachtete Mechanismus, der durch eine Gerade,
welche sich um F, dreht, gebildet wird, wihrend ein bestimmter
Punkt dieser Geraden auf einem Kegelschnitte gleitet, kann zu
folgenden Uebungen fiihren.
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1. Es sei das betreffende Rollbett graphisch und analytisch zu
bestimmen.

2. Es se1 davon die rollende Kurve zu bestimmen.

3. Es sei die Umhuallungskurve einer Parallelen oder einer
Senkrechten der beweglichen Geraden zu bestimmen.

Aus dem Vorangehenden konnen wir die Konstruktion der
Tangente in einem Punkte des Rollbettes des Kurbeltriebes OBA
ableiten. Wir suchen die Tangente des Rollbettes fiir den Punkt
C (Fig. 14). Wir wissen, dass das Rollbett und die Rollende
in jedem Punkte C eine gemeinschaftliche Tangente besitzen
und dass jeder Punkt C einer bestimmten Lage der Kurve K,
entspricht.

Fig. 14. Tangenten der Kurven C, D und (a).

Fiir unsern Punkt ist die rollende Kurve auf AB als Axe
konstruiert. A ist der Mittelpunkt des Hilfskegelschnittes und
B sein Brennpunkt, der als Fundamentalpunkt fir die Konchoide
dient.

Unter diesen Bedingungen konnen wir die Tangente in C

auf AB wie vorher konstruieren und wir finden so die Tangente
des Rollbettes in C.
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Die beziigliche Konstante der Rollenden ist die Kurbel
R = OB. Wir erhalten den Punkt des Kegelschnittes auch, in-
dem wir CD = R machen, sodass BD + Da = 2R; a sei der
2. Brennpunkt des Hilfskegelschnittes.

Es ist zu bemerken, dass der Punkt des Kegelschnittes mit
dem korrespondierenden Punkte der Kurve D zusammenfillt.

Anderseits gibt die Verlingerung von BC bis auf den Leit-
kreis den Punkt 6, der ebenfalls auf dem Grundkreise liegt.

Die Gerade ab ist parallel mit der x-Axe, weil O und A die
Mittelpunkte der Geraden Bb und Ba sind.

Die Tangente des Kegelschnittes in D ist also parallel zur
y-Axe. Sie geht durch B’ und so ist die Normale des Kegel-
schnittes durch D eine Parallele zur x-Axe. Sie schneidet das
Perpendikel auf BC durch B in .

Der Punkt y ist das Momentanzentrum des erzeugenden
Mechanismus der rollenden Kurve K.

yC ist die Normale in C und man erhilt die Tangente durch
das Perpendikel auf yC durch C.

Die vorangehende Konstruktion kann daher zur folgenden
einfachen Regel fiihren.

«Man erhilt die Normale in einem Punkte C des
Rollbettes, indem man im Endpunkte B der Kurbel eine
Senkrechte auf diese errichtet und durch den betreffen-
den Punkt D der Kurve eine Parallele zu Ox zieht. Die
Verbindungsgerade yC des Schnittpunktes dieser Ge-
raden mit C ist die gesuchte Normale.» (Fig. 14.)

Der beziigliche Punkt y, der symmetrischen Lage A B der
Koppel liegt auf der Verla,ngelung von By und so, dass y

7, In
der Mitte durch die x-Axe geschnitten wird.

Nach den vorangehenden Konstruktionen kénnen wir auch
die Tangente der Kurve D in einem beliebigen Punkte D be-
stimmen. Der Ort der Punkte C ist eine Konchoide der Kurve
D inbezug auf den Ursprung O.

Wir haben also eine Gerade, die sich um den Ursprung
dreht, withrend ein bestimmter Punkt derselben die Kurve D
beschreibt.
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Das Momentanzentrum far eine Lage des neuen Mechanis-
mus befindet sich auf einer Normalen im Ursprung der beweg-
lichen Geraden und auf der Normalen von D in D; die Normale
von C geht durch diesen Punkt, weil DC = R = konstant. Die
Normalen in C und in O sind bekannt; sie schneiden sich in
J; daher ist dieser Punkt das betrachtete Momentanzentrum-
Folglich hat man auch die Normale OD in D, dann die ent-
sprechende Tangente. Mit C 7 erhalten wir das Momentan-
zentrum d,.

Die Momentanzentren d und 6, die 2 symmetrischen
Lagen der Koppel entsprechen, liegen auf dem gleichen
Strahle, in gleicher Entfernung vom Ursprung.

In der Tat konnen wir inbezug auf die Schnittpunkte C,
C, und B den Strahl OB als eine Gerade betrachten, die sich
an die drei Kurven anlehnt und die Normale einer derselben ist.
Die Normalen in C und C, schneiden die Normale O§ der Um-
hillungskurve von OB in den Punkten 8, J,, die folgendes ergeben:

CB : BC, = 00 : Od,
weil CB = BC; daher 00 = OJd,.

XVIIL

Andere Eigenschaften, die sich auf die Konstruktionen der
Tangenten beziehen.

1. Gleichung der Kurve ¢: Der Strahl Od bildet einen
Winkel 6, der von ¢ abhiingig ist. Wir haben (Fig. 14):

@:275—(%—— (p>-——-3w—|—([-

] 2
sin @ = — cos; cos @ = sin ¢

Bﬂ

ferner 06 = g, tg (0CH) = o,

¢ SC g ( ) SO BC
R _ lcos w ’ I |
O0f — o COSG (R*cos® g — I cos’w) sing |
— % (oc — R) A 1. cosw cose .’

(R* —1?) sin’y (R* — 1%) cos @

Qd ! — woraus Q(? -

cos” g VE — Resin?y sin® 0 VI _ RZcos®
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In orthogonalen Koordinaten erhalten wir:

(Xz o+ y-z) IKR:) - 12) yz R Yj . R? Yz -

Der Ursprung ist ein vierfacher Punkt. Im Falle R > 1
wird dieser Punkt durch zwei Inflexionspunkte gebildet, die die
Axe Oy als gemeinschaftliche Tangente zulassen. Die geo-
metrische Diskussion ergibt, dass die Perpendikel auf die

1 .
aussersten Kurbeln y = - \/—_;0:,,,__‘_ - X Asymptoten sind, deren
B ¢

Gleichung ihrerseits lautet: y — VR? — ) o

Wir haben emne vollstindige Symmetrie inbezug auf die
Axen und das Zentrum. Der Kurbeltrieb rechts erzeugt selbst
die ganze Kurve und der Kurbeltrieb links ergibt sie noch ein
zweites Mal; dies sei erwiihnt, weil bei vielen der vorangehenden
Kurven jeder Kurbeltrieb nur eine Hilfte der ganzen Kurve er-
zeugt hat.

Mit R < 1 liegen die unendlich fernen Punkte auf hori-
zontalen Tangenten des Hilfskreises, dessen Radius gleich der
Liange der Koppel ist. Diese Punkte sind nicht mehr die Schnitt-
punkte zweier paralleler Richtungen und die vorerwihnten Tan-
genten sind nicht mehr Asymptoten. Die zwei Kurveniste sind
parabolische Aeste.

2. Bahn von @ mit Aa = 1. Wir konnen zuerst an die
Gleichung der Bahn des Punktes a auf der Verlingerung der
Koppel erinnern oder die Gleichung aufstellen:

Wir haben: Aa =1 aB = — 21 und nach den allgemeinen
Gleichungen der Bahnen der Koppel” erhalten wir:

(x‘._' . 3y2 + 412 . R3)2 o 16X2 (1‘3 . y_))
Wenn wir dagegen direkt ableiten, so erhalten wir:

x=Rcos¢p -+ 21 cosw
y = — lsin o, ferner

i — \/WR?;:ry2 + 2 \/lg—:—yT oder

(x2 _R2__ 47 1 5y2)'~ 16 (Rz o yz) (lu o yz)
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Die beiden Gleichungen sind identisch; eine einfache alge-
braische Modifikation fihrt uns von der einen zur andern. Die
so erhaltene Kurve ist auch der Ort des zweiten Brennpunktes
a der Hilfskegelschnitte, die notig waren zur Konstruktion der
Tangenten.

Die Strahlen Da und DB sind die betreffenden Vektoren
des Punktes D des Kegelschnittes.

Der Strahl Da ist parallel dem Strahle AB’ des Haupt-
kreises und De verlingert bis BB’ parallel zur Normalen gibt
Dd = BD und ad = 2R = Konstante des Kegelschnittes. Im
iibrigen ist die Mitte M von ad auf der x-Axe.

Wir wollen nun den Ort der Punkte d suchen.

x =2lcosw — Rcosqy
y =4 lsinw woraus

ce2VETE VR
(¥ — R — 4P 4 5y) =16 (R —y) (F —y)
Diese Kurve ist ebenfalls die Bahn von «.

Daraus ergibt sich folgender Lehrsatz:

Lehrsatz: Im Kurbeltrieb besteht eine bewegliche Ge-
rade von fester Linge 2R, die durch den Punkt D
geht und symmetrisch zum Strahl ODB liegt, so dass
ithr Mittelpunkt auf der x-Axe gleitet, wihrend ihre
Endpunkte die Bahn (a) eines Punktes a der Koppel
mit Aa = R durchlaufen.

oder mit andern Worten:

Die Sehnen der Bahn (a), die symmetrisch zu den
Strahlen OB liegen und durch die verschiedenen
Punkte D gezogen sind, haben feste Linge 2R und
werden durch die x-Axe in gleiche Teile geteilt.

3. Tangenten in d. Die Normale ¢C von («) in @ und
die Senkrechte me zu Ox durch m ergeben das bezigliche
Momentanzentrum der Bewegung der Geraden ad. Die Normale
i d geht daher durch den Punkt ¢ und man kann daraus die
betreffende Tangente ableiten. Es ist weiter zu bemerken, dass
diese Normale de¢ durch den entsprechenden Punkt des Rollbettes
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geht. Die Gerade db, symmetrisch zu Ba ergibt die Koppel A,B,
welche mit d auf der Rollbahn (a) korrespondiert und von A,
findet man das Momentanzentrum €, auf dem Rollbett, durch

welches die Normale de gehen muss. Der Punkt C, st zu C,
symmetrisch inbezug auf das Zentrum.

Die Normalen in G, und C’,. welches symmetrische Punkte
von C und C; sind, gehen auch durch ¢ und §,, wegen der Sym-
metrie. Die beziiglichen Hauptaufgaben der Bewegung der Sehne
ad konnen in folgenden Uebungen abgeleitet werden.

Uebungen :

1. Geometrische Diskussion der Bahn (a) fir R =1

Lo

Geometrische Diskussion der Bewegung von ad in den
2 Fillen R = L

3. Aufstellung und Besprechung des Ortes der Momentan-
zentren e,

Ich mochte an diesem Orte Herrn M. Baumann in Lengnau,
der die Uebersetzung memes Manuskripts besorgt hat, herzlich

danken.
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