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III. Abschnitt.

§ 1. Die Methode von Niels Nielsen.

Wohl die allgemeinste Methode zur Entwicklung analytischer
Funktionen nach Neumann’schen Reihen zweiter Art hat Niels
Nielsen'” in seiner Abhandlung ,Sur le produit de deux
fonctions cylindriques“ gegeben. Sie wird nicht nur vor-
ziiglich geeignet sein, die im I. und II. Abschnitt aufgestellten
Reihen zu verifizieren, sondern sie wird gleichzeitig die Moglich-
keit bieten, auch ungerade Funktionen nach Quadraten von
Bessel’'schen Funktionen zu entwickeln. Von E. Lommel'® ist
erstmals von einer solchen Moglichkeit gesprochen worden. In
der genannten Abhandlung hat er einige vereinzelte, diesbeziig-
liche Resultate veroffentlicht. In der nun zu betrachtenden
Methode gibt aber N. Nielsen zuerst einen allgemein giiltigen
Modus zur Herleitung solcher Reithen. Wir fithren die Methode
soweit notwendig an und verweisen beziglich Einzelheiten auf
die genannte Abhandlung.

Nielsen beweist daselbst den Satz:
,Une série de puissances S by x2%, qui est une fonction

paire de x, peut étre developpee en série de la forme:

2l Y wts  vig
N b, xev= (’_2‘) ) "-Eg a, J(x)-J (%) (52.)

0 0

ou u et » désignent deux constantes quelconques, les négatifs
entiers exclus. Ce développement est valable a l'intérieur du
cercle de convergence de la série de puissances et les coefficients
a, sont déterminés par la formule:



- P—m! (53.)

[

Bu+m+1, v4m+41)- I'u+»+p+4m)-2° by

Den Konstanten g und » kann man also jeden beliebigen
Wert erteilen. :

Setzt man z. B. v=—pu, dann wird die Formel (52.) zu:
2o e cHpu s—p |
¢ b, x¥¥="%¢ a: - J(x) J (x) (54.) -
-~ =

Die Formel (53.) zur Bestimmung der Koeffizienten a. wird
unter Beriicksichtigung der entsprechenden Werte der beiden
Euler’schen Integrale B und I' zu:

3

5 " . P + 1'1)
s 4ap-p- ) bo p ELLUAY G L 22 __
TN Pl
) | (55.)
— ,ug) (38— w)..o... (n®— ;42) 2 _big
. T u .
= sin (7r ) bo )

In Formel (54.) setze man ¢ =20, dann wird:

N b x5 =Ne & [Ff (56
0 0 :

-2p wird fir =0 zu:

Der Bruch

sin (y 7T)

lim 47 o, lim 1
1 ==0gin (u 7




lim - 1
p=0 (un) | (un)*
1 3! T 5! T
= 2

her wi o BN (p+n)!
Daher wird auch a,= 2p - lmp——l—Zn PNy :

212.92.8%.42. . n?. 2. b,

Setzt man darin 4 statt p und » statt n, so wird

A
v '! ! l(l‘*"“”)!
=2by {-2 %y 227 1 by
B =2bo 2” 20! A—n! (G +9)

A
19! 1
221} 22y+1. yivi l(l—-l—v 1).'b-y
. 29! (G- )

(57.)

Wir notieren diese Resultate in folgendem Satz:

o0 5
,Eine Potenzreihe 21 b; x24, die eine gerade Funk-
0

tion von x 1st, kann i1n eine Reihe von der Form:

ix a [f @) (58.)

entwickelt werden. Diese Entwicklung 1st giltig im
Innern des Konvergenzkreises der Potenzreihe und die
Koeffizienten a; bestimmen sich durch die Formel:

A A
. 2y +1 r! ! ' .(l—l—v-———l)!_
aj; = OEv 2 —-——(2 )1 2 Ty by (59.)

ap = by

Dabei sind die by die Koeffizienten von x2* in der Potenz-
reihenentwicklung.”
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Ein Vergleich mit der in Formel (10.) gegebenen Definition
fir die Funktion ©* (y) zeigt eine vollige Uebereinstimmung bis
auf den Faktor 2b,. Aber gerade dieser Faktor tritt bei jeder
Bestimmung der dortigen Entwicklungskoeffizienten k; jeweilen
zu der Definitionsformel von £* (y), sodass man Gleichheit der
Definitionsformeln der Entwicklungskoeffizienten k; dort und a;
hier hat. Streng genommen ist also diese neuere Methode von
Nielsen nicht verschieden von der élteren von C. Neumann ge-
gebenen Methode. Wir glaubten jedoch trotzdem von einer
neuen Methode sprechen zu diirfen, weil sie viel allgemeiner ist
und infolgedessen auch eine bedeutend vielseitigere Anwendung
erwarten liasst. Nach dieser von vorneherein festgestellten Ueber-
einstimmung konnen wir uns auf die Bestimmung des allgemeinen
Koeffizienten a, beschrinken.

1. Die geraden Potenzen von x.

Es sel
bg==1; bi=bs=.z::s =bh; = =0
Dann 1ist
o0
21 b, x22 =1
‘ 0
Daher 1st

1= o [f

i
f 5 — 1)
al:z” 221’4—1.&.}‘.(]‘—#” 1).by; a():bo
. (2! (A—)!
alle by mit Ausnahme von b, :-_1 sind null. In der Formel fiir
a; tritt daher immer nur der erste Summand auf, sodass man
hat ap = 1; a; =2. Dann erhilt man

o0

1=l 2% U ol (60)

1
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Der Vollstindigkeit halber sei hier noch an eine dritte
Methode zur Entwicklung von 1 in die nach Quadraten der
Bessel’schen Funktionen fortschreitende Reihe erinnert, die von
E. Lommel'® gegeben ist und daselbst nachgeschlagen werden
kann. Das Resultat ist aber, wie schon oben erwihnt wurde,
erstmals von Hansen® gegeben worden. )

Indem wir in der Anwendung der Methode von Nielsen
weiterfahren, wollen wir sie nur noch auf die allgemeine gerade
Potenz ausdehnen. Es sei zu dem Ende

b0=b1-—_—b2:...:bn__1:0; bn:].;
bot1 =bnpa=....=h; =0.

O
E:l b; x?4 = x2®
- .

oo ¢l )
xgnz\jl az [J(x)]

O

e 92V +1 v'v’ .}.(lﬁ—v—l)!-b
4 2 @) A —)!

Dann 1ist

14

In dieser Summe verschwinden jeweilen alle einzelnen
Summanden, mit Ausnahme von dem, indem v = n ist.
Dieser wird

2n-41 n!n! l.(l—i—n —_ 1)1
(2 n)! (A — n)!

aj =2

Daher wird nun

x2n — 92n 11]'1] . (}‘—l—n 4 - i
2n _ 92n+ 2! 2 (l—-n)' [J(x)] (61.)

2. Die Reihen fiir cos (x) uﬁd cof (x).

cos () = Vi (— 1 - X _24 by - ¥, wo by — (— 1)} L
, 0

@n @t



Daher wird nun:

€os (X) mi). a; - [Jl (x)]g;._

A
DR e !
3»122” g1 vty Ay 1)"'0,,
- (2)! (A —2»)!

l 5
___,zv (— 1) - 277+ v!y! 1.()4_'_,,__1)!
- (2 2)! (2 2)! (A —»)!

30=b0=1.

Daher wird

cos (x) == [j) (x)]2~|—2}u 22 - [Jl1 (x)]2 :

; (62)

.2’, (— 1y - 227 v!v! l'(}«—|—v-—1)!
(2! (2y)! (A —»)!

0

o0 X2A 58] 1
=N\ =N b; - x2% wo b; =
cof (x) Z 20 2 1 X244 wo b, 2n!

Die Herleitung ist dieselbe wie oben abgesehen vom Faktor
(— 1)*; daher wird

0 2 e LI,
cof (1) = [J (0] + > 24- [T )]
) : (63)

N), o2 vl ! (Atr—1)!
2 (2)! (@ »)! (4—)!

0

Ein Vergleich mit den entsprechenden im ersten Abschnitt
aufgestellten Formeln zeigt die vollige Uebereinstimmung der
Entwicklungen. ‘
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§ 2. Methode fiir ungerade Funktionen.
Man setzt in der Formel (54.):

o0 (o =]
x\ - & -v tts v+g
¢ b, x2§:(—> S s, I® T )
=0l
1 — p statt ». Dann wird

Lo +u g4+1—

e b, x2€+1~Sg a; - d (x) J (x)

0

a = ”#(l—ﬂ")b

sin (u 7r)

— p[l—u in 2 %192
a =24+ 1)- smw){ 1 2bo+2 (1P — ) (2
i)
2 2 2 2 2
— @) (=) ... (0" — )(2 1)

Setzt man hier =0, dann wird lim _n‘u =1, daher
=0 gin 7 [ \

(1= )2, )

ao = by

Sk
3«1:(21+1){2b0 +2n22n+1 n!n! n4}1 _(l—l—n)!}
1

2n)! 2n+1 (A — n)!

Setzt man die Laufzahl » statt n, dann wird

oy41 Vil (»+1) ) (A 4! _
a‘—g 2 2»)! @r+1) @A1) oy B e =bo

Wir notieren diese Resultate in folgendem Satz:

,Eine Potenzreihe, El b, x22+1, welche eine unge-

rade Funktion von x 1st, kann in eine Reihe von der Form
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i A+1

il a; - J(x)-J(x) (64.)
0

entwickelt werden,‘ welche giiltig ist im Innern des
Konvergenzkreises der Potenzreihe. Die Koeffizienten
a; bestimmen sich durch die Formel

A
1yt 1 () |
a; = g1l v 1o, +b,; ag=h, (65.)
: 2” @t 2, 1100 T gy B =t

Die b, sind darin die Entwicklungskoeffizienten der
Potenzreihe.”

Um nun aber Uebereinstimmung mit den im II. Abschnitt
hergeleiteten Entwicklungen fiir die ungeraden Funktionen zu
- erhalten, beachte man, dass in der allgemeinen Summenformel

i=1 i :
J(x)J (x) das Produkt der Bessel’schen Funktionen ist und
i

nicht wie hier J (x) -ljl(x). Das ist offenbar gleichbedeutend
damit, dass der Entwicklungkoeffizient a; dort identisch ist mit
dem Koeffizienten a;_; hier. Man ersetze nun in (64.) und (65.)
4 durch 4 — 1 und nenne den neuen Entwicklungskoeffizienten a;.
Ferner hat man frither iberall die ungeraden Funktionen in
der allgemeinen Darstellung durch die Potenz (2 » — 1) charak-
terisiert und nicht wie oben durch die Potenz (2» + 1). Man
ersetze daher (»-4 1) durch (»—1). Dann formuliert man den
Satz (64.) wie folgt:

- )
,Eine Potenzreihe, El b;—1 x?#~1 welche eine un-
1

gerade Funktion von x ist, kann in eine Reihe ent-
wickelt werden von der Form

s K], i
21 2, J (x) - J (x) (66.)

Diese ist giiltig im Innern des Konvergenzkreises der
Potenzrethe und die Koeffizienten a; bestimmen sich
durch die Formel:
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21;1/ v! A4+»—2)!
= ; 21L—1)- cby_1; ap =1 67.
a4 = @) ) ( — )" v—1; Qo % (67.)

Die b, _; sind darin die Entwicklungskoeffizienten der
Potenzreihe.

Im II. Abschnitt hat man von Fall zu Fall den Entwick-
lungskoeffizienten a, bestimmt nach der Formel a; = (k, —k, _,).
Vergleicht man eine der daselbst gefundenen Formeln fir a;
mit (67.), so erkennt man die véllige Uebereinstimmung derselben
bis auf den Faktor 2b, _;, der dort schon dabei ist, d. h. in der
der betreffenden Funktion charakteristischen Form und hier erst
noch durch eben diese Form ersetzt werden muss.

Es seien auch hier einige der schon oben hergeleiteten
Entwicklungen nach diesem abgekiirzten Verfahren bestimmt,

1. Die ungeraden Potenzen von x.

Es sei bp=1, by =by=...=b;=...=0;
~-dann 1ist |
22 b,m}x'”l = X.
= —
—\) T a, =Sy e2v 179, Gt
x 2 300 )5 2= > @ AT

1

a,=2-(241—1).

x=2 .iz, @2 —1)'7 (%7 (68.)

Es sei fir die allgemeine, ungerade Potenz:
Ybi”“‘bz b3 . -===bn__1:‘0 bnzl, bn+1=...b;_:...:O;
/23 n; also ist ‘

i—1 ’

o0
. 21 b, x?*1=x""1; xgn*‘ -—Sl a; - J () J(x);
1 ~ |



! —_— !
al__s 92V vyl @i— 1)(},—}—1! 2).bv

=y (i—)!
a __anﬂ( )(l+n_2)!
T e (1 — n)!
woraus nunmehr:
2n—-1:n!n! 2noo.. (,1_|_n 2)1.
* (2n)! 2 2" (dd— (t—n)! J(X)J(x) (69.)

2. Die trigonometrischen Funktionen.

Man hat den sin(x) definiert durch die Potenzreihe

2} 11
— _qp-r X _ 2]—1 [==1)
sin (x) Sl( 1) 2i—1)! l blx b, = @i_1)!
Daraus bestimmt sich nun:
sin (x) =El ajitx) j(x);
21;1’1/ _().—f-v—'Z)!
%"252 (M) D=
. . ) (Y1 r! ! (2 -F»—2)!
%"25( Y @%—nummz —1 (L —»)!
und daher
EN
sm@._:SAm/—_n J g:S - @%wU!@ﬂ!
4y —2)!
(—)! (70,

Fir tg(x) hat man mit Beniitzung von Bernoulli’schen
Zahlen folgende Potenzreihe:

0



_ 98

o0 ' 211 OO
_ ), 92i(021 X Y B 1
tg(x)_—Zl i 2%4(9 1) B, Y 21 A by -x

B,
@)

wo b, =22%%(2¢2—1).
Daher

£ i—1 i
tg (x) =21 a; J (x) J (x)
1

N gty M gp g G =2ty
a’**zm (2" —1 @0t @t ! VT

woraus dann
)

tg (x) ziz 241—1) -Ajtx) 5 (X)Ev 427 (2°Y —-1)

1

v! ! _(1—}—-1}—-2)!.B (71.)
@) 29! (h—2)! ?

Fur cotg (x) hat man die Potenzreihe:

Ze Fa—1
cotg (x) = 1-—21 gt > P
X - 2 7)!

Es wird dann

29 cas |
cotg (x) 1 N a; - J (x)J (x)
1
A : )
g ! b4 v — 2)!
- 27" gy . B,
“ 2” e @ TR
und daher
. 1 O_.%, A1 A —)_1 2y
cotg (x) _;-2/, 21 -1)-J (X)J(X)Zv 4
1 1
vivl (v —2)! g (72.)

14

29! 29! (4 —)!
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Den arcsin (x) hat man definiert durch:

. 24 —2)! 22—
arc sin (x) :2}, 5T .
- 2° A—-—DI'A—1! 22 —1

Dann wird

i—1

arc sin (x) —21 a; - J(X)jj( )

—2.N, ¥ 911 Gtr—2
=2 2 2y — 1) (84— (A —»)!

und folglich

arc sin x)—2 22 1—1 x)J(X)

2 (73.)
'2” v (A+» — 2)!
- (2 y—1Y (A —)!
Fiar arctg (x) hat man
}&2},—-1
t — 8 (—1)y
are tg (x 2 =0 o
Dann wird sofort
i
arc tg (x) _2) @1—1)-T(x) 7 (x)-
L (74.)

U p! ! _(,24_,,_2)!
2 L= 2r—1)-2»! @A—»)!
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§ 3. Methode zur Entwicklung ungerader Funktiohen in
Reihen, die nach Quadraten Bessel’scher Funktionen fort-
schreiten, deren Parameter gemischte Zahlen sind.

Man setzt in Formel (52.)

S e (X\ErD A
29‘ bs x°¢ = (‘2‘) ZQ ac - J (x) J (x)
0 0

fir y=1— . Dann wird

o9 2 otp stl-p
Eg bg X2§+1=.- QagJ(X)J(X)
0 0
oy e FOL— 1)
sin (u 7r)

sin (u 7z 1

a;=@21+41). 24 )'{1“‘“.21004-21; (17— ™) (F —

(24! _22v+1_b1’[
1—)! (29! (2v4-1) l

g N A ;
Darin setze man weiter y=—2—; dann wird:

o0 o0 A-f1/s
21 b, x21+1:21 a; - | ) )
0 0

: (i) a1
e +2"(z—v>z (;;)r @v+1) (1 B Z)

(22~—— 1) (32* 1) .. .(v'? — 1) gEefd by
4 4 4

—.112)....(vz—luz)-(v—}—l—u)-(

a;_:(21+1)’-2‘-.

. ,
= 22. ]_ --7—5. Vv (,1_}-—1’)! :
(2 2)! (2 »)! l
T & ED
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i
L T N\, 2! (24!
= (21+41) = bo + IE 2

ol (A—)!

A
@iy TN, @0 (4
=@i+1) 2 Zv 2Vl vl (A—w)! b

Wir fassen diese Resultate in folgenden Satz zusammen:

o0
,Hine Potenzreihe 2& b; x24+1 die eine ungerade
' 0

Funktion von x ist, kann in eine Reihe von der Form:

o0 AYs g
N [ I @)

0

entwickelt werden, die giiltig ist fiir denselben Bereich,
fir den die Potenzreihe definiert ist. Die Entwick-
lungskoeffizienten a; bestimmen sich einschliesslich a,
aus der Formel:

i
_ N, 20 G9!
a=@L+1)7 20 & peih b, (75a.)

Die b, sind darin die Entwicklungskoeffizienten der

Potenzreihe“.
At
Darin ist J (x) nach der von J. H. Graf?® gegebenen Formel

deﬁniert durch
At Y2 /79 & (A 4-»)! 1 \» [ 7T
L —_— A41w=p)s —
T =\ 7= 2” v!(l—v)!(QX) cos {1 =275 X}
und darin 1st
_— {(z+1-—v)7§‘—x}=isin(x), fir 2 4+1—»=1 (mod 4)
oder 24+ 1—»=23 (mod 4)

=+ cos (x), fuir A4 1 —»=0 (mod 4)
oder 44+ 1—»=2 (mod 4)
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In Anwendung dieses Verfahrens und zur weiteren Erlauterung
der Methode seien im folgenden einige ungerade Funktionen
entwickelt.

1. Reihen fiir die ungeraden Potenzen.

Man setze bo—=1; b, =0 2540

Dann 1st 21 b; X2t =x
J+‘/2
X——EA a; - J(x)
25! ()
D e I
k12
(24-+1) =
B pmee
"o
Daher wird:
‘ 7T i A =15 2
x=5[J(x ?z @it+1-[Jm]  (76)

el + S +

o 2 o 76a.)
+2 0 ool + T ool +4- o

In dieser letzteren Darstellung stimmt die Formel genau
iiberein mit der von E. Lommel® auf ganz anderem Weg her-
geleiteten Entwicklung.

Um noch die Formel fir die allgemeine ungerade Potenz
herzuleiten, setzt man b,=1 b; =0 234=n. Dann ist

o0
2:1 by x24+1 = x2n+1
0



o0 1_4_1/2
X201 =" az [ J(X)]2
0

L (49!
ay = (214 1) 2 22”:})' Gt

! (A—w)!
o 20! (4t
a, = 7T (21’{'1) 22n+1 1’!11! (A—Il)'
Dann wird

bl . 22n(;‘in) >l @1+1)- (lfn))" [Hl'(’x)]?
7.
xintl  @n)! N, @44 1)- lJrn)’[H'zx)z "

s Sianen L

2. Reihen fiir die trigonometrischen Funktionen.

Man definiert hier sin (x) durch

a 2441
sin (x) =21 (— 1) wx—v__Z; b, x24+1;

- 24+ 1)! -
2
WO b;,-_—-:———(— 1)
b i 2i4+ 1)!
ann wir
O l+l/9
sin(x)== 34 az| J (x)]2
0
l g
(9 N\ 22! @A+ )
* (2 +1)AOJV 22V 11 (A —»)! b
(2)! (A »)!

A
i A 2 vV {— 3
7z ( l—l—l)g (=1 221/+1y!,,!(2,,+ ! (A—»)!

a 7T
0 — —
2
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Damit erhilt man:

o0 ’ l‘i‘l/ﬂ A - L v . :
o= Shn 0T Sl
0 0 ;

A % T
sin () = [T’ +27 [T +52 - [Jol' +
74 (L2 1937
+671-7v[J(X)] —I—%G[J( )] 4.
78)
WO el 42 el +f3[J(x)] + 1)
g 9 %y
Jr-(—Z-:[J( ) +%[J( )| + 4. .inf
giltig fir — oo < x <7+ o0
Analog leitet man ab mit
:oo Mg+t 1) B, x24+1 7 7
tg (x) 214 (4 1) B, airE 3~ <3
tg (X) & . s g
== —ZA @i+1 [T -
79.
5, @r—n oy g )
2 oD@y 1) (h—)! Bagx
mit cotg (x) = %{“2}“ 471 . B 4, (2};2:12)1 —alx<+m
cotg(x) 1 N Atz oo
e Zx(mn-[;r(x)]-
2 (80.)
S Byyr (4!
v! (v 4 1)! 2'»-—{—1) (A—»)!
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o0

N, _@H | =
4 204 2A4-1)

mit arc sin (x) =

+ 'f2

}a @it1-[IE] -

arc sm (x)

it

1 ’%y 1 [ @) POt
2 % 2v+1[4yv!v!] (A—)!

%2141

O
mit arc tg (x) = »v (—1)*

(8L

-1=2xZ2 4+ 1

a“’—tgm—-Ez et i)

) (82.)

1N, gy, L @)l G
2( 1)

2 201 4" »19! (A—)!

Als Konvergenzbereich hat man nach dem Nielsen’schen Satz.
Jewcilen den Konvergenzbereich der entsprechenden Potenzreihen-
entwicklung.

§ 4 Entwicklung einer Reihe mit negativen Potenzen.

Man ersetzt nach dem Vorgehen von N. Nielsen?®' in der
Formel:

( ):“-l—v , ‘

- oo , g p+i o v+l
Flu+1)-Tr+1) o (u +») A

u durch u—n; ferner » durch — u—n, wobei n eine ganze,

positive Zahl sein soll. Die Formel wird dann nach entsprechender-
Reduktion:
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1 (smf:uc) 2 nAl) =4
x F(n—l—y I'(n — w) 2( ) ( )

n—H—’: n—)—: A—n+4t: j—n—1s
70 Te ST m" T

(84.)

Darin darf u jeden beliebigen Wert annehmen mit Aus-

2 §

nahme der negativen ganzen Zahlen. Setzt man in (87.) ,u=1
dann erhilt man weiter:
2 9—2n n—1 o '
}: 715, 2 -Sl(—l)l-(n A)_‘ 2n)!
x*n -+ Ys) - I'(n— 1) —O-I n Al (2n—2)!
{n—i-{-l/z n-)—'/s i-n4'fy i—n—l/g} (85)
J(x) - J(x)—J(x) J(x)
Nun ist
1 3 5 1
-t Yoy==.>.2 o (n=2) T ()=
=g S g (=) TR
1-2.83-4....2n—1)-2n —
- n!2*" Vs
LRI
n!2® v
1 3 5 f 3\ 1
I'n—1tp)==.—-— ....(n——)-(n———)-l“ —
(n — */2) 5 55 "y 5 ('/2)
_1-2-3-4. (2n—3)-(2n— 2) \/—
(1’1—1)’ 2311—2
_ (2n—2)! -
(=112 i
Daraus wird
.27 - AR PR 19t (n— )17
I'(n+ Ye)- T'(n — Ys) 2n)! (2n— 2)! s B
n!m—1! e 2" 'nin!

T 2n)!2n - 2! = gmrea Cr T
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Mit Beriicksichtigung dieser Reduktionen wird die Formel (85.)

1 2" 'n!n! g
<5 (2n)! (2n)! @R—Tjew: X4 (~ 1)

n—l (QH)! - ]+/2 n—Ji— 1/2 /—n+12/ i
n M2n—A I JE—J(x - J(x)}

n—1

__ (o “(“ ];1)’_(,112)—! Dt 21 (—1)*.
(86.)
(n—4)

{n—l+1/2 n—)—1/s J—ntlfp i,_-n—lfg}

MEn—N] J®)-JTE) —JT® -JE

Man hat in der Formel (86.) vorerst eine Entwicklung fiir
die negativen geraden Potenzen. Die Reihe ist zum wesentlichen
Unterschied gegeniiber der Reihe fir positive gerade Potenzen
erstmals eine. endliche Reithe und ferner eine nach Produkten
der Bessel’schen Funktion fortschreitende Reihe. Zir Priifung
auf ihre Richtigkeit fuhrt man den folgenden Identititsnach-
~ weis durch:

Die Zahl n kann jede beliebige, ganze, positive Zahl sein,
also auch n=1. Dann reduziert sich die Formel (86.) zu:

N

1 J(x)J(x LK

2

X

Nun ist nach J. H. Graf?®
mf]l(/;i) —\/ 2 (m+ A (iy cos {(m ft—t ]
7ZTX AV (m — A)! \2x, 2 |

T (@ 4!
)= (1" \/nx 2 M(m—A!

. (iy sin {(m I A)g—x}

/
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in Sonderheit

2 9 : s
J(x)=\/ﬂ2-X-sm X); l{x \/— cos(x)

Demnach bestimmen sich:

S/ Z 3 (Al 2

=\/;£-{-—'cos(x) +—}1;sinx}

/s 2

J(x) = — "SInx
/2 e 2 [sin?x .
J(x)-J(x)zﬁx-l - —smx-cosx}

FomES G = o)

—1/y — B/ i
J (x)-J (x) = ﬂi{ : ‘LOSZ X | sinx cos x }
2 =2 —3/ Y
{ﬂﬂﬂﬂ—JmJ@ﬁ_l{E@mx+m§gtzi
X | X J x2
q- e. d.

Fir die ungeraden negativen Potenzen erhilt man,
von derselben Formel ausgehend:

7T 22——211—1
1 sin u 7z .

X2t Tadp)- Ta—p+1)
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.2“_1)1(211—214_1)_ @n+4+1!
' @n41) 21 (2n41— 1)

!lu 4n—i —p4n—3A41 Y—nti—1 --u—n+)}

J® I +Ix  IE

Setzt man hierin wieder y=%, dann wird:

0

.1 g D
2t Tt s) - L)
.ﬁl(a-l)l(zn_”Jrl)@“)! e
- AM@n— i 4+1) |

unter analogen Reduktionen wie oben, erhilt man die endgiiltige
Formel:

1 2" 'n!n!
X+l (@2n)!
= A —21 + 1) n—A+4+/y o —n4- l—-‘/: (87)
2 (=1 l'(2n———l+1)‘ [ T —1 | J(x)]

In Formel (87.) hat man eine Entwicklung fiir die ungeraden
negativen Potenzen, die nach Quadraten Bessel’scher Funktionen
fortschreitet. Auch hier ist Bedingung, dass n nur ganzzahlige,
positive Werte annehmen kann. Setzt man n==0, so hat man
wieder den Identitiatsnachweis fir die Formel (87.) indem

p..n.

Lol (Feof +[If |
g{ﬁqm?x—}—wxcos?x}

Nachdem nun die Summenformeln fir die geraden und
ungeraden Potenzen aufgestellt sind, ist es nicht schwierig, aus
ihnen die Entwicklungen fiir Potenzreihen, die entweder nach
negativen geraden oder negativen ungeraden Potenzen des Argu-
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mentes fortschreiten, anfzustellen. Durch Addition der Produkte
Bessel’scher Funktionen mit jeweilen gleichen Parametern erhilt
man, wenn die zu entwickelnde, gerade Funktion die Potenz-
reihe hat:

OO
_——El b, x—2
1

far diese].be eine nach Produkten von Bessel’schen Funktionen
fortschreitende Reihe von der Form:

Cac 2l ntl/z n=1/z  —aitlfs —n-1fp
En by X~ 28 == -En an{ Jx)JIE—JIx Jx| 63

1

N gy geatri—e @FHA—=D! @i—1)!
a“_E” e @n+2i—2)!

. SR, 3
A@n-a!

Die Reihe (88.) ist fiir denselben Bereich definiert, fiir den die
Potenzreihe definiert ist.

Ganz analog erhialt man fur Potenzreihen, die nach unge-
raden negativen Potenzen des Argumentes fortschreiten, eine
Entwicklung von der Form:

o0 © 00 n+1/3 —n—1/y ,
N by i N e | [+ TG ] |

0 y

_N) L gmtm—1(@ D! (@A ) (89.)
a“—; (=12 2n -4 2 1)!
(2n-f-1)

‘ 'bn ]
M@n+ 2141

definiert fir denselben Bereich wie die urspriingliche Potenzreihe.
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